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Forord

Som ingenigr er du helt avhengig av a jobbe med matematiske modeller av fysiske systemer
og prosesser. Slike modeller formuleres ofte som differensiallikninger. Derfor er det sveert
viktig at du blir fortrolig med slike likninger.

| dette heftet skal jeg farst og fremst vise hvordan du lgser de mest aktuelle typene av
differensiallikninger. Men jeg har ogsa tatt med mange eksempler pa hvordan slike
differensiallikninger dukker opp i praktiske situasjoner. Et helt kapitel er viet svingninger. Det
kapitlet er nok mest aktuelt for studenter innen elektroteknikk og reguleringsteknikk. Men
ogsa andre kan ha nytte (og kanskje litt glede) av a se hvordan de matematiske teknikkene kan
brukes til a analysere fysiske systemer.

Far du gar lgs pa dette stoffet, ma du beherske integrasjon. Selv om det i dag fins dataverktgy
som lgser integral, er det mest tilfredsstillende a kunne lgse de aktuelle integralene selv. I de
fleste eksemplene og lgsningsforslagene har jeg derfor tatt med komplett lgsning av integral.
Jeg haper at dette heftet kan veere en nyttig introduksjon til bruk av differensiallikninger i
typiske ingenigr-sammenhenger.

Med hilsen

Bjarn Davidsen
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1. Farste ordens differensiallikninger.

1.1. Innledning.
Hva er en farste ordens differensiallikning?

Lay veere en funksjon av en fri variabel x. En fgrste ordens

differensiallikning er en likning som inneholder y'= % )
X

og som vanligvis ogsa inneholder y og/eller x.

Pa tilsvarende mate er en andre ordens differensiallikning en likning som inneholder y", og
som kan inneholde y', y og/eller x. Og slik kan vi fortsette opp til en n'te ordens differensial-
likning.

A Igse en differensiallikning gér ut pa & finne y som funksjon av den
frie variabelen x.

Det er slett ikke alle differensiallikninger som lar seg lgse eksakt. Men det er utviklet
teknikker for a lgse noen typer differensiallikninger som forekommer ofte i praksis. Vi skal
etter hvert se pa noen av disse. Men farst skal vi se pa et par eksempler pa differensial-
likninger som lar seg lgse uten bruk av spesielle teknikker.

Vi starter med et enkelt eksempel:

Eksempel 1.1.1.a: Lgs differensiallikningen
y'=2X.

Lgsning: Vi skal altsa finne en funksjon y = f (x) som er slik at y'=2x. Da finner vi y ved a
integrere:

y:J. 2xdx=x*+C.

Lasningen var inneholder en ukjent konstant C. En slik Igsning kalles en generell lgsning av
differensiallikningen. Dersom vi skal finne denne konstanten, ma vi kjenne en startverdi for y.
Slike problem som bestar av en differensiallikning og en startbetingelse kalles ofte et
initialverdiproblem. Den lgsningen av differensiallikningen som tilfredsstiller start-
betingelsen kalles gjerne en spesiell lgsning av differensiallikningen.

Eksempel 1.1.1b: Las differensiallikningen
y'=2x nér y(0)=1.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Lasning: Vi har allerede funnet at y = x> +C . For & finne C, setter viinnat y=1 ndr x=0:
1=0°+C < C=1.

Lesningen av problemet er altsa
y=x+1.

Vi tar et eksempel til:

Eksempel 1.1.2: Lgs differensiallikningen
y'=y nar y(0)=2.

Lgsning: Dette problemet kan vi ikke lgse bare ved a integrere. Vi ma bruke vare kunnskaper
om derivasjon og integrasjon til a finne en funksjon y = f (x) somerslikat y'=y.Ogvi
kjenner faktisk en slik funksjon. Hvis du deriverer y =¢* fardu y'=e*. Altsa passer
funksjonen y =e* inn i den gitte differensiallikningen.

Men funksjonen y =e* er ikke slik at y(O) = 2. Og det hjelper heller ikke a legge til en

konstant. Nar du deriverer en funksjon y =e* +C far du ikke at y'=y (med mindre C =0).

Vi ma altsa prgve noe annet. Lgsningen bestar i @ multiplisere ¢* med en konstant. For du ser
vel at nar du deriverery =C-¢e* fardu y'=C-¢e*, slikat y'=y?

Na gjenstar det bare a finne C. Vi setter innat y=2 nar x =0, og far:
2=C-¢" & 2=C1 & C=2.

Altsa er lgsningen pa problemet:
y =2e".

Du innser sikkert at den "prgve-og-feile"-teknikken som vi har brukt hittil, har sine klare
begrensninger. Vi trenger mer systematiske teknikker for a lgse differensiallikninger. Vi skal
da ogsa se pa noen slike etter hvert. Men forelgpig kan du jo lgse oppgave 1.1.1 med
"praving og feiling”, for du gar lgs pa de typene differensiallikninger som du oftest vil mate i
praksis: separable og linezre differensiallikninger.

1.2. Separable differensiallikninger.

Vi skal na lare oss en systematisk lgsningsteknikk for en bestemt type differensiallikninger,
nemlig de separable differensiallikningene.

En differensiallikning er separabel
§ def.

Likningen kan omformes til f(y)-y'=g(x)

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Poenget med denne skrivematen er at venstre side kun er en funksjon av y, multiplisert med
y', og at hgyre side kun er en funksjon av x. Vi har altsa separert de to variablene x og y.

Teknikken illustreres med et par eksempler:

Lasning: Vi starter med & separere likningen. Vi multipliserer da med y pa begge sider av
likhetstegnet:

y-y'=x’

Sa erstatter vi y' med g_y og multipliserer med dx:
X
yﬂ=x2 & ydy=x*dx.
dx
Neste trinn er & integrere begge sider:
j ydy =j x2dx
som gir

1y?=1x*+C
der C er en felles integrasjonskonstant for begge integralene.
Sa& multipliserer vi med 2 og trekker kvadratrota:

y=12x*+2C.

Men siden C er en vilkarlig konstant, er ogsa 2C en vilkarlig konstant. Vi skriver derfor C
istedenfor 2C, slik at lgsningen blir

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Eksempel 1.2.2a: Los differensiallikningen
y'=x-y.

Lgsning: Vi starter med a separere likningen. Vi deler da med y pa begge sider av
likhetstegnet:

1 1
— y =X
y
Sa erstatter vi y' med % og multipliserer med dx:
X
iﬂzx & —dy =xdx
y dx
Neste trinn er a integrere begge sider:
J‘ ldy :I X dx
y
som gir

In|y|=1x*+C

der C er en felles integrasjonskonstant for begge integralene. Dette omformes ved hjelp av
regneregler for logaritmer:

1,2 1,2 1,2
|y|=e "¢ =e e =Cpe?" .
Her har vi benyttet at nar C er en konstant, ma ogsa e° veere en konstant som vi kaller C, .

| praksis kan vi tilpasse C, slik at y far riktig fortegn. Vi slayfer derfor absoluttverditegnene,
og slgyfer ogsa indeksen ; pa konstanten. Da blir lgsningen

y=C-e*.

Na bar du prgve deg pa noen enkle oppgaver far du gar lgs pa litt vanskeligere oppgaver.

Hittil har vi kun funnet den generelle lgsningen til differensiallikningene. Na skal vi se pa
noen initialverdiproblem der vi skal bruke en startbetingelse til & finne den konstanten som
inngar i den generelle lgsningen.

Eksempel 1.2.2b: Lgs differensiallikningen
y'=x-y, y(0)=2.

1,2
X

Lasning: Fra eksemplet ovenfor har viat y=C-e?" . Benytterat y =2 nar x =0, og far:

2=Ce’=C1 & C=2.
Da blir lgsningen y = 2e* .

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Vi kunne ogsa funnet konstanten C pa et tidligere tidspunkt. Vi gar inn i lgsningen fra
Eksempel 1.2.2a nar vi har funnet at

In|y|=%x*+C.
Benytter at y=2 nar x =0, og far
In2=1.0°+C < C=In2.
Da blir
Iny=ix*+In2 < Iny-Ih2=1ix’ < In(%):%x2

XZ

N

y _ _2%"2
= 7—e & Y=<

Vi kan slgyfe absoluttverditegnet fordi vi vet fra startbetingelsen at y er positiv nar x=0.

Las oppgave 1.2.2.

Dersom vi kjenner en startbetingelse, kan vi finne konstanten C ved innsetting slik vi har sett
far. Men vi kan ogsa bruke en annen teknikk, slik neste eksempel viser:

Eksempel 1.2.3: Lgs differensiallikningen
y-y'=sinx, y(0)=0.
. . . dy . .
Lasning: Vi setter y'= O multipliserer med dx og integrerer:
X
_[ ydy :I sin x dx
som gir
1y?=—cosx+C.

Allerede na kan vi finne C ved & benytte at y =0 nar x =0. Men vi falger vanlig prosedyre

og finner farst y som funksjon av x. Vi multipliserer da med 2 pa begge sider av likhetstegnet,
trekker kvadratrota og innfgrer en ny konstant. Dette gir

y =+/C —2c0osX .
Sa benyttes startbetingelsen for a finne C:

y(0)=0 < £4C-2c0s0=0 < C=2cos0=2.
Lesningen blir altsa

y =+/2—-2C0SX .

Sa var det den andre metoden. Da setter vi inn startbetingelsen som nedre grense for
integralet, mens vi lar et vilkarlig punkt (x, y) veere gvre grense. Vi integrerer altsa slik:

y R g
J.O ydy = IO sin x dx
som ved integrasjon og innsetting av grenser gir

Byz}zz[—cosx]g & 1y’ 0=-cosx+c0s0 < y*=-2c0sx+2-1

& y==£42-2c0SX

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Skal vi veere formelle, har vi gjort et par stygge feil ovenfor: Vi har brukt samme symbol for
integrasjonsvariabelen som for en grense. Det er mer korrekt & midlertidig erstatte

integrasjonsvariablene x og y med for eksempel u og v, mens grensene er x og y. Da far vi
jyu du = Ixsinvdv
0 0
som gir

] -feos], = 2y 1o

1.0 =—cosx+c0s0 < y=1v2-2C0SX.

Las oppgave 1.2.3.

1.3. Lineeere farste ordens differensiallikninger

likningene. De ser slik ut:

Den neste hovedtypen av farste ordens differensiallikninger er de linegere differensial-

Merk at koeffisienten foran y' ma veere 1.

Slike differensiallikninger lgses vanligvis med formel:

Merk at du ikke trenger & ta med integrasjonskonstant nar du finner hjelpefunksjonen F (x

._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Eksempel 1.3.1: Lgs differensiallikningen
y+x-y=2x, y(0)=1.

Lesning: Likningen er allerede pa den riktige formen y'+ f (x)-y =g(x).
Serat f(x)=x ogat g(x)=2x.
Finner farst
F(x):J. f(x)dx:J. xdx=2x2.
Da blir

y(x)

Il
@D
2
—_
—
«Q
—~
>
N—"
@D
-
2
o
>
+
O

)=e5Xz (I 2x-e5x2dx+C)=e5Xz(2J' e'du +C)

e (2" + C)e’%X —e (Ze%X + C) — e L Ce " =24 Ce
Under veis har vi brukt substitusjonen
, _, du
dx
Finner til slutt C ut fra startbetingelsen:

y(0)=1 < 2+Ce?” =1 o 24C=1 o C=-1.
Altsa er lgsningen
y(x)=2- et

u==X

NI

=2:2X < du=xdx.

Far du gar videre, kan du prgve deg pa et par enkle oppgaver.

Vi tar et eksempel til, som illustrerer at det er en fordel & kunne regnereglene for logaritmer:

Eksempel 1.3.2: Lgs differensiallikningen
X-y'—y=x%, y(1)=2.

Lgsning: Vi ma farst dividere likningen med x for & fa den over pa standardformen
y+ f(x)-y=09(x).
Far da:
1
y'-—y=x
X

Her ser vi at

og at
g(x)=x.
Vi starter som vanlig med a finne hjelpefunksjonen

F(x):j f(x)dx:j —%dx=ﬂ.
Da blir
Y(x)zeF(X)(I g(x)-eF(X)dx+C)=e('nx)(I x-e"”xdx+C).
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Og sa kommer ngkkel-operasjonene:
eIn>< =X
slik at

e—lnx _ (elnx)_:L _ X—l _
NAr dette settes inn, far vi:

y(x):xU X-%dxﬂi]:x(j 1dx+C):x(x+C):M.

Da gjenstar det bare a finne C:

y()=2 o 1’+C.1=2 < C=1.
Lasningen blir da

y(x)=2 1 x

L
—

Las oppgave 1.3.2.

1.4. Andre typer fgrste ordens differensiallikninger.

Bade separable og lineare farste ordens differensiallikninger er sveert vanlige nar vi lager
matematiske modeller av fysiske prosesser. | neste kapitel vil du mgte mange slike eksempler.
Men det fins mange andre typer farste ordens differensiallikninger. Vi skal na se hvordan vi
kan lgse noen slike.

1.4.1. Generelt om substitusjon.
Anta at vi har en farste ordens differensiallikning som inneholder en fri variabel x, en ukjent
funksjon y samt y'. En vanlig metode gar ut pa a erstatte y med en ny variabel pa en slik mate

at likningen blir enklere & lgse. Dessverre fins det ingen generell teknikk for a gjere dette. Vi
har riktignok et par vanlige situasjoner, for eksempel homogene likninger og Bernoullis
likning som vi skal se nermere pa nedenfor. Men farst skal vi se pa et par andre eksempler.

Eksempel 1.4.1: Lgs differensiallikningen
dy 2
—=(x+Yy+3
o = (XTY+3)

Lgsning: Denne likningen er verken linezr eller separabel, og ser noksa haplgs ut. Men se hva
som skjer dersom vi innfarer en ny variabel

z(x)=x+y(x)+3
For enkelhets skyld slayfer vi x-ene i parentes, og far:

I=X+y+3 & y=1-Xx-3 & d—y:E—l
dx dx
Nar dette settes inn i likningen, far vi
E_]_:zz = E:zz-i-l = 0z = dx

dx dx 22 +1

Integrerer pa begge sider, og far
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j de =jdx & arctanz=x+C < z=tan(x+C)

z°+1

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir da
y=z-x-3=tan(x+C)—x-3

Oppgave 1.4.1.

1.4.2. Homogene likninger.
La oss ga rett pa sak:

Side 12

En differensiallikning som kan skrives pa formen

it

sies & veere homogen. Slike likninger lgses med substitusjonen

z:l &S Yy=IX & y'=7'X+1Z.
X

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

Eksempel 1.4.2: Lgs differensiallikningen
Xy-y'=x>+2y°

Lgsning: Vi starter med a dele likningen pa xy, og far
2 2
Xy xy y x ¥ x

Sa setter vi inn

z:l & Yy=2-X = y'=z"X+1z,
X

og far
, 1 dz 1
I'"X+71=—+21 & —-X=—+1
z dx z
Denne likningen er separabel:
E-x:£+z = x-dz:(l+zjdx
dx z z
o x-dz=(2+1dx < 22 ir = 2
z°+1 X

Sa integrerer vi begge sider. Integralet pa venstre side integreres med substitusjonen
u=z"+1 = 3—u=22 < zdz=1du.
z
Far da
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____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
| gt
22 4dl X
[y
u X

inu=In|x/+InC, =In(C)x)

Inu=2In(Cx) =In(Cx)* =In(Cx?)

u=Cx*

Men
2
u=22+1=(1] +1=Cx?
X

Da blir

y2

7=Cx2—1 o yr=Cx'-x°
slik at

y =+/Cx* —x*.

Oppgave 1.4.2.

1.4.3. Bernoullis likning.
Vi husker at den linezre forste ordens differensiallikningen var
y+ f(x)y=g(x)
Dersom hgyresiden er multiplisert med y" far vi en likning som kalles Bernoullis likning:

| praksis er ikke dette sé ille som det kan se ut til i ramma. La oss se pa et par eksempler.

Lasning: Dette er en Bernoullis likning med n = 2. Da bruker vi substitusjonen
z=y1‘2=y‘1 N y=z‘1
Da blir
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y':(_]_)z‘z.z':_iz.z'
Z

S4 setter vi inn:
1 1 1
- . 7'—Xx-—= X._2

z° z z

Multipliserer med z° og ordner:
—7I'-XZ=X & I4+XZ=-X

Dette er en linezr differensiallikning. Finner farst hjelpefunksjonen:

F(x):j xdx =1 x?

z(x)=e " (_[ (—x)e dx + C)

Integralet lgses med substitusjonen
du
2

u=1x" <& —=x < du=xdx
dx
Da blir
j —xe** dx = —I e'du = —¢" = —g?*
slik at

7(x)=e " (e¥ 1Cc)=—14Cce .
Da gjenstar det bare & benytte at
1 1

2

z Ce -1

Eksempel 1.4.4: Lgs differensiallikningen
Xy'-2y = x\/y

Lgsning: Vi starter med & dele pa x og far
. 2 1
y=2y=\y=y’
Dette er en Bernoullis likning med n = 3. Vi substituerer

2=y =y i=yi=fy o y=7°
Da blir

y'=2z-7'
Setter inn i differensiallikningen:

2 1
22-7-=71"=1 & 1-Zz1=1.
X X

Hjelpefunksjonen blir

FO0=] (-2 Jax=-tnx
X
slik at z(x) blir
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z(x):e’("”)(j %e"”xdx+C)=e'”X(§J' (e'“)fldx+C)= x(%j %dx+Cj
—x(¢mnlx|+C)=x(in(IX)* +¢) = x(Iny[x +€)

Da gjenstar det bare & benytte at

y(x)=2*= xz(ln\/M+C)2.

Oppgave 1.4.3.

1.5. Retningsfelt.
Enhver 1.ordens differensiallikning kan skrives pa formen
y'=f(xy).
Du husker sikkert at y' angir stigningstallet til tangenten til funksjonsgrafen. Dette betyr at
dersom vi beregner y'= f(x, y) I mange punkter (x, y) og tegner korte linjer med det

beregnede stigningstallet i hvert punkt, kan vi fa et grafisk bilde av hvordan Igsningen av
differensiallikningen blir. Et slikt grafisk bilde kaller vi et retningsfelt (engelsk: slope field).

Eksempel 1.5.1: Lag et retningsfelt for

y
x> +1

yI=

Lgsning: For a tegne et slikt retningsfelt, ma vi beregne y' for mange kombinasjoner av x og
y. Et lite utsnitt av en slik tabell kan se slik ut:

Punkt: X=-2 x=-1 x=0 x=1 X=2
y=2 y'=% y'=1 y'=2 y'=1 y'=%
y=1 y'=% y'=3 y'=1 y'=3 y'=3
y=0 0 0 0 0 0

y=-1 y'=-3 y'=-3 y=-1 y'=—3 y'=-3
y=-2 y'=-% y'=-1 y'=-2 y'=-1 y'=-2

Vi tegner inn korte linjer med stigningstallene i disse punktene (pluss mange andre), og far et
retningsfelt omtrent som vist nedenfor:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.




Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 16

Dersom vi kjenner startverdier for x og y, kan vi benytte slike retningsfelt til a tegne
tilnermede grafer av den funksjonen som er lgsningen av differensiallikningen med den
aktuelle start-tilstanden. Dette er gjort i eksemplet nedenfor.

Eksempel 1.5.2:

a) Bruk retningsfeltet i eksemplet ovenfor til a tegne en tilnermet graf av lgsningen av
differensiallikningen nar start-tilstanden er x, =-1, y,=0.5.

b) Finn en eksakt lgsning av differensiallikningen, og tegn grafen.

Lasning:
a) En graf tegnet pa grunnlag av retningsfeltet kan se ut som grafen nedenfor til venstre:

— y A
4+

i

b) Den gitte differensiallikningen er separabel:
d d dx
2y < > 2y < .[ 2- J 2
X +1 dx x°+1 y X +1
Finner konstanten C:

C =1In[0.5| —arctan(-1) = In(%) - (-%) =% —In2.

4

y'= < In|y|=arctanx+C.

Setter inn konstanten:
Iny=arctanx+%-In2 < Iny+In2=arctanx+% < 2y=e

arctan x+%

arctan x +%

& y=3e

Grafen til denne funksjonen er tegnet ovenfor til hgyre. Du ser vel likheten mellom de to
grafene?

Det fins mange forskjellige ”Slope Field”-programmer pa Internett til fri avbenyttelse.
Figurene ovenfor er laget med en slik fri Java applet. Her er en annen slik retningsfelt-plotter.

Hittil har jeg ikke sagt noe om hvordan vi gar fram for & tegne lgsningsgrafen. Det enkleste er
jo a tegne pa frihand med utgangspunkt i retningsfeltet. Men vi kan gjgre det mye bedre! Av
figuren over kan du (kanskje) se at grafen er trukket gjennom mange punkter, som apenbart
ma vere beregnet. Teknikken med a lage slike tilnsrmede grafiske lgsninger av en
differensiallikning med kjent start-tilstand kalles numerisk lgsning av differensiallikningen.
Det fins mange mer eller mindre ngyaktige metoder for slike numeriske lgsninger. Vi skal na
se litt pa prinsippene bak slike metoder.
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1.6. Numerisk Igsing av differensiallikninger.

A lgse en differensiallikning gar som kjent ut pé & finne en funksjon som passer inn i den gitte
likningen. Nar funksjonen er kjent, kan du tegne funksjonsgrafen.

Noen ganger klarer vi ikke a lgse differensiallikningen, d.v.s. at vi ikke klarer a finne noen
funksjon som tilfredsstiller likningen med den gitte start-tilstanden. Men vi kan likevel lage
en skisse av lgsningsgrafen. Vi skal na se pa hvordan vi kan ga fram for a finne en slik
numerisk lgsning av problemet. Vi skal begrense oss til differensiallikninger av typen
y'=f(xy)
med kjent starttilstand
y(xo) =Y-

Far vi drukner i detaljer, skal jeg vise grunnprinsippet. Nar vi kjenner startpunktet (xO, yO),

kan vi regne ut den deriverte y,'= f (xo, yo) I dette punktet. Denne deriverte angir retningen

til grafen i dette punktet (mer presist: vi vet retningen til tangenten til grafen i dette punktet).
Sa antar vi at grafen er rettlinjet et kort stykke Ax . Da kan vi regne oss fram til et nytt punkt

(xl, yl) langs den rette linja (langs tangenten til grafen) der x, = x, + Ax. Sa gjentar prosessen
seg: | dette nye punktet regner viut y,'= f (xl, yl) , finner en ny rett linje (tangent), og gar til
et nytt punkt (xz, yz) . Og slik fortsetter vi. Prosessen er illustrert nedenfor.

y1' = (X,
yiI - !
Yo _A = f(Xo, Yo) Yol -

: X
— > 1 >

Xo Xo X1

Dersom grafen til den eksakte Igsningen av differensiallikningen krummer lite innenfor
intervallet Ax, vil denne teknikken gi brukbar tilneerming. Og dersom grafen dels krummer
oppover og dels nedover, vil feilene motvirke hverandre.

Na er tiden inne til & se pa detaljene. Figuren til venstre viser
situasjonen nér vi er kommet til et vilkarlig punkt (x,,y, ). Der
er den deriverte tilneermet
! Ay Yo = Yn
X,y )r—=20l 0
L) AX AX

= yn+lzyn+ynl(xn1yn)'AX

Her har vi laget oss en rekursiv formel som vi kan bruke for a regne oss fra punkt til punkt.
Denne formelen kalles Eulers metode. Metoden egner seg utmerket for regneark, slik
eksemplet nedenfor viser.
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Eksempel 1.6.1: Bruk Eulers metode til & finne en tilnaermet grafisk lgsning av differensial-
likningen

y'=y(l-y)x, y(0)=0.1.
Bruk Ax=0.1.

Lasning: Vi bruker et regneark der vi setter opp kolonner slik:

Ax=__ 0,1000 I kolonnen for x setter vi inn startverdien i farste linje.
n X y y' =y(1-y)x  Deretter legger vi til Ax en gang for hver linje.
0 0 0,1000 0,0000 | kolonnen for y setter vi inn startverdien i farste linje.

1 0,1 0,1000 0,0090

osv Deretter regner vi ut y, ., = Y, + ¥, '(X,, ¥, ) - AX,

der y,’ hentes fra linja over.

Differensiallikningen i eksemplet kan ogsa lgses eksakt. Lgsningen blir
1

T
(vis det!). Disse y-verdiene kan ogsa legges inn i regnearket til kontroll. Resultatet blir:

1,00 /
0,80 EksaktW ,/
lgst y

0,60 %
0,40 /, metode
0,20

//
0,00

0 1 2 3 4 5

Ngkkelen til suksess med en slik numerisk metode er at vi finner en god tilneermelse for y’.
Det er etter hvert utviklet en mengde andre metoder som er mye bedre enn den opprinnelige
Eulers metode. Vi kan for eksempel se pa en to-trinns Eulers metode.

Figuren til venstre indikerer at stigningstallet til tangenten til
grafen med meget god tilneermelse kan settes lik

' yn+l - yn—l
2AX
S Yo ® Yo+ Yo (X0 ¥, ) - 24X

Yn

! Xn-1 Xn Xn+1
Nér vi bruker denne formelen, ma vi regne oss fra (x,, Y, ) til (X, y,) med den opprinnelige

Eulers formel. Deretter kan vi bruke formelen over til suksessivt a finne y,, y3 osv. Dette
gjares greit med regneark, slik neste eksempel viser.
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Eksempel 1.6.2: Bruk Eulers to-trinns-metode til a finne en tilnermet grafisk lgsning av
differensiallikningen

y'=y(1-y)x, y(0)=0.1.
Bruk Ax=0.1.

Lasning: Vi bruker et regneark der vi setter opp kolonner pa samme mate som i eksempel
1.6.1. Eneste forskjell er at fra og med y, bruker vi den reviderte formelen for Eulers 2-trinns
metode. Resultatet er vist grafisk nedenfor:

1,20

~

1,00 /,_..v AVI‘V
/

0,80 /
0,60 - Eksaktj
lgst / —
/Eu_lers 2-
trinns
j metode

]

0,40

0,20

' ~ N——
/

0,00
0 1 2 3 4 5

Du ser at den numeriske lgsningen er sa a si identisk med den eksakte Igsningen — helt til ca.
x =4. Da inntreffer et lite jordskjelv. Lgsningen blir ustabil. Dette er et fenomen som kan
inntreffe med numeriske Igsninger. Fenomenet kan dels skyldes avrundings-ungyaktigheter,
dels at vi opererer med tilneermede (ikke eksakte) lgsninger. Noen lgsningsmetoder er sveert
felsomme for slike ustabiliteter, mens andre er mer robust. Dette forer til at metoder som
tilsynelatende ser tiltalende ut, ved neermere analyser ma arkiveres i naermeste papirkurv.

| dag brukes metoder som er atskillig mer robuste en Eulers metoder. Dessverre er de ogsa
mye mer arbeidskrevende. Den mest brukte er nok Runge-Kuttas 4. ordens metode. Dette er
egentlig en "familie” av metoder som i hovedtrekk gar ut pa at du finner en midlertidig y-
verdi for x = x, +%Ax, og beregner en verdi for y' i dette punktet. P& dette grunnlaget

beregner du en forbedret verdi av y', og bruker denne til a finne en ny midlertidig y-verdi for
X = X, +3Ax. Denne bruker du til & finne en ny, ytterligere forbedret verdi av y'. Slik
fortsetter du i 4 trinn.

Numerisk lgsing av differensiallikninger omfatter mye mer enn det lille vi har fatt med her.
For eksempel ma vi utvikle tilnermede uttrykk for hgyere ordens deriverte. Vi ma ogsa kunne
lgse system av differensiallikninger numerisk. Men hvis du farst forstar prinsippene slik de er
framstilt her, har du et grunnlag for a forsta de mer avanserte metodene.
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2. Bruk av fgrste ordens differensiallikninger.

Differensiallikninger er et svert nyttig redskap innen mange fagomrader. Jeg skal na vise
noen anvendelser innen fagomrader som en ingenigr kan komme i kontakt med. Oversikten er
langt fra komplett. Jeg tar for eksempel ikke med anvendelser innen kjemi eller gkonomi.

Jeg forventer ikke at du skal sette deg grundig inn i alle disse anvendelsene na. Men du bar i
alle fall ga gjennom det farste punktet om vekstmodeller, bl.a. fordi vi her kommer inn pa
resonnement og prinsipper som gar igjen i mange andre anvendelser ogsa. Ellers kan du velge
og vrake ut fra dine interesseomrader.

2.1. Vekstmodeller.
Bakgrunn: Anta at vi har en eller annen starrelse x som varierer med tiden t. Vi skriver da
x(t). Starrelsen x kan veere antall bakterier i en bakteriekoloni, antall dyr i en dyrebestand,

vekten av et tre, verdien av et hus, eller en rekke andre ting som kan variere med tiden.

La Ax angi gkingen av x i lgpet av et tidsintervall At. Da sier vi at:
AX . s _
At er den gjennomsnittlige vekstraten i tidsrommet At .

Ax  dx .
m—-= Py er den momentane vekstraten ved et tidspunkt t.

Atl—>0 At

For 8 komme videre, ma vi vite (eller anta) noe om vekstraten. Det er da naturlig & anta at
2 o . dx
vekstraten avhenger av x pa en eller annen mate, slik at o = f (x) . Men hvordan ser f (x)

ut? 1 eksemplene nedenfor skal vi se pa et par vanlige situasjoner. I alle eksemplene skal vi
anta at ved start-tidspunktet t =0 er x =X, .

Eksempel 2.1.1: Anta at vekstraten er proporsjonal med x, slik at % =k-x derkeren

konstant.
a) Finn x(t).
b) Ilustrer lgsningen grafisk nar k = 0.30.

Lesning: For & finne x(t), mé vi lgse differensiallikningen
o _
dt

Dette er en separabel likning (vi kan ogsa oppfatte den som linezr). Vi deler pa x og

multipliserer med dx, og far
LN | 1dx=j kdt < Inx=k-t+C,

X X
o x=ektta _ gkt oG _ ekt

der C =e“. Finner C:

k-Xx, X(0)=X,.
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x(0)=x, & x=Ce°’=C-1 & C=x,.

Da blir lgsningen
X(t)=xe"" .

Merk at en positiv verdi av k inneberer at x gker, mens en negativ k innebarer at x avtar.

Ax@® For a se hva dette innebaerer nar k = 0.30 (som
1.5F svarer til en momentan vekstrate pa 30%) tegner vi
grafen til venstre. Ved tidspunktet t =1 blir

X(1) = x,e**** ~1.35x, .

Umiddelbart virker dette merkelig. Med en

o5T vekstrate pa 30% skulle vi vel fa
0.0 i X(1) = x, +0.30%, =1.30x,
0.0 0.5 Lot og ikke 1.35x,?

Forklaringen ligger i at tilveksten hele tiden legges til verdien av x. Da vil x hele tiden gke, og
tilveksten vil ogsa gke hele tiden. Dersom tilveksten ikke ble lagt til x under veis, ville vi

ganske riktig fatt at x(1)=1.30x, .

Dersom du setter et belgp x, i en bank blir tilveksten (renten) kun lagt til belgpet ved hvert
arsskifte. Bankene opererer ikke med eksponentiell vekst pa innskudd.

Figuren ovenfor (der x, =1) illustrerer forskjellen mellom eksponentiell vekst og linezer vekst
(forrentning i bank).

Vi oppsummerer hovedpunktet fra dette eksemplet:

Nar en starrelse x har konstant vekstrate k slik at x fglger differensiallikningen

%:k.x’
dt

blir x(t) =x,e"" der x, er startverdien for x.

Eksempel 2.1.2: En elgbestand som ikke har vert beskattet, har fordoblet seg i lgpet av 10 ar.
Na skal en fast andel av bestanden skytes hvert ar, slik at bestanden holdes konstant.

a) Hvor stor er vekstraten nar bestanden ikke beskattes?
b) Huvor stor del av bestanden skal skytes for & holde bestanden pa konstant niva?

Lesning: Vi setter bestandsstarrelsen ved starten av tidrsperioden til x,. Etter t =10 ar er
bestanden blitt

x(10) = 2x,.
Settes dette inn i likningen fra forrige eksempel, far vi
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N

k10 In

~ 0.069.

©

2%, =% o 2=¢% < In2=10k < k=

[EEN
=

Den momentane vekstraten er altsa pa ca. 6.9%.

Nar vi skyter en andel ¢ av bestanden, blir det skutt ¢ - x dyr. Vekstraten blir da
dx
—=k-x-c-X.
dt
For a holde bestanden konstant, ma vi ha at
dx
-0
dt
Dette gir at
0O=k-x—c-x < c=k~0.069.

Vi ma altsa skyte ca. 6.9% av bestanden hvert ar for a holde den konstant.

| det lange lagp vil den enkle vekstmodellen ovenfor med konstant vekstrate bli urealistisk
fordi den farer til at x gar mot uendelig. Vi ma derfor modifisere denne vekstmodellen. En
mye brukt vekstmodell er denne:

En starrelse x som falger differensiallikningen

%:k.x.(]__l)
dt A

der k og A er konstanter, sies a ha logistisk vekst.

For & se hva denne modellen innebzrer, kan vi starte med & sette inn x = A i modellen. Da

blir 1—%: 0, slik at vekstraten blir lik null. Dette medfarer at x holdes konstant. Altsa:

Konstanten A i den logistiske vekstmodellen representerer et stabilt niva for x.

Men vi kan gjere flere observasjoner:

. . i X . i
e Nar x<< A (symbolet << betyr ”’mye mindre enn”) blir 1_X ~1. Da er vi tilbake til
dx

vekstmodellen med konstant vekstrate, Py =k-X.
e Salenge x< A blir 1_K et positivt tall. Da er vekstraten positiv slik at x vokser.

. X : L
e Dersom x> A blir 1_X et negativt tall. Da er vekstraten negativ slik at x avtar.

Disse observasjonene tyder pa at uansett startverdi vil x ga mot A, som da representerer et
stabilt niva. La oss se om lgsningen av den tilhgrende differensiallikningen bekrefter dette.
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Eksempel 2.1.3: Anta at en dyrebestand har logistisk vekst. Kall starrelsen av bestanden N og
det stabile nivaet A. Undersgk hvordan bestanden utvikler seg i disse to tilfellene:

a) N (0)=1A (start-bestanden er halvparten av det stabile nivaet).
b) N(0)=2A (start-bestanden er dobbelt sa stor som det stabile nivaet).
Skisser grafene til N (t) i begge tilfellene, med k = 0.10.

Lgsning: Likningen som beskriver bestandsutviklingen er altsa

N _y. (1_ﬂj N
dt A
Dette er en separabel likning. Vi ordner og integrerer:

jd+=j k-dt.
-3

Integralet pa venstre side av likhetstegnet lgses med omformingen og delbrgkoppspaltingen

t___t A _ A 1,1
(1—N]N (1—N)N A (A-N)N N A-N
A A

(detaljer er utelatt). Vi integrerer pa venstre side av likhetstegnet, og far:
jd—sﬂidl\qudN
(1_ j N N A-N
A
Det forste integralet er greit:
| Lan=mn.
N

Integrasjonskonstanten kommer senere. Absoluttverditegn er ungdvendig fordi N >0.
For a lgse det andre integralet, substituerer jeg
i=A-N o M_1 o dN=—du
dN
Da blir
j—dN j Y — —Inju|=—In|A-N]|

Samler tradene 0g mtegrerer 0gsa hﬂyre side av likhetstegnet:

| j —dN + j dN_In|N| In|A-N|=k-t+C,
i
N

< n

N
=k-t+C, & |——|=e""%=¢"".e%=Ce""
A-N

Sa lenge vi ikke vet fortegnet til A— N ma vi beholde absoluttverditegnet. Men na kan vi

slgyfe absoluttverditegnet og la konstanten C far samme fortegn som brgken
Lesningen blir altsa
N __cet o N =(A-N)Ce“ < N=ACe"-NCe".

A-N
Samler alle leddene med N pa venstre side:
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ACe"
1+Ce*’

Dette kan omformes til en gunstigere form ved & multiplisere teller og nevner med e ™ og
dele teller og nevner med C. Da far vi

N + NCe" = ACe" < N (1+ Ce“): ACeY < N=

Av dette uttrykket ser vi at ndr t — oo vil e — 0, slik at N — A. Dette stemmer med at A
skal veere det stabile nivaet.

Na ser vi pa de to tilfellene:
a) N(0)=21A. Setter inn i lgsningen, og far:
N(O):%A:OL 1= ! = l+1:2 = l:1 & C=1
e +1 2+1 C C
Lasningen blir da

A A
= e 11 1te

e

b) N(0)=2A. Setter inn i lgsningen, og far:

N(0)=2A= f\ & 2= L o 2(i+lj=1 = —+1:1
el ==+l C 2
= izl—l:—1 & C=-2
Cc 2 2
Lasningen blir da
A A
N(t):_le_kt‘i‘l:l_;e_kt

Grafen til venstre viser
utviklingen av N(t) i de to

tilfellene
(med A=1o0g k =0.1).

Vi ser hvordan N (t) —> A nér
t — oo i begge tilfellene.
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2.2. Radioaktiv nedbrytning.
Bakgrunn: Anta at vi ved et tidspunkt t har N (t) ustabile atomkjerner. At kjernen er ustabil,

innebarer at den kan sende ut en a-partikkel, en S-partikkel eller j=straling. Dermed vil
kjernen ga over i en annen (ofte stabil) tilstand. Denne prosessen kalles radioaktiv nedbryting
eller desintagrasjon.

All erfaring tyder pa at antall kjerner AN som nedbrytes i lgpet av et kort tidsintervall At, er
proporsjonal med antall ustabile kjerner N (t) og proporsjonal med lengden av tidsintervallet

At dersom dette er tilstrekkelig lite. Matematisk formulert:
AN =—k - N(t)- At
der k er en proporsjonalitetskonstant. Merk minustegnet, som viser at antall ustabile kjerner
avtar. Dette kan omformes til
AN
—=—k-N(t
e (t)
Sélarvi At —> 0. Da far vi
. AN dN
som er den fundamentale likningen for radioaktiv nedbrytning. Dette rammer vi inn:

Dersom vi har N ustabile atomkjerner, har vi at

N N
dt

der k er en konstant mens t er tiden.

Eksempel 2.2.1: Lgs differensiallikningen (2.2.1).

Lgsning: Dette er en separabel likning (den kan ogsa oppfattes som linesr, men det gir mer
kompliserte regninger). Vi omformer da likningen slik:

N_ N o N a
dt N

Sa integrerer vi begge sider:

OI—N:J.—k-dt < InN=-k-t+C
N

o N (t) — e—k~t+C1 — efk»t . eC1 — efk-t . C
der C =e“. For 4 finne C benytter vi at ved tidspunktet t =0 starter vi med N, ustabile
kjerner:
N,=e™°.C < C=N,.
Dette gir at
N (t)=Nge ™.

Dette resultatet kan bearbeides videre som neste eksempel viser.
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Eksempel 2.2.2: Et radioaktivt grunnstoff har halveringstid T (d.v.s. at det tar en tid T far
halvparten av de ustabile kjernene er desintegrert). Finn en sammenheng mellom konstanten k
i likning 2.2.1 og halveringstiden T.

Lasning: Fra eksempel 2.2.1 har vi sammenhengen
N (t) = Noe™ .
Nért=T er N(T)=1N,. Settes dette inn, far vi

2
INg=Nge T < 1=e"T o —k-T=In({)=In1-In2=-In2
slik at

k-T=In2 < kzln—2
T

Likningen for radioaktiv nedbryting kan altsa skrives

N (t) = Noe*k»t _ Noe—'"?zt _ No(eqnz)% _ NO((e|n2)—1)§ _ NO(Zfl)% N, (%)% |

Dette resultatet har stor praktisk betydning. Eksemplet nedenfor viser en anvendelse.

Eksempel 2.2.3: Alle levende organismer, planter sa vel som dyr, inneholder karbonatomer.
En viss andel av disse er den radioaktive isotopen **C. Man antar at denne andelen har holdt
seg konstant i tusenvis av ar. N&r organismen dar, stopper opptaket av karbon. Andelen av **C
avtar da gradvis fordi disse atomene desintegrerer. C14-metoden for datering av dgdt
biologisk materiale gar ut pd & sammenlikne andelen av **C i det dade materialet med den
mengden av *“C som finnes i levende vev. En slik analyse av et trestykke viser at mengden av
YC er redusert til 77% av tilsvarende mengde i levende trevirke. Hvor lang tid er gatt siden
treet dgde nér halveringstiden for **C er 5730 &r?

Lasning: Fra eksempel 2.2.2 og de gitte opplysningene har vi
N(t)=Ny-(£)7 < 077Ny =N (1™ < In(0.77)=5In(2)
In(0.77)
— 2 ~2160
In(05) =
Det er altsa gatt 2160 ar siden treet stoppet a oppta karbon fra lufta. Figuren nedenfor viser
tidsforlapet.

< t=5730-

_‘N(t)

1.0

08 F———=—=—=

0.6T

04T

0.2T

0.0 —H—"——"4——"F—F—F—————F——F—+—F——F
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000('1):
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2.3. Massebalanse.

Bakgrunn: Anta at et volum AV (malti m® eller liter) med masse Am (mélt i kg) av et stoff
strammer forbi et tverrsnitt av en ledning i lgpet av en kort tid At.

Da har vi:
. AV dv
Envolumstrem ¢ =lim—=—
At—0 At dt
. Am dm
En massestrem c=Ilim—=—
At—0 At dt

Na vet vi at massetettheten er
m
=— <& m=p-V.
P Y, P

Dersom vi har med vaesker eller fast stoff a gjere, kan vi anta at tettheten p er konstant. Da er

dmn d(pV) dv
c=—="2-pHp"" & c=p-q.
a at Cdt r-q

Dersom vi har en massestrem cin, (malt i kg/sekund) inn i en beholder, og en massestrgm ¢y
(ogsa malt i kg/sekund) ut av beholderen, far vi i lgpet av en (kort) tid At en masse-endring
Am i beholderen som er gitt ved

Am

Am=(c,, —Cy)-At < in — Cut -

Sa lar vi At -0, og far
am_. _¢ 2.3.1)

E - Cinn ut
der m er massen i beholderen.

Dersom tettheten p er konstant og V er volumet av stoffet i beholderen, kan likning 2.3.1
omformes til

d(pV :
Cin — Cu =d_m= (p ) =pd_v = d_Vzc'ﬂ_hzqmn — 0y - (232)
dt dt dt dd p p

Eksempel 2.3.1: En vannbeholder har konstant horisontalt tverrsnitt F =0.01m?. Det star
H =1.00 m vann i beholderen. Ved tidspunktet t =0 trekker du ut en propp i bunnen av

beholderen, og vannet begynner a stramme ut. Det er ingen innstremming. Etter 40 sekunder
er beholderen tom. Anta at utstrammingen falger Torricellis lov:

Qe =A'\/§

der A er en konstant (som bl.a. avhenger av stgrrelsen av apningen) og y er hgyden av vannet i
beholderen.

a) Sett opp en differensiallikning for y, og lgs denne for a finne y som funksjon av t.
b) Bestem A.

¢) Hvor lang tid tok det far vann-nivaet i beholderen under temmingen var sunket til 0.25 m?
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Lasning:
a) Nar vannhgyden ery, er vann-volumet V = F -y . Av 2.3.2 far vi at

dv dy dy A
—=q,, - F-—=0-A. —=——Jy.
g m e dt W e dt F\N
Dette er en separabel differensiallikning, som lgses pa vanlig mate:

jd—yz—j At o 2fy=-Ltic.

Jy F F

Finner C:

y(0)=H < 2J_=—§-0+c o C=2JH.
Da blir

2
2fy =2 Bt o y{m_%tj.

Setter vi inn kjente data, far vi

A 2
S AN
Y/ ( o.ozj

b) Vivetat y=0 nar t =40. Setter inn dette, og far A y
? 1.0
0=|1- A 40| < A:%:5.0-10*4. I
2-0.01 40 .
Settes denne verdien inn i uttrykket for y, far vi a
-4 \? i
y=(1-2929 4| _(1-0.025t) 1
0.02 —_

o 0.4
nar 0 <t <40. 1

o o o 0.2
c) Nar y=0.25, far vi 1

—(1— 2 —1— 0.0
0.25=(1-0.025)° < +0.025 =1-0.025t AP e
& 0.025t=1-05 < t=20

En annen aktuell problemstilling gar ut pa a studere konsentrasjonen av et eller annet stoff i
en vaeske. La konsentrasjonen av stoffet i den vaesken som strammer inn i beholderen veere k
(mélt i kg/m® vaeske). N&r volumstrammen av vaske (med opplest stoff) inn i beholderen er

Onn » Dlir massestrammen av stoffet inn i beholderen
o . kg m3 kg
Cinn = k .qinn (malt ! WT:?)

Konsentrasjonen i den utstrammende vasken settes gjerne lik konsentrasjonen i vaesken i
beholderen. Dersom volumet av vaesken i beholderen er V og massen av stoffet som er opplast
I veesken er m, blir massestremmen ut av beholderen

kg m* kg
S0
m* s s

u

m ol -
Cp = v q, (fremdeles malt i
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Settes dette inn i 2.3.1, far vi
dm m
— k-0 —-—- 2.3.3
dt qmn V qut ( )

Eksempel 2.3.2: En vannbeholder inneholder V =100 liter vann der det er opplast
m, = 5.00kg salt. Beholderen er da helt full. Sa tilfgrer vi 0.50 liter rent vann pr sekund. En

tilsvarende mengde saltopplgsning renner da ut. Finn saltmengden m i beholderen som
funksjon av tiden t.

Lasning: Vi bruker likning 2.3.3 med k =0, V =100 og q,, = ;,, = 0.50. Vi far

M _o- M 050 o IM_ 000sm,  m(0)=5.00.
dt 100 dt
Vi separerer likningen og lgser den:
dm dm
——=-0005dt < [-——=-0.005[dt < Inm=-0.005t+C,
m m
m = e—0.005t+C1 — Cefo.OOSt .

Finner C ved & benytte at m=5.00 nar t=0:
5.00=Ce*° & C=5.00.

Da blir
m(t)=5.00e %"

2.4. Rettlinjet bevegelse.
Bakgrunn: Anta at en partikkel som beveger seg langs en rett linje befinner seg i posisjon
x(t) ved tidspunktet t. Dersom partikkelen i lgpet av et kort tidsrom At har flyttet seg en

strekning Ax, er gjennomsnittsfarten pa strekningen

- AX
vV=—om.,
At
Den momentane farten ved tidspunktet t blir da
. A
V= I|m—X:d—X. (2.4.1)
A0 At dt

Pa samme mate kan vi definere akselerasjon: Anta at farten gker med Av i lgpet av et kort
tidsrom At. Gjennomsnittlig akselerasjon i dette tidsrommet blir da

- Av
a=—.
At
Den momentane akselerasjonen ved tidspunktet t blir da
2
ac limdV_gv_dx 2.4.2)

NoUAL dt dt?

For & bestemme akselerasjonen a brukes gjerne Newtons 2. lov:
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F=m-a (2.4.3)
der F er summen av kreftene i bevegelsesretningen og m er partikkelens masse. Dersom F er
konstant, eller vi kjenner F som funksjon av v, kan vi kombinere Newtons 2. lov (2.4.3) med
2.4.2 slik:

F(v)zm-azm-ﬂ.
dt

Dermed har vi en differensiallikning som vi kan finne v av. Nar v er kjent, kan vi bruke 2.4.1
til & sette opp en differensiallikning som vi kan finne x av.

Eksempel 2.4.1: En fallskjermhopper med masse m og fart v pavirkes av to krefter:
Tyngdekraften F, =-m-g der g ~ 9.81m/s® er tyngdens akselerasjon.

Luftmotstand F, =—k -v der k er en konstant som vesentlig avhenger av skjermens

starrelse og konstruksjon.
Merk at positiv retning er oppover.

a) Anta at startfarten til hopperen er v(0)=0. Sett opp og lgs en differensiallikning som gir
farten v(t) til hopperen.

b) Hopperen starter i en hgyde h, over bakken. Finn hopperens hgyde y(t).
¢) Hva skjer med lgsningen i a) nar t — o0 ?

Lasning:
a) Av Newtons 2. lov (2.4.3) far vi
F=ma < —k~v—m-g:m-% (2.4.4)
Dette er en linezr farste ordens differensiallikning som ordnes slik:
a ok,
dt m '
Finner farst
k k
F(t)=| —dt=—t
(t)=] —dt=—

som videre gir
v(t)=e "V (J g(t)-e Vet + c) —ent ( —g-endt + C)

e (—g Mgt 4 C) = M9, et
k k

Finner C:
v(0)=0 —%wef’:o I cz%.
Da blir
_ g W e g e
v(t)_k+ke k(le)

Siden e ™ alltid er mindre enn 1, blir v negativ. Dette stemmer med at vi har valgt positiv
retning oppover, mens fallskjermhopperen faller nedover.
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b) Av2.4.1farvina

SN LTE) dy

dt k
Dette er en separabel differensiallikning, som omformes til

dy = -%(1-e5‘)dt .

Integrerer:
(M9 et)gr=_MM9; MY
y = k(le)dt |(t kze +C
Finner C:
2 2
y(0)=h, < —%-0—%&%:% o C=ho+%
Dette gir
Mg, mg g . mg, m’g(, &
y(t)= kt 2 +h + % =h, kt 2 (1 e )

0 . _k 0 .
c) Nart—oo vil e — 0. | formelen for farten far vi

limv(t)= Iim( —%(l—e‘“)j =E.

t—owo t>o

Farten blir altsd konstant. Men ved denne farten er luftmotstanden
m
Fr=-k-v=-— (—ng:mg .

Vi ser altsé at ndr t — oo, far vi en konstant fart som farer til at luftmotstanden er lik
tyngdekraften, men med motsatt retning (motsatt fortegn).
Dette innebarer at kraftsummen

F+F =0,
som videre farer til at akselerasjonen blir lik null og farten blir konstant.

La oss se naermere pa situasjonen i del ¢ av eksemplet ovenfor, der farten gar mot en konstant
verdi ndr t — oo. Denne konstante farten kalles gjerne terminalfarten. Dersom det eksisterer

. . : . dv . . .
en slik konstant fart, finner vi den ved a sette pre = 0. | eksemplet ovenfor finner vi terminal-

farten v, slik:

-k-v,-m-g=0 < vs:—%.

Vi kan i mange tilfeller bruke denne terminalfarten til a forenkle differensiallikningen, ved at
vi innfarer en ny variabel u =v, —v eller u=v—v,. Dersom vi innfgrer en ny variabel

( mgj mg dv du
Usv-v,=vV-|——| <& Vv=U-— = —=—
k k dt dt
i var differensiallikning, far vi
—k-(u—mj—m-g:m-d—u < m-d—u+k-u:0.
k dt dt
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Denne likningen kan oppfattes bade som linear og som separabel, og er mye lettere & lgse enn
den opprinnelige likningen.

2.5. Elektrisitetsleere.

Bakgrunn: Elektriske kretser er i hovedsak bygd opp av motstander, kondensatorer og spoler,
samt strem- og spenningskilder. De viktigste lovene som gjelder for slike kretser er:

Dersom det gar en strgm | gjennom en motstand med
resistens R, sa er spenningen Ugr over motstanden
gitt ved

U.,=R-I.

Dersom en kondensator med kapasitans C er koplet
inn i en krets der strammen er 1, sa er spenningen Uc
c over kondensatoren ved tidspunktet t gitt ved

=—j 7)dz +U,(0)

der UC( ) er spenningen over kondensatoren ved
t=0.

L Dersom det gar en stram | gjennom en spole med

{ﬁs A A ?& A ;ﬁ& induktans L, sa er spenningen U, over spolen gitt ved
di

U=L—.
dt

Dessuten gjelder Kirchhoffs lover:
1. Summen av alle strammer inn mot et knutepunkt (regnet med fortegn) er lik null.
2. Summen av alle spenningsfall i en lukket krets (regnet med fortegn) er lik null.

Eksempel 2.5.1: (Utladning av en kondensator).
En motstand og en kondensator er koplet sammen med en bryter
R slik figuren til venstre viser. Ved tidspunktet t =0 slas bryteren
/ C_|_ pa slik at kondensatoren og motstanden utgjar en lukket krets.

Idet kretsen lukkes, er spenningen over kondensatoren U (0) =05,

Finn spenningen over kondensatoren som funksjon av tiden mens kondensatoren utlades
gjennom motstanden.

Lgsning: Nar bryteren er lukket slik at vi har en lukket krets, gir Kirchhoffs spenningslov at
U,+U.=0 < R |+—j 7)dz =0.
Na er det vanlig & derivere denne likningen for a bli kvitt integralet. Vi far da
dl 1

R-—+—-1(t)=0.
dt C ()
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Denne differensiallikningen lgses enklest ved a oppfatte den som separabel (vi kan ogsa
oppfatte den som linear):

oo L
I R-C
Integrerer pa begge sider, og far
1 1 1
Inl :—LH K, & I(t)=e RC' gkt g RC Z Ke RC
R-C
der jeg kaller integrasjonskonstanten K; og setter K =e*. For & finne K, benytter jeg at
R-I(O)+Uc(0)=0 & R-Ke°+5=0 < K1=—%
slik at
5 Lt
I(t)=——e R¢
(h)=—=

Spenningen over kondensatoren finnes na enklest ved a benytte at

Ug(t)+Uc(t)=0 < Uc(t)=_UR(t):_R.|(t)=_R_(_%e-F:Ctj=5e—;ct'

Vi kunne ogsa benyttet at

1 t 1 t 5 —%-r —5 _ﬁ.rt
UC(t)zgj-ol(r)dr+UC(0):EJ.O—Ee dr+5=———+(-R-C) e +5

0

1 1
:S(e R-Ct—1]+5=5e Re’

Eksempel 2.5.2: (Vekselspenning gjennom en kondensator).
l—;'—_l_ En motstand og en kondensator er koplet sammen med en
u(t) c spenningskilde slik figuren til venstre viser. Her er U (t)
! spenningen over en ytre spenningskilde.

Finn spenningen U (t) over kondensatoren nér U (t) =sin(at), U, (0)=0.

Lgsning: Vi starter som i forrige eksempel med a sette opp Kirchhoffs spenningslov:
1t .
Uc () +Ug(t)=U(t) < R-I (t)+€j0 | (r)dz +U (0) =sin(at)

Som i forrige eksempel deriverer vi likningen for & bli kvitt integralet, og far

R-d—|+i-l(t):a)-cos(a}t) = d—I+LI =Qcos(a)t)
dt C dt R-C R
Dette er en lineer differensiallikning som lgses etter standard oppskrift. Finner forst
1 1
F(t)= dt = t.
(1) -[ R-C R-C
Da blir

1(t)= e‘F(t)(J g(t)-e"Vdt + K) = e*t[J' %cos(a)t)eﬁ‘dt + Kj

Ved a benytte den metoden som ble gjennomgatt i kap. 1.6.2 i heftet om Integrasjon, kan vi
vise at
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eat

a’ + w?

Setter vi na inn o =2, far vi at

j e“ cos(at)dt = (wsin(awt) + acos(wt)) + K .

-

t

|(t)=e-rﬁct[2.e—'
R 2

(ﬁ)2 +®

le]

(wsin(at) + 2 cos(at)) + K

(wsin(at) + 2 cos(at)) + Ke ™"

@ -
R (ﬁ)2 + o’
Spenningen over motstanden blir na

Uz (=R-1(1) =%(wsm(a)t)+ﬁcos(mt))+ R.Ke =<'
RC +

slik at spenningen over kondensatoren blir

U () =U{)-U, () =sin(awt) - - Z(WSin(a)t)"'ﬁCOS(a)t))—R-Kefﬁt_

+ @

R-C
Far vi forenkler dette uttrykket, skal vi finne konstanten K ved a benytte at

U.(00=0 & 0-—2
(i) +o°
Vi setter inn dette uttrykket i det siste leddet, samtidig som vi trekker sammen de to sinus-
leddene. Da far vi

Uc(t)z(l—

_i.a)
(0+%1)-R-K:1=0 < R-K:(lR)z%wz.

R-C

2

L)t () +o

1

. =~ QO . _ i

. ]sm(a)t) —&ZCOS(COH +ie Re't
R-C

(ﬁ)2 + @
_1

= %(%sin (o) - wcos(at) + we ™)
() +o
I heftet om "grunnleggende funksjonslere” viste vi hvordan de to farste leddene inne i
parentesen kan omformes til

Asin(ot - )
der
A= (%)2 + &*

og ¢=arctan(w-RC).

Videre ser vi at leddet e "¢ —> 0 ndr t — oo. S& snart vi kan neglisjere dette leddet, kan altsa
Igsningen skrives

U, (1) s (%)2 +w® sin(ot — ) :;zsin(a)t—(o).
() +o V1+(3%)

Dette er en sinus-svingning med amplitude
1

2
1+(5%)
som er forsinket en tid T =< i forhold til den patrykte spenningen.
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2.6. Varmetransport.

Bakgrunn: Varmetransport er et stort og komplisert fagfelt. Her skal vi kun se pa en liten flik
av dette fagfeltet. Vi skal ta for oss et legeme som har temperatur T, mens omgivelsene rundt
legemet har temperatur T,. Eksperimenter viser at dersom legemet ikke tilfares energi pa
annen mate enn ved kontakt med omgivelsene, vil temperaturendringen AT i legemet i et
kort tidsintervall At veere proporsjonal med temperaturforskjellen mellom legemet og
omgivelsene, og proporsjonal med At. Vi skal la T (stor bokstav) sta for temperatur, mens t
(liten bokstav) star for tid. Da far vi:

AT =—k(T -T,)At
Proporsjonalitetsfaktoren k avhenger av legemets starrelse og varmekapasitet, og av sterrelse
og termiske egenskaper for grenseflaten mellom legemet og omgivelsene. Disse sammen-
hengene skal vi ikke komme inn pa na. Minustegnet skyldes at temperaturen i legemet avtar
nar T >T, slik at legemet avgir varme, mens temperaturen gker nar T < T, slik at legemet

mottar varme.

Vi skal videre anta at legemet har samme temperatur T over alt. | praksis er dette lite
realistisk, fordi det alltid vil veere en varmetransport inne i legemet, og en slik varmetransport
krever en temperaturforskjell. Men dersom temperaturen endres langsomt, eller dersom vi har
en vaske eller gass med omrgring, kan vi bruke denne antakelsen.

Na lar vi At — 0. Da kan likningen ovenfor skrives pa formen

4T = k(T -T,)dt %_I:_k(T 1),

Dette er den grunnleggende likningen for varmetransport. Vi rammer den derfor inn:

Dersom temperaturen i et legeme er T, og omgivelsestemperaturen er T, , har vi at
dT

—=—k(T-T,

dt (T-T.)

der t er tiden mens k er en konstant som avhenger av fysiske egenskaper ved legemet og
omgivelsene.

| eksemplene nedenfor skal vi se pa to anvendelser av denne likningen.

Eksempel 2.6.1: En melkekartong har statt lenge i kjeleskapet, slik at temperaturen i melka er
blitt 5.0°C. Den tas ut av kjgleskapet, og settes i et rom der temperaturen er konstant lik
20°C. Etter & ha statt i rommet i 30 minutter, er temperaturen i melka blitt 8.0°C.

a) Finn temperaturen T i melka som funksjon av tiden t.
b) Hvor lang tid tar det fgr temperaturen i melka er steget til 17°C ?

Lgsning: Starter med a lgse differensiallikningen, og benytter da at omgivelsestemperaturen

T, er konstant lik 20°C . Far da:

T kT-1) & I
dt T-T.

0

=—kdt

Dette integreres:
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J‘ dT
T-T,
|-|- _-|-0| _ kG gkt oG _ okt

der C =e“. N& ma vi benytte de kjente opplysningene:

= [ —kdt < In[T-T,|=—k-t+C,

Nar t =0, er T =5°C. Setter dette inn i lgsningen (og ser bort fra benevninger), og far
[5-20|=Ce™® <« |-15/=C:1 < C=15

Siden T <T,_, er
[T-T,|==(T-T,)=-T +T, =-T + 20,

slik at
T-T|=Ce™ < -T+20=15"" < T=20-15e"".

Na gjenstar det a finne k. Vi bruker minutt som tidsenhet, og benytter at
T(30)=8 < 8=20-15¢"% < 15e¥=12 < e*¥=2=41

T 157 5
& -30k=In(¢) < k=-%(In4-In5)=%(In5-In4)=2LIn(%)
Da blir

-1
30

T(t)=20 —-15e*' =20 _156*(%'%%))t =20 —15(eln(%) )_%t
=20-15-(3) * = 20-15-(¢*

Nar temperaturen er steget til 17°C, har vi at
T(t)=17=20-15-(2)" o 15.(4)* =20-17=3 & (4" =2=1.
Tar logaritmen pa begge sider:
In1—1In5 30 In5 ~216.

=t-In(¢)=In(%) < t=30 =30——

wt-In(3)=In(3) In4—In5 IN5—-In4 =

Det vil altsa ta 216 minutter, eller 3 timer og 36 minutter, fra kartongen tas ut av kjgleskapet
og til temperaturen er blitt 17°C .

Eksempel 2.6.2: Vi skal anta at temperaturen i lgpet av et vinterdggn varierer sinusformet fra
—5°C om natten til 5°C om dagen. Dersom vi lar start-tidspunktet veere det tidspunktet der
temperaturen passerer 0°C pa vei opp, kan temperaturen gis ved formelen

T, (t)=5sin(% - 27t) = 5sin (& 7t)
der tiden t er malt i timer. Finn hvordan temperaturen inne i ei hytte varierer med tiden nar vi

antar at start-temperaturen inne i hyttaer 0°C.

Lasning: Vi tar igjen utgangspunkt i likningen
dT

—=-k(T-T,).

dt ( 0)

Setter inn at
T, (t) =5sin(&7t)

og far
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dT : dT :
E:—k(T—Ssm(%ﬂt)) & E+k-t:5k-sm(%7ﬂ).

Dette er en lineer differensiallikning som lgses etter standard oppskrift. Vi finner farst
F(t)=] kdt=k-t,

slik at lgsningen pa differensiallikningen blir
T(t)=e™ (I Sksin (&t )edt + C) .

Na ma vi fortsette pA samme mate som i Eksempel 2.5.2. Vi benytter at

f e“sin(wt)dt =

——(asin(at) - ocos(at))e” +C
a +w

og far
T(t)=e™ (SK -ﬁ(ksin(%;ﬂ) —&zcos(Lat))e +C
12

5k

z—k2+(i7r 7 (ksin(&zt) - L wcos(Lat))+Ce™
12
Finner C:
T(0)=0 < 25—k12(ksin(0)—%7zcos(0))+Ce°=0
k +(Eﬂ)
5k L > 7k
& —>X  (-i7)+C=0 & C=—2"" _
k2+(1127[)2( 12”) k2+(éﬂ')2
Altsd blir
3 5k L N T - Skz e
T(t)_—k2+(112”)2(ksm(127rt) 12003(127rt)J+—k2+(112ﬂ)2e
5k : .
— 7 T (ksin(&7t) - L zwcos(Lat)+5me™)
12

Dette fryktinngytende uttrykket blir kanskje lettere a forsta dersom vi starter med & merke oss
at leddet ﬁne"“ inne i parentesen gar mot null nar t blir stor. Etter en tid er det derfor de to

farste leddene som vil dominere. Disse leddene blir lettere & tolke dersom vi husker fra
"grunnleggende funksjonslere" at

ksin(&7t) - & zcos(Lat) =k +(&7) -sin(Lat o)

der
1

tango:%.

Dermed kan lgsningen skrives pa formen
5k 2 . _
T(t):m( k2 +(%7Z') -Sln(%ﬁt—w)'k%ﬂ'e kt)
=%~(Sin(%ﬂt—(p)+%ﬂ'e_kt)
k +(ﬁ7r)
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Det farste leddet blir en sinus-funksjon som er tidsforskjgvet i forhold til ute-temperaturen,
mens det siste leddet skyldes start-temperaturen og forsvinner etter hvert.

For a fa mer kjatt og blod pa denne lgsningen, ma vi ansla en fornuftig verdi av k. Da benytter

vi at leddet %;re"“ kommer fra start-temperaturen i hytta. Dersom vi antar at dette bidraget er
neglisjerbart etter ca. ett dagn, og definerer “neglisjerbart” som L ze ~ 0.035, kan vi sette
T — z%ﬁefz & -24k=x-2 & k=4,

Med denne verdien av k blir
1 1

e

tanp=2"=2"_; o p=126rd ~72".
k 7]
Videre blir
2 2 2
K2 +(&7) =(%) +(57) ~0.0755
slik at
- J0.0755 . ' 0.0755 * T B - -
T 5
4
3
2
1
0
-1
-2
-3
-4
-5

En grafisk framstilling av temperaturen T som funksjon av tiden t for de ferste 3 dggnene er
vist ovenfor. Der er ogsa utetemperaturen tegnet inn sammen med de rette linjene T = +1.52.
Vi ser hvordan temperaturen i hytta svinger mellom —1.52°C og 1.52°C etter at start-bidraget
er borte. Videre ser vi at temperaturen inne i hytta vil gke sa lenge det er varmere utenfor enn
inne i hytta, og at temperaturen inne i hytta avtar nar det blir kaldere utenfor enn inne i hytta.
Det virker jo rimelig, og antyder at var lgsning er korrekt.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 39

3. Lineeere 2. ordens differensiallikninger.

3.1. Innledning.
En 2.ordens differensiallikning er en likning som inneholder y"(x), og som ogsa kan

inneholde y'(x), y(x) og/ eller x. Slike likninger er adskillig vanskeligere & lgse enn de

tilsvarende farste ordens differensiallikningene. Vi skal begrense oss til linezre 2. ordens
differensiallikninger:

En differensiallikning av typen
y'+p(x)-y+a(x)-y=r(x)
kalles en lineger 2. ordens differensiallikning.

Betegnelsen linezer kommer av at bade y, y' og y" inngar som farstegradsfaktorer.

Du husker sikkert at lineare farste ordens differensiallikninger Igses med formel. Dessverre
fins det ingen slik formel til & lgse lineare 2. ordens differensiallikninger. Det er faktisk bare i
noen helt spesielle tilfeller at slike likninger lar seg lgse eksakt. Heldigvis er det sveert mange
problemstillinger innen fagomrader som fysikk, mekanikk, elektrisitetslaere osv. som farer til
slike lgsbare likninger. Du bgr derfor lzere deg lgsningsteknikkene for slike likninger.

Mange av de teknikkene vi skal utvikle, kan lett generaliseres til linesere n’te ordens
differensiallikninger, d.v.s. likninger som inneholder n’te deriverte av y.

Vi skal farst se pa en type lineare 2.ordens differensiallikninger som lar seg lgse eksakt. Det
er likninger der q(x) =0 slik at likningen blir

y'+ p(x)-y'=r(x).
Slike likninger lgses ved & innfgre en ny funksjon

z(x)=y'(x) = z'(x)=y"(x).
Denne substitusjonen omformer likningen til en linezr 1. ordens differensiallikning

2+ p(x)-z=r(x)
som vi kan lgse med formel. Deretter finner vi y(x) ved & integrere z(x). La oss se hvordan
dette fungerer i praksis:

Eksempel 3.1.1: Lgs disse differensiallikningene:
a) y"+1y'= X.

X
b) y"-y'=x, y(0)=y'(0)=0.
Lasning: | begge oppgavene innfarer vi

z(x)=y'(x) o z2'(x)=y"(x).
a) Likningen blir

1
Z'+—7=X.
X
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Hjelpefunksjonen blir da
F(X)z.[ L ix=Inx
X
slik at
Z(X)=e"”x(.[ x~e'“xdx+C)=£(I x~xdx+C)
X

1 1 C
:;(J. xzdx+C):;(§x3+C):§x2+;

Her har jeg benyttet at

In x

et =X
slik at
e—lnx _ (elnx)_1 _ X—l :l.
X
Men vi er egentlig bare halvveis i lgsningen. Vi skal jo finne y, ikke bare z. Na vet vi at
z(x)=y'(x)
slik at

y(x)=_[ z(x)dx:j (§x2+9jdx=§-§ *+C-In[x|+C,=1x*+ClIn|x[+C,.
X

b) Substitusjonen y'=z farer til at likningen omformes til
Z'-7=X.
Dette er en liner farste ordens differensiallikning, som lgses pa vanlig mate:

F(x):j (-1)dx =—x.
z(x)=e ") (I g(x)-e"Mdx+ C) =g (j X-e7dx + C) =e*((-x-1)e™+C)
=(-x-1)e* " +Ce*=Ce* —x-1
Integralet er lgst med delvis integrasjon.
S& ma vi finne y. Vi tar da utgangspunkt i at z=y' som gir
y'=1 o yzj zdx:j (Ce*—x-1)dx=Ce* -1x* - x+C,.

Legg merke til at vi far to integrasjonskonstanter. Heldigvis kjenner vi to startbetingelser,
og kan da finne de to integrasjonskonstantene:

y'(0)=0 & 2(0)=0 & Ce"-0-1=0 & C-1=0 <« C-=1.

y(O):O & 1.90_%.02_0+C2:0 < 1+C,=0 < C,=-1.

Altsa blir lgsningen av differensiallikningen:
y(x)=e*-1x*-x-1.

Las oppgave 3.1.1.

Nar vi na skal ga lgs pa mer generelle 2. ordens differensiallikninger, trenger vi et par viktige
definisjoner:
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Disse begrepene er sveert viktige pa grunn av setningen nedenfor:

En partikuler lgsning er en eller annen funksjon som passer inn i den gitte inhomogene
differensiallikningen.

Setningen inneholder to pastander:
1. Dersom vy, (x) er lgsning av den tilhgrende homogene likningen, mens y, (x) eren

partikuleer lgsning av den inhomogene likningen, sa er

Y ()= ¥ (X)+ ¥, (X)
ogsa lgsning av den inhomogene likningen.

2. Det fins ingen andre lgsninger av den inhomogene likningen.
Du finner bevis for disse pastandene i et eget notat.
Det er nd naturlig a studere slike likninger i denne rekkefglgen:
Farst skal vi se pa homogene lineare 2.ordens differensiallikninger.

Deretter skal vi se hvordan vi lgser inhomogene linezre 2.ordens differensiallikninger,
d.v.s. hvordan vi finner en partikulaer lgsning av likningen.

Slike likninger forekommer ofte innen fagomrader som for eksempel fysikk, mekanikk og
elektrisitetslare. | et kapitel om svingninger kan du se eksempler pa dette.

Hvis du farst behersker teknikken for & lgse 2.ordens differensiallikninger, er det kort vei til &
lase hgyere ordens differensiallikninger og system av 1.ordens differensiallikninger.

Til slutt bgr du regne gjennom et utvalg blandede oppgaver.
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3.2. Homogene lineeere 2.ordens differensiallikninger.

3.2.1. Generelle egenskaper.
En homogen linezr 2. ordens differensiallikning er altsa en likning av typen

y"+p(x)-y'+q(x)-y=0.

Som nevnt i innledningen fins det ikke noen formel eller noen annen generell teknikk for a
Igse slike likninger. Men det er utarbeidet mye nyttig teori for lgsningen av slike likninger.
Men far vi gar lgs pa denne teorien, skal vi se pa et enkelt eksempel:

Eksempel 3.2.1: Lgs differensiallikningen
y"'+y=0.

Lasning: Likningen kan omformes til

y'=-y.
Problemet er altsa a finne en funksjon som er slik at nar den deriveres to ganger, kommer vi
tilbake til den funksjonen vi gikk ut fra, men med motsatt fortegn. Da kan vi jo preve

y, (X)=sinx.

Deriverer vi to ganger, far vi:
y,'(x)=cosx,
y,"(X)=—sinx=—y,(x).

Altsa er funksjonen
y;(X) =sinx

en lgsning av differensiallikningen.

Men vi kan ogsa prave
¥, (Xx)=cosx.

Deriverer vi to ganger, far vi
y,'(x)=-sinx,
y,"(x)=-cosx=-y,(x).

Altsa er funksjonen
y,(X) =cosx

ogsa en lgsning av differensiallikningen.

Vi har altsa funnet at differensiallikningen var har to lgsninger
y,(X) =sinx

0g
¥, (Xx)=cosx.

Kan den ha andre lgsninger? Svaret er et ubetinget JA! Enhver lineser kombinasjon av disse
to lasningene, d.v.s. ethvert uttrykk av formen
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y(x)=C,sinx+C,cosx
der C, og C, er fritt valgte konstanter, er ogsa lgsning av likningen. Dette ser vi slik:
y'(x)=C,cosx+C,(-sinx)
y"(x)=C,(=sinx)+C,(-cosx)
=-C,sinx—-C, cosx

=—y(x)
Altsa vil
y(x)=C,sinx+C,cosx
passe inn i likningen uansett hvilke verdier C, og C, har.

Las oppgave 3.2.1.

Kan det tenkes at likningen i eksemplet ovenfor har enda flere lgsninger? Svaret er na NEI.
Da stgtter vi oss pa setningen nedenfor, som oppsummerer noen av de viktigste egenskapene
for lgsningen av slike homogene linezre 2. ordens differensiallikninger.

La p(x) og q(x) vere to funksjoner som er kontinuerlige innenfor et
intervall 1. Innenfor dette intervallet gjelder:

Den homogene lineare 2. ordens differensiallikningen
y"+ p(x)-y'+a(x)-y=0
har alltid to linezert uavhengige lasninger y, (x) og y,(x).

Den generelle lgsningen av differensiallikningen kan skrives

Y(X) = C1y1(x) + Czyz (X)
der C, og C, er to konstanter som kan bestemmes dersom vi kjenner
en start-tilstand y(X,) 0g y'(X,).

Vi skal ikke bevise denne setningen.

Merk hvordan resultatene i eksemplet ovenfor stemmer med setningen. Vi fant to lgsninger
y;(x)=sinx og y,(x)=cosx. Vi fant ogsd at
y(x)=C,sinx+C,cosx

var lgsning av likningen. Men setningen garanterer i tillegg at det ikke fins andre lgsninger
av likningen.
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Setningen inneholder flere pastander:
1. Likningen har alltid to lineeert uavhengige lgsninger yl(x) 0g yz(x).

2. Enhver linezer kombinasjon
y(Xx)=Cy,(x)+C,y,(x)
er ogsa lgsning av likningen.

3. Det fins ingen andre lgsninger av likningen.

4. Naren start-tilstand y(x,) og y'(x,) er kjent, kan C, og C, bestemmes slik at
likningen har en entydig lgsning.

Denne setningen er egentlig et spesialtilfelle av en mer generell setning for n’te ordens
linezere differensiallikninger. Slike likninger har alltid n linezrt uavhengige lgsninger. Den
generelle Igsningen av en n’te ordens homogen lineaer differensiallikning er da en linezr
kombinasjon av disse n lineaert uavhengige lgsningene.

Ovenfor har vi flere ganger brukt uttrykket ”linegert uavhengige funksjoner”. Hva betyr det? |
sin enkleste form kan vi si at:

To funksjoner y,(x) og y,(x) er lineart avhengige
dersom det fins et tall a som er slik at
yi(X)=2a-y,(x).
Dersom det ikke fins noe slikt tall, er funksjonene linegrt uavhengige.

Eksempel 3.2.2: Undersgk om funksjonene y,(x) og y,(x) er linezrt avhengige nér
a)  y,(x)=x"0g y,(x)=4x>.
b) y,(x)=sin(2x) og y,(x)=sinx-cosx.

Lasning:
a) Her ser vi direkte at
y,(x) =4x* =4y, (x)
slik at funksjonene er linegert avhengige.

b) Denne er verre. Men dersom du husker dine trigonometriske identiteter, vil du huske at
y, (x) =sin(2x) = 2sinx-cos x = 2y, (x)
slik at ogsa disse to funksjonene er lineart avhengige.

Eksempel b) ovenfor viser at det kan vere behov for en bedre test pa lineaer uavhengighet.
Her kommer den:
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Vi har gitt to funksjoner y, (x) og y,(x)
Definer Wronski-determinanten

y,(x) y,(x)
Y1|(X) Y, '(x)

W (x)=

Vi kan da vise at:

1) Funksjonene y,(x) og y,(x) er lineaert uavhengige i et intervall

I hvis og bare hvis W (x) er forskjellig fra null for minst en x i

intervallet.
2) Funksjonene er linezrt avhengige hvis og bare hvis W (x) =0i

hele intervallet.

La oss se pa et eksempel:

Eksempel 3.2.3: Undersgk om funksjonene y, (x) =e™ og y,(x)=e™ deraogb erto
konstanter, er linegrt uavhengige.

Lasning: Vi setter opp Wronski-determinanten:

eax ebx

ae®™ be™

Y, () y, ()
y,' (X)) y,'(x)

W(X)= _ =eax.bebx_aeax_ebx =(b_a)eax_ebx

Vi ser at dersom a =b, blir Wronski-determinanten identisk lik null slik at y, (x) og y,(x)

er linezert avhengige. Det er helt naturlig fordi funksjonene da er like. Men dersom a=b er
Wronski-determinanten aldri lik null, og funksjonene er da linezrt uavhengige.

Du finner mer om lineaer (u)avhengighet og Wronski-determinanten i et lite tilleggsnotat.

3.2.2. Likninger med konstante koeffisienter.

Hittil har vi gatt som katten rundt den varme graten. Vi har sagt mye om hvordan lgsningen
av differensiallikningen ser ut. Men vi har sagt fint lite om hvordan vi finner Igsningen.
Grunnen er at det vanligvis er temmelig vanskelig a finne lgsningen.

Vi skal begrense oss til et viktig spesialtilfelle: Likningen har konstante koeffisienter. Dette
vil siat p(x)=a og q(x)=b der bdde a og b er konstanter. Likninger reduseres da til

y'+a-y'+b-y=0.

Lasningsteknikken for en slik likning er oppsummert nedenfor:
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____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
Du finner utledning av setningen ovenfor i eget notat.

Nar vi bruker oppskriften ovenfor, vil lgsningen inneholde to ukjente konstanter. Vi har da
funnet den generelle lgsningen av differensiallikningen. Dersom vi kjenner en starttilstand

gitt ved y(X,) 0g y'(X,), kan vi bestemme disse konstantene. Da finner vi en spesiell

lgsning av differensiallikningen. Mange ganger ngyer vi oss med 4 finne den generelle
lgsningen.
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Lasning:
a) Vi setter opp og lgser den karakteristiske likningen:
A2 +51+4=0
1 54457 4.4 543 _{—_1
- 2 2 |4

Differensiallikningen har da den generelle lgsningen
y(x)=Ce™ +Ce™.

b) For a finne konstantene, ma jeg farst finne et uttrykk for y'(x):

y'(x)=-Ce™-4C,e™.

Setter inn startbetingelsene:
y(0)=Ce’+C,e’=C,+C, =3.
y'(0)=-Ce’ —4C,’ =-C,-4C, =0.

Legger sammen disse likningene, og far
-3C,=3 < C,=-1.

Da blir
C,=3-C,=3-(-1)=4.

Den spesielle Igsningen av differensiallikningen er da
y(x)=4e*—e™,

Eksempel 3.2.5: Vi har gitt differensiallikningen
y'+4y'+5y=0
a) Finn den generelle lgsningen av likningen.
b) Finn den spesielle lgsningen som tilfredsstiller startbetingelsene

y(0)=3, y'(0)=0.

Lasning:
a) Vi setter opp og lgser den karakteristiske likningen:
A2 +41+5=0
. 444 —4.5 —4+J-4 442 o
2 2 2 —

Siden den karakteristiske likningen har to kompleks konjugerte ratter, blir lasningen av
differensiallikningen

y(x)=e"(B,cosx+B,sinx).

Lesningen kan ogsa skrives pa formen
y(x) = Ae*cos(x+g).

b) For & finne konstantene B, og B,, ma jeg farst finne et uttrykk for y'(x):
y'(x) =—2e"(B,cosx + B,sinx) +e?(-B,sinx+ B,c0sX).
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Setter inn startbetingelsene:

y(0)=e°(B,cos0+B,sin0)=B, =3.

y'(0) =—2e°(B,cos0+ B,sin0) +e°(-B,sin0+ B, cos0)

=—2B +B,=0 '

Av den siste likningen far vi

B,=2B =2-3=6.
Den spesielle Igsningen av differensiallikningen blir derfor

y(x)=e"*(3cosx +6sinx).

Dersom lgsningen er skrevet pa formen
y(x) = Ae?cos(x+¢)
ma vi farst finne et uttrykk for y'(x) for & finne A og ¢.
y'(x)= A(—Ze’2X Cos(X+ ) +e ™ (—sin(x+ go)))
= Ae ™ (—2cos(x+ ) —sin(x+¢))
Setter inn startbetingelsene:
y(0)=Ae’cos(0+¢)=Acosp=3
y'(0) = Ae®(-2cos(0+ ) —sin(0+¢))

=—A(2cosg+sing) =0 '
Av den siste likningen far vi
. —63.4°
2cosp+sinp=0 < tanp=-2 < =
@ +sing @ ¢ {116.60

Settes ¢ =—63.4°inn i (1), far vi

3 _ 3 _6.70.
cosg  cos(-63.4°)
Bruker vi ¢ =116.6°, blir A negativ noe vi ikke gnsker.
Lasningen av differensiallikningen blir derfor
y(x)=6.70e > cos(x - 63.4°).

A=

For sikkerhets skyld kan vi sjekke at de to lasningene er ekvivalente:

6.70e > cos(x —63.4") = 6.70e > (cosx-cos(—63.4°) —sinx-sin(-63.4°))
=6.70e2*(0.4478 - cos x — 0.8942 - sin x)

=e*(3.00c0s x +5.99sin x)
Nar vi tar hensyn til avrundingsungyaktigheter, ser vi at lgsningene er identiske.

Eksempel 3.2.6: Vi har gitt differensiallikningen

y'+4y'+4y=0.

a) Finn den generelle lgsningen av likningen.
b) Finn den spesielle lgsningen som tilfredsstiller startbetingelsene

y(0)=3, y'(0)=0.
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Lasning:
a) Vi setter opp og lgser den karakteristiske likningen:
A +41+4=0
1 444 4.4 440 _
2 2 -
Den karakteristiske likningen har to sammenfallende rgtter. Differensiallikningen har da
lasningen

y(x)=Ce?+C,xe .

b) For a finne konstantene, ma jeg farst finne et uttrykk for y'(x):
y'(x)=-2Ce " +C,(1-e™ +x(-2)e ™)

=-2Ce”+C,(1-2x)e™

Setter inn startbetingelsene:

y(O):Cle0 +C,-0-e°=C, =3.

y'(0)= -2C.e° +C, (1- O)e° =-2C,+C,=0.
Av den siste likningen far vi

C,=2C,=2-3=6.
Lasningen av differensiallikningen blir derfor

y(x)=3e +6xe >,

Denne lgsningsteknikken ma du trene inn. Start med a finne den generelle lgsningen av
likningene i Oppgave 3.2.2, 0g ga deretter videre med Oppgave 3.2.3.

3.3. Inhomogene likninger.

3.3.1. Innledning.
Vi har allerede nevnt at den generelle Igsningen av den inhomogene linezre differensial-
likningen
y"+p(x)-y+a(x)-y=r(x)
alltid kan skrives pa formen
Y(X)=a () +¥, (%)
der vy, (x) er den generelle lgsningen av den tilhgrende homogene likningen, mens y (x) er

en partikuler lgsning av den inhomogene likningen. En partikulaer lgsning er en eller annen
funksjon som passer inn i den gitte inhomogene differensiallikningen.

Vi har ogsa sett hvordan vi kan lgse den tilhgrende homogene likningen, i alle fall dersom

likningen har konstante koeffisienter. Na gjenstar det a finne en partikuleer lgsning. Men far vi
gjer det, kan vi se pa et innledende eksempel.
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Eksempel 3.3.1: Vi har gitt differensiallikningen y"+y = X.

a) Vis at likningen har en partikulzr Igsning y, (x) = x, og finn den generelle lgsningen av
likningen.

b) Finn den spesielle lgsningen som har startverdiene y(0)=1, y'(0)=-1.

Lasning:
a) Den homogene likningen er
y"'+y=0.
| Eksempel 3.2.1 har vi funnet at denne likningen har den generelle lgsningen
¥y (X)=C,sinx+C, cosx.
Sa skal vi vise at funksjonen
Yo (X) =X
passer inn i den inhomogene likningen slik at den kan brukes som partikular lgsning.
Dette pavises ved innsetting:
y,(x)=x = y'(x)=1 = y "(x)=0.
Setter inn i den gitte differensiallikningen, og far:
Yo tY,=X < 0+Xx=X
som stemmer. Altsa er den generelle lgsningen av den gitte likningen
y(x)=y,(x)+y,(x)=C,sinx+C,cosx+Xx.

b) For & kunne benytte startverdiene, ma vi farst derivere y(x) :
y'(x)=C,cosx—C,sinx+1.
Startbetingelsene gir 0ss na:
y(0)=1 < C;sin0+C,cos0+0=1 < C,=1.
y'(0)=-1 < C,c0s0-C,sin0+1=-1 < C,=-2.
Den spesielle lgsningen med de gitte startverdiene blir derfor
y(X)=-2sinx+CoSX + X.

Prav deg selv pa Oppgave 3.3.1.

Du innser sikkert at slike "prave- og feile”-metoder ikke fgrer fram generelt. Vi ma nok
utvikle bedre metoder for a finne en partikulaer lgsning. Vi skal se pa to slike metoder.

Farst skal farst ta for oss ubestemte koeffisienters metode, som er en forholdsvis grei
metode dersom r(x) bestar av visse vanlige, enkle funksjoner. Men metoden har sine

begrensninger.
Deretter skal vi ta for oss Lagranges metode (ogsa kalt metoden med variasjon av

parametre), som er en mer generell metode. Ulempen med Lagranges metode er at den ofte
farer til en del regning, og den kan ogsa gi integraler som ikke lar seg lgse eksakt.
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3.3.2. Ubestemte koeffisienters metode.

Denne metoden gar i korthet ut pa at vi skal "gjette” hvordan den partikulaere lgsningen ser ut,
dog slik at vi skal tilpasse noen konstanter slik at var gjettelgsning” passer inn i likningen.
Na skal vi ikke gjette vilt. En noe upresis regel gar ut pa at partikulzrlgsningen skal ha
samme form som r(x). Mer presist kan vi si at dersom r(x) er et polynom i x, en sinus- eller

cosinus-funksjon, eller en eksponentialfunksjon, prgver du en partikuler lgsning etter tabellen
nedenfor:

r(x): Prav y, (x):

3, +aX+---+ax A +AX+--+AX"
acos(wx)+bsin(wx) | Acos(wx)+ Bsin(wx)
a-e” A-e”

Du ser at vare "prgvelgsninger” Yo (x) inneholder en eller flere ukjente koeffisienter A, A,,
A, B, osv. Ditt problem gar ut pa & bestemme disse koeffisientene. Du gjer det ved & sette inn
Yo (x) I differensiallikningen, og deretter bestemme koeffisientene slik at likningen er oppfylt

for alle verdier av x. Far vi ser eksempler pa hvordan dette gjares i praksis, skal jeg komme
med noen merknader:

e Dersom r(x) er et n-tegradspolynom, ma du finne alle de n+1 ubestemte koeffisientene

Ao A AL
Eksempel: Selv om
r(x)=3x"
(konstantledd og farstegradsledd mangler), ma du bruke et fullstendig andregradspolynom
y,(X)= A+ Ax+AX?
og finne bade A,, A og A, .
 Selvom r(x) inneholder bare sinus-ledd eller bare cosinus-ledd, m& y_ (x) inneholde
bade sinus- og cosinus-ledd. Vi kan ogsa skrive y, (x) pa formen Asin(wx+¢) eller
Acos(wx + @) . Disse formene er ofte nyttige i praktiske problem, men farer gjerne til mer
kompliserte regninger enn formen Acos(wx)+ Bsin(wx).

e Dersom r(x) er en sum eller et produkt av ledd i venstre kolonne i tabellen ovenfor, ma
Yo (x) veaere en tilsvarende sum eller et tilsvarende produkt av ledd fra hgyre kolonne.
Eksempel: Dersom

r(x)=2xsin(3x),
ma du bruke

Y, (x) = (A + Ax)(cos(3x)+ Bsin(3x)).

En annen versjon av disse reglene er at y, (x) skal inneholde alle typer ledd som forekommer
i r(x) , samt farste- og andrederiverte av disse leddene.
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Reglene ovenfor svikter dersom r(x) inneholder ledd som allerede inngér i lasningen vy, (x)
av den tilhgrende homogene likningen. Da vil reglene gi ledd i yp(x) som allerede inngar i
y, (x), og slike ledd har vi ikke bruk for. Hva gjer vi da?

Dersom vi ved a fglge reglene ovenfor far en Yo (x) som inneholder
ledd som allerede inngar i y, (x), ma slike ledd multipliseres med x.

Denne justeringen farer vanligvis (men ikke alltid) fram.

Sa var det en viktig detalj til slutt:

Dersom du kjenner en start-tilstand og skal finne konstantene som
inngér i y, (x), ma disse konstantene finnes etter at y_(x) er funnet.

Na er tiden inne til & se pa noen eksempler:

Eksempel 3.3.2: | differensiallikningene nedenfor skal du ferst finne den generelle lgsningen.
Deretter skal du finne den spesielle lgsningen som tilfredsstiller de oppgitte startbetingelsene:

a) y"+5y'+4y=16x, Y(0)=37 y'(O):—l.
b) y'+5y+4y=3e*, y(0)=3,  y'(0)=1.
c) y"+5y+4y=34sinx, y(0)=3, y'(0)=1
d y'+4y'+4y=e?, y(0)=3, y'(o)=o

Lasning: Fra eksempel 3.2.4 (eller ved a lgse den karakteristiske likningen) vet vi at den
homogene likningen
y"+5y'+4y=0
har lgsning
Yo(X)=Ce™* +Ce™.
Dette kan vi benytte i oppgave a) — c).

Nar vi gar pa jakt etter partikuler lgsning, prever vi en funksjon Y, (x) av samme form som

r(x) , med de presiseringer og tilpasninger som er nevnt ovenfor.

a) y"+5y'+4y =16x
Her er r(x) =16x, d.v.s. et farstegradspolynom i x. Vi pragver derfor en partikuleer lgsning
som bestar av et komplett farstegradspolynom:
Y,(X)=A+Ax = y ' (x)=A = y,"(x)=0.

Setter inn i differensiallikningen:
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Yy, +9y,+4y, =16x

0+5A +4(A + Ax)=16x

SA +4A,+4AXx-16x=0

(5A +4A,))+(4A -16)x=0
Sammenhengen ovenfor skal veere oppfylt for alle verdier av x. Dette er kun oppfylt
dersom

5A +4A,=0
09
4A -16=0 < 4A =16 & A =4.
Setter dette inn i den farste likningen:
5A +4A,=0 < 4A,=-5A=-54=-20 < A =-5.
Partikulaer-lgsningen blir da
y,(x)==5+4x
slik at den generelle lgsningen av differensiallikningen blir
y(X) =y, (X)+Yy,(x)=Ce™ +Ce™ +4x-5.

N& forst er tiden inne til & finne C, og C,. Vi finner farst y'(x):
y'(x)=-Ce™-4C.e* +4.
Innsetting av den oppgitte start-tilstanden gir:
y(O)=C1e°+C1e0 +4.0-5=C,+C,-5=3 < C,+C,=8
y'(0)=-Ce’-4C°+4=-C -4C,+4=-1 < C,+4C,=5
Trekker den gverste likningen fra den nederste, og far
3C,=-3 < C,=-1.
Da blir
C,+C,=8 & C,=8-C,=8-(-1)=9
slik at den spesielle lgsningen av differensiallikningen som oppfyller startbetingelsen blir
y(x)=9e*—e™+4x-5.

y"+5y'+4y=3e"
Her er det narliggende a prave en partikular lgsning av formen Yo (x) = Ae™*. Men siden
lasningen av den homogene likningen er

Yo (X)=Ce ™ +Ce ™,
kan vi ikke bruke en slik partikularlgsning siden et slikt ledd allerede inngér i y, (x). Vi
multipliserer derfor med x, og praver

y,(X)=Axe™ = vy, '(x)= A(l-e‘X " x.(—e‘x)) = Ae™ (1-X)

= y,"(x)= A(—e’X (1-x)+e™ (—1)) = Ae " (x-2)
Setter disse uttrykkene inn i differensiallikningen:
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Y, "+5y,+4y, = 3
Ae*(x—2)+5Ae™(1-x)+4Axe ™ =37
Ae(x—2+5-5x+4x)=3e
A-3=3 < A=1
Partikulaerlgsningen blir da
Yo (X)=xe
slik at den generelle lgsningen av differensiallikningen blir
Y(X) =y, (X)+y,(x)=Ce ™ +Ce™ +xe™.

N& er tiden inne til & finne C, og C,. Vi finner farst y'(x):
y'(x)=-Ce™ —4C,e™ + (l- e + x(—e‘x))

=—Ce—4C,e ™ +e7(1-X)

Innsetting av den kjente start-tilstanden gir:
y(0)=Ce’+Ce’+0=C,+C,=3
y'(0)=-Ce®-4C,.°+e°(1-0)=-C,-4C,+1=1 < C,+4C,=0

Trekker disse likningene fra hverandre, og far
C,=3 & C,=-1.

Da blir
C,=—4C,=-4(-1)=4

slik at den spesielle lgsningen av differensiallikningen som oppfyller startbetingelsen blir
y(x)=4e —e™+xe*.

y"+5y'+4y =34sinX.
Selv om r(x) kun inneholder et sinus-ledd, ma var partikularlgsning inneholde bade
sinus- og cosinus-ledd. Vi praver

y,(x)=Acosx+Asinx =y '(x)=-Asinx+ A, cosx

= y,"(x)=-Acosx— A,sinx '

Setter disse uttrykkene inn i differensiallikningen og ordner:

Y, "+ 5y, +4y, =34sinx

(-Acosx— A,sinx)+5(—Asinx+ A,cosx)+4( A cosx + A,sinx) =34sin x

(-A +5A, +4A)cosx+(—A, —5A +4A,)sinx = 34sinx

(3A +5A,)cosx +(-5A +3A, —34)sinx =0
Sammenhengen ovenfor skal veere oppfylt for alle verdier av x. Dette er kun oppfylt
dersom

3A +5A,=0

09
—5A +3A, =34.

Multipliserer gverste likning med 5 og nederste likning med 3 og adderer:
25A,+9A,=3-34 < A =3

som innsatt i den farste likningen gir
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A=-$A=-53=25
Partikulaerlgsningen blir da

y,(x)=-5cosx +3sinx
slik at den generelle lgsningen av differensiallikningen blir

y(x) =y, (x)+y,(x)=Ce™+C,e™ —5cosx +3sinx.

N& er tiden inne til & finne C, og C, . Vi finner farst y'(x):
y'(x)=-Ce™—4C,e™™ +5sinx +3cosX.

Innsetting av den kjente start-tilstanden gir:
y(0)=Ce’+Ce’-5-cos0+3-sin0=C,+C,-5=3 < C,+C,=8
y'(0)=-C,e’ —4C,e° +5-sin0+3-c0s0=-C, -4C, +3=1 < C,+4C,=2

Trekker disse likningene fra hverandre, og far
3C,=-6 < C,=-2.

Da blir
C,+C,=8 & C,=8-C,=8-(-2)=10

slik at den spesielle lgsningen av differensiallikningen som oppfyller startbetingelsen blir
y(x)=10e™* —2e™™ —5co0s X + 3sin x .

y'+4y'+ 4y =g
Fra Eksempel 3.2.6 (eller ved a lgse den karakteristiske likningen) vet vi at lgsningen av
den tilhgrende homogene likningen er

Yy (X)=Ce™ +C,xe ™.
Siden b&de e®* og xe** inngér i lgsningen av den homogene likningen, er verken Ae**
eller Axe ™ brukbare som partikularlgsninger. Vi praver derfor

Yo (X)= Ax’e™ =y '(x)=A(2xe ™ +x*(-2)e ™) =2A(x—x*)e >
= y,"(x)=2A(1-2x)e™ + 2A(x - xz)(—Z)e’2X = 2A(1— 4X + 2x2)e’2X
Setter disse uttrykkene inn i differensiallikningen og ordner:
y,"+4y, +4y, =
2A(1-4x+2x*)e ™ +4-2A(x - x*Je ™ + 4AX’e ¥ =e ™
A(2-8x+4x* +8x—8x" +4x*) =1
A-2=1 < A:%

Partikularlgsningen blir altsa
y, () =2xe?.
Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir da
1 v2A-2X

y(X)=¥, (¥)+y,(x)=Ce™ +Cpxe™ +3x’e™.

Finner konstantene:
y'(x)=-2Ce ™ +C,(1-e +x(-2)e™ )+ 1(2xe* + x* (-2)e ™)
y(0)=Ce’+C,-0-e"+1.0-€°=C, =3
y'(0)=-2C;e° +C,(1-€° +0)+1-0=-2C,+C, =0
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Da blir
C,=2C,=2-3=6,
slik at lgsningen blir
y(x) =3 +6xe +1x%e™.

Som du ser, er det mye pirkarbeid nar vi farst skal finne den generelle Igsningen av den
homogene likningen, deretter finne en partikulaer lgsning, og til slutt bestemme konstantene
slik at startbetingelsene er oppfylt. Trast deg med at nar vi kommer bort i slike likninger i
praksis, er vi sjelden interessert i a finne disse konstantene. Differensiallikningen er ofte en
matematisk modell av et fysisk system. Da gnsker vi vanligvis en generell lgsning, uavhengig
av starttilstanden.

Las Oppgave 3.3.2, Oppgave 3.3.3.

Etter litt trening vil du oppdage at metoden ovenfor faktisk er ganske grei dersom r(x) har en
”pen” form. Den er derfor blitt en slags standardmetode. Men noen ganger svikter metoden.
Da kan det veere kjekt & ha metoden nedenfor til disposisjon.

3.3.3. Lagranges metode (variasjon av parametre).

Denne metoden benytter seg av en formel for a finne en partikuleer lgsning. Metoden kan
brukes i mange situasjoner der ubestemte koeffisienters metode ikke kan brukes. Oppskriften
ser slik ut:
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Merknad: Dersom du tar med integrasjonskonstanter nar du lgser integralene, far du
Igsningen av den tilhgrende homogene likningen med "pa kjgpet”. Det er derfor vanlig a
slgyfe disse integrasjonskonstantene.

Du finner bevis for setningen i vedlegget.

Svakheten ved denne metoden er at den ofte farer til integraler som er vanskelig a lgse. Men
nar farst integralene lar seg lgse, er den grei a ty til slik eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 3.3.3: Finn en partikular Igsning til disse differensiallikningene:
a) y"+y=sinx
b) y'+4y'+4y=e* (se Eksempel 3.3.2d)

Lasning:
a) Vi lgser farst den tilhgrende homogene likningen. Den karakteristiske likningen blir
A+1=0 & A=4i.
To linezrt uavhengige lgsninger av den homogene likningen blir da

Y, (x) =cosx, y,(x)=sinx.
Da blir
yi(X)  v,(x)| |cosx sinx , -,
W (x)=|", A=l —cos’x+sin’x =1
Y.'(X) ¥,'(X)] |-sinx cosx

slik at vi far en partikuleer lgsning

_ Y1 (%) () Y2 (X)-r(X)
Yo (X)= yz(x)-j de— yl(X)-j de

X -sin X inx-sinx
COS—de_COS)(.J. idx
1
Det farste integralet kan for eksempel lgses ved a benytte at
sin(2x) = 2sin xcos x

slik at
I cos X - sin x dx :J' Lsin(2x)dx = —1cos(2x),

:sinx-J.

mens

cos(2x)=1-2sin’x < sin®x=21-1cos(2x)
slik at

[ sin®xdx= [ (£-4cos(2x))dx = £x—4sin(2x).
Dermed blir

Y, (X)=—1sinx-cos(2x) - cosx-(£x —sin(2x))

=-1x-cosx+2(cosx-sin(2x) —sinx-cos(2x))
Vi kan foreknle dette uttrykket slik:

cosx-sin(2x) —sin x - cos(2x) = cos x - 2sin xcos x —sin x(2cos? x —1) =sin x .
Men sin x inngar allerde i Yo (x). Vi trenger ikke ta det med en gang til. Var partikulaere
Igsning reduseres da til

__1
y,(X)=—2x-cosx.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 58

b) Fra Eksempel 3.3.2d vet vi at den tilhgrende homogene likningen har to lineaert
uavhengige lgsninger

y.(X)=e og y,(x)=xe"

Da blir
Y, (X Y, (X e Xe
W (X) = 11( ) 21( ) —2X —2X —2X
v.'(x) v, '(x)| |-2e™ e -2xe
_ e—2x (e—ZX . 2xe—2x)+ 2e—2x . Xe—Zx _ e—Zx . e—Zx _ e—4x

slik at vi far en partikuleer lgsning

e W00 (0T,
AUMAON e AR et

2X

-2X —2X

—2X —2X —2X

-2X
o e " -€ = Xe " -e
= Xxe 2*-_[ ———dx-e ZX-I ——dx
e

X —4x

e

= xe _[ ldx—e™* j xdx = xe - x—e™ . Ix* =1x%™

som stemmer med resultatet fra Eksempel 3.3.2d.

3.4. Hgyere ordens lineaere differensiallikninger.

De prinsippene vi har sett pa for a lgse linezre 2. ordens differensiallikninger, kan uten videre
generaliseres til hgyere ordens likninger. Vi skal ikke fordype oss i teori, men skal heller se pa
eksempler:

Eksempel 3.4.1: Finn den generelle lgsningen av disse differensiallikningene:
a) ylll+4yll_yl_4y:0
b) y"+2y"+y'+2y=8"

Lasning:
a) Setter opp den karakteristiske likningen:
A+417-1-4=0
Denne likningen Igses med litt kreativ faktorisering:
A2 (2+4)-(1+4)=0

(2+8)(12-1)=0 & (AL+HA+D(1-1)=0

Na ser vi lgsningen 4, =-4, 4, =-1, 4, =1.

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(x)=Ce ™ +C,e*+Ce*.

b) Laser farst den homogene likningen, og setter opp den karakteristiske likningen:
A4+202+1+2=0
Vi faktoriserer etter samme prinsipp som far:
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A2(A+2)+(1+2)=0

(2+2)(12+1)=0 & (A+2A+D(2-)=0
Na ser vi lgsningen 4, =-2, 4, =i, A, =i.
A, farer na til at den generelle lzsningen av den homogene differensiallikningen ma
inneholde et ledd C,e®, mens A, og A, gir opphav til ledd av formen

e” (B, cos(1x) + B, sin(1x)) = B cos x + B, sin x.
Lasningen av den homogene likningen blir derfor

y, (x)=C,e™ +B,cosx+ B,sinx.

Sa gar vi pa jakt etter en partikuleer lgsning av formen
y,()=Ae” = y '(X)=-Ae™ = y "(X)=Ae” = y "(X)=-Ae
Innsetting:
—Ae* +2Ae - Ae " +2Ae =87,
Multipliserer med e* og samler ledd:
2A=8 < A=4.
Dermed er den generelle lgsningen av den inhomogene likningen
y(x) =y, (x)+y,(x)=Ce™+B cosx+B,sinx+4e™.

=X

Oppgave 3.4.1.

3.5. System av lineaere 1.ordens differensiallikninger.

Det fins flere metoder til & lgse system av lineare 1.ordens differensiallikninger. | denne
omgang skal vi se pa den metoden som ofte virker mest narliggende: Vi skal omforme et sett
av n linezre 1.ordens differensiallikninger til en n’te ordens differensiallikning. Vi skal
imidlertid begrense oss til n=2, slik at et system av 2 linezre 1.ordens differensiallikninger
omformes til en 2.ordens differensiallikning.

Istedenfor & fordype oss i teori, skal vi se pa et eksempel:

Eksempel 3.5.1:
Les likningssystemet nedenfor ved & omforme det til en linezer 2.ordens differensiallikning.

Y1I:2y1_3y21 y1(0)=5
Y2'= Y +392X’ Y, (0) =-2

Lasning: Vi skal bruke en slags eliminasjons- og innsettingsmetode. Vi finner en av de
ukjente fra den likningen som ikke inneholder den deriverte av den ukjente, deriverer, og
setter inn i den andre likningen. Dette innebeerer at vi kan finne y, av likningen for y,", eller
vi kan finne y, av likningen for y,'. Jeg velger a finne y, av likningen for y,":

Y, =-y, +3&* < vy, =-v,+3>.
Dette deriveres:

Y ==Y, 6e™.
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Sa setter vi inn i likningen for y,' slik at vi far en likning som kun inneholder y, og dens
deriverte:

Yy = 2y1 - 3y2

—y, "+ 6% =2(~y, +3e?) -3y,

—y, "+ 6e* = -2y, '+ 6e”* -3y,

Y, "= Zyz - 3y2 =0

Dette er en linezer, homogen 2.ordens differensiallikning med konstante koeffisienter. Vi lgser
den pa vanlig mate. Den karakteristiske likningen blir

2+(-2)*—4-(-3) 2+4 (3
B 2 T2 {—1'
Na kan vi sette opp den generelle Igsningen for y,(x) :
y,(X)=Ce>+Ce™.

A2-21-3=0 & A

S& ma vi finne y, (x). Vi kan g& fram p& samme mate som fer, og finne y, av likningen for
y,', sette inn i den andre likningen, og pa den mate far en likning som kun inneholder v, .
Men som oftest er det enklere & benytte at vi allerede har funnet sammenhengen
y, =—Y, +3e*.
Setter inn for y,", og far:
y; (X) = -y, '+ 3e*
= —(C,-3e* +C,(-e7)) +3e*
=-3C,e™ +C,e " + 3™

Til slutt finner vi konstantene C, og C,:
y,(0)=5 < -3Ce°+Ce’+3e°=5 < -3C,+C,=2.
Y,(0)=-2 & Ce’+Ce’=-2 < C,+C,=-2.

Trekker disse likningene fra hverandre, og far
-4C, =4 & C =-1.

Da blir
C,=-2-C,=-2-(-1)=-1.

Lasningen av likningssystemet blir da:
Y, (X)==3(-De* +(-1e™ + 3 =3> —e* + 3™ .

Y,(x) = (-De¥ + (-De™ =¥ —e*

Oppgave 3.5.1.

Sa lenge vi har to likninger med to ukjente, er denne metoden forholdsvis grei, spesielt
dersom vi skal finne den generelle lgsningen slik at vi slipper & beregne konstantene C, og
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C,. Men dersom vi har mer enn to ukjente, blir det fort mer komplisert. Prinsippet er at du
systematisk eliminerer en ukjent om gangen. Dersom du har et likningssystem med 3 ukjente,
kan du starte med & finne y, av en likning som ikke inneholder vy, ', derivere denne, og sette

inn over alt hvor du finner y, eller y,'. Dermed far du et likningssystem med "bare” y, og
y, samt deres deriverte.

| heftet om matriseregning skal vi vise en annen metode for a lgse slike system av linezre
1.ordens differensiallikninger. | et annet hefte om Laplace-transform skal vi se pa enda en
metode.
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4. Svingninger.

4.1. Innledning.

Svingninger er helt vanlig i fysiske systemer. Som barn har du sikkert svingt fram og tilbake
eller opp og ned i ei huske pa lekeplassen. Som student har du kanskje jumpet opp og ned i en
gammel bil med darlig fjeering pa hullete veier. Og hvis du har vaert om bord i en bat i grov
sjg, har du opplevd en mer kvalmende form for mekaniske svingninger.

Svingninger er ogsa vanlig i elektriske systemer. All vekselstramslare bygger pa svingeteori.

Mottaking av radio- og TV-signaler bygger pa resonans mellom en elektrisk svingekrets og de
mottatte signalene. Sa du skjgnner sikkert at en ingenigr ber kjenne til teorien for svingninger
0g resonans.

I denne innledningen skal jeg ta for meg noen hovedtrekk av teorien for slike svingninger. Jeg
skal definere et par sentrale begreper, og jeg skal vise hvordan frie, udempede svingninger
kan oppsta i et enkelt mekanisk system. Mer realistiske situasjoner med demping og ytre
krefter, samt resonans, vil bli behandlet senere. Da vil jeg 0ogsa gi en kort omtale av elektriske
svingninger.

Vi skal starte med a se narmere pa en velkjent
periodisk bevegelse: en partikkel som beveger seg
med konstant vinkelfart e, (malt i radianer pr
sekund) i en sirkelbane med radius R. Dersom vi
starter klokka idet linja fra origo til partikkelen
danner en startvinkel 6, med x-aksen, vil partikkelen
etter en tid t ha tilbakelagt en vinkel
0=06,+aw,.
Da er x-komponenten til partikkelens posisjon
X(t)=Rcosd = Rcos(6, + o).
Denne x-komponenten vil bevege seg fram og tilbake,
omtrent som en pendel.

Den konstante vinkelfarten o, kalles gjerne vinkelfrekvensen fordi den angir hvor mange
radianer som tilbakelegges pr sekund. Dette ma ikke forveksles med frekvensen som angir
hvor mange hele svingninger som gjennomfares pr sekund. Siden en hel svingning utgjer 2z
radianer, er ssmmenhengen mellom frekvensen f og vinkelfrekvensen «, gitt ved

Wy

>

Frekvensen angir alts antall hele svingninger pr sekund (eller s™), som ogsa benevnes Hertz
(Hz).

w,=2r-f & f=

En annen viktig sterrelse er svingetiden eller perioden T, som er gitt ved
1 2
T===2,
f

Perioden angis helst i sekund.
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4.2. Et kloss-fjeer-system.

Likevekt La oss na se pa et annet svingesystem som tilsyne-
latende er helt forskjellig fra partikkelen som gar i
sirkelbane med konstant vinkelfart. Vi skal se pa en
kloss med masse m som kan gli uten friksjon pa en
horisontal flate. Klossen er festet til ei fjeer som har
fjeerkonstant k. Dersom fjeera forskyves en strekning
x fra likevekt, vil fjeera trekke eller skyve klossen
med en kraft

F=-k-X
der minustegnet angir at kraften alltid har motsatt retning av forskyvningen x fra likevekt.
Klossens tyngde og normalkraften fra underlaget er motsatt like store, og tas derfor ikke med i
kraftregnskapet.

Ifalge Newtons 2. lov vil denne kraften gi klossen en akselerasjon a gitt ved
F=m-a < -k-x=m-a.

Na ma vi benytte at farten v er posisjonsendring pr tidsenhet, slik at
. AX dx
v=Ilim —=—
At—0 At dt
og at akselerasjonen a er fartsendring pr tidsenhet slik at
. Av dv d (dxj d?x
a=Ilim—=—=—|—|=—-.
a0 At dt dt\ dt dt
Dermed blir Newtons 2. lov:
2 2
F=m-a < —k~x=m~d—;( = d—?+£x=0.
dt dt® m
Dette er en linezr 2. ordens differensialliking. Vi setter opp og lgser den karakteristiske
likningen

2+X_0 o A=+ /—kzii\ﬁ
m m m

der i er den imaginare enheten. Lgsningen av differensiallikningen kan skrives pa mange
mater, for eksempel slik:

x(t)=A-e" cos(\/%t + (/)J = Acos(\/%t + (p] .

Men dette minner jo pafallende om uttrykket for x-komponenten til partikkelen som gar i
sirkelbane:

X(t) = Rcosd = Rcos (6, + wgt).
Disse uttrykkene blir like dersom vi setter

k
R=A, 6 =9, W, = H

Vi ser altsa at klossen som er festet til ei fjeer beveger seg pa ngyaktig samme mate som x-

komponenten til en partikkel som gar i sirkelbane med konstant vinkelfart. Vi finner ogsa
frekvens og periode for svingebevegelsen uttrykt ved klossens masse og fjerkonstanten.
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Vi oppsummerer:

Nar en partikkel med masse m pavirkes av en kraft F = —k - x, er partikkelens posisjon gitt
ved differensiallikningen

Z—:;( + @y x=0
Denne likningen har Igsningen
X(t) = Acos(ayt + )
der vinkelfrekvensen @, og perioden T er gitt ved

2

En slik bevegelse kalles en enkel harmonisk svingning, og partikkelen er en harmonisk
oscillator.

Eksempel 4.2.1: Ei elastisk fjeer med fjeerstivheten k =200 N/m er plassert horisontalt. Den
ene enden av fjera er fast i en vegg, mens den andre enden er festet til et legeme med massen
m =0.50kg som ligger pa et friksjonsfritt, horisontalt underlag. Vi drar legemet bort fra

likevekt og slipper. Bestem vinkelfrekvensen, frekvensen og perioden til de resulterende
oscillasjonene.

Lasning:

Siden det ikke virker andre horisontale krefter pa legemet, er krafta pa legemet gitt ved
F =—kx.

Dermed er legemet en harmonisk oscillator. Da vet vi at

m 0.50kg

Da er:
Frekvens f =0 — 20rad/s =3.2s7"
27 27
Periode T == —=0.31s
f 3.2s —_—

Hva skjer dersom vi lar kloss-fjeer-systemet henge fritt under
pavirkning av tyngdekraften mg ? I figuren til venstre antar
vi at fjeera er sa lett at vi kan se bort fra fjeeras egen masse. Sa
henger vi opp loddet og setter det i svingninger.

X
— k-x Vi legger inn et koordinatsystem med positiv retning
nedover. Nar fjera er strekt en strekning x, pavirkes klossen
av en kraftsum
F=mg—-kx.
m-g
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Da blir Newtons 2. lov
F=ma < mg—kx—m-d—zx & d—2X+£x—g
dt? dt>  m '

Dette er en inhomogen differensiallikning. Vi vet at lgsningen kan skrives pa formen
x(t) = x, (1) +x (1)
der vi allerede vet at

k
X, (t) = Acos(at + @) der o, = \/:
m
Det er na rimelig & anta at X, (t) er en konstant x, siden hgyresiden av differensiallikningen
er en konstant. Vi setter inn i likningen, og far

k mg
0+—X =0 < X=—.
m 0 g 0 k
Dermed har vi at
x(t) = x, (t)+Xp (t)= ACOS(a)Ot+q))+%,

. m : .
La oss se n&ermere pa uttrykket X, = Tg Det kan lett omformes til mg =kx,, som sier at

tyngdekraften er lik kraften i fjaera (men motsatt rettet). Dette er en likevektsposisjon der
klossen kan henge i ro. Lasningen sier altsa at klossen vil svinge om denne likevekts-
posisjonen pa samme mate som om den la pa et friksjonsfritt underlag.

Dette er et overraskende resultat. Sammen med uttrykket for perioden

T:27r\/E
k

ser vi at perioden avhenger kun av fjeerkonstanten k og massen m, og avhenger ikke av
tyngdens akselerasjon g eller av hvor stort utslaget er, eller av om klossen henger fritt
eller glir pa et vannrett, friksjonsfritt underlag.

Hittil har vi kun sett pa et kloss-fjer-system. Men det fins en mengde andre mekaniske system
som oppfarer seg pa ngyaktig samme mate. Du finner et lite utvalg i et vedlegg.

4.3. Dempede svingninger.

4.3.1. Likningen for en dempet svingning.

I innledningen sa vi pa et kloss-fjeer-system uten friksjon. Na skal vi trekke inn friksjon, og vi

skal begrense oss til en form for friksjon som kalles viskes friksjon. Denne karakteriseres ved

at friksjonskraften er proporsjonal med farten og har motsatt retning av fartsretningen:
F,=-b-v.

Her er b en dempingsfaktor som gis i N/(m/s). Denne formen for friksjon er vanlig nér man

skal lage en enkel matematisk modell av luftmotstand eller vannmotstand, der b avhenger av
legemets starrelse og form, og selvsagt av hvilket medium legemet beveger seg i.
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Likevekt Figuren til venstre antyder at Newtons 2. lov blir
—-k-x-b-v=m-a.
. . dx d?x .
Sa setter vi inn at v = ogat a T og far

2
_k.x_b.%:m.d_;(
dt dt
d’x b dx k
—_— +—-Xx=0

+_._
dt> m dt m
Vi ser at nar b =0 vil denne likningen reduseres til var velkjente likning for en udempet
svingning:

d’x  k

_2 + —-X= 0

dt® m
eller generelt

d?x
F + a)02 -x=0

der @, = \/K for vart kloss-fjeer-system. Na viser det seg at helt tilsvarende likninger dukker
m

opp i en mengde andre situasjoner. Vi skal derfor gi likningen en mer generell form:

2
9% 25. 9% 2 x=0
dt dt

der 0 = ZL for vart kloss-fjeer-system. Det merkelige 2-tallet skyldes at vi etter hvert far
m

enklere uttrykk ved a sette det inn her. Vi summerer opp:

Likningen for en dempet svingning er

2
d—§+25%+a)02x=0.
dt dt

Her er 60g a, positive konstanter.
b

For et kloss-fjeer-system er a, = \/E 0g 0 = om’
m m

4.3.2. Vi lgser likningen.
Pa vanlig mate lgser vi likningen
2
a°x +25%+a)ozx =0.
dt? dt
ved a sette opp og lgse den karakteristiske likningen:

—28 +£4/(25) - dayy’
P +200+w =0 & A= (2) L= 5£6

Na ma vi skille mellom tre tilfeller:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 67
1. Dersom dempingen er sa liten at 0 <& < @, , far vi et negativt tall under rottegnet. Vi
skriver da

A==8t |~(0 =8) ==5tie, -5 ==d tiw
der vi har innfart

=\ o, -5°.

Lesningen av differensiallikningen kan da skrives pa formen
x(t) = Ae " cos(mt + ).

Siden & > 0, er dette en cosinus-svingning der amplituden Ae™" avtar med tiden og gar

mot null. Denne situasjonen kaller vi underdemping, og vi sier at vi far en underdempet
svingning (ofte bare kalt dempet svingning). Dette er en svert vanlig situasjon, og er
behandlet spesielt i et lite tillegg.

2. Dersom dempingen er sa stor at & > w,, far vi et positivt tall under rottegnet. Den
karakteristiske likningen far da to forskjellige reelle rgtter 4, og A,. L@sningen av
differensiallikningen blir derfor

x(t)=C,e* +C,e™ .

Na blir bade 4, og A, negative tall fordi /6° — w,’ <[57 =5 . Alts vil x(t) > 0 nar
t — oo. Dette er helt naturlig fordi friksjonen farer til at bevegelsen stanser. Vi far faktisk

ingen svinging i det hele tatt. Bevegelsen stopper idet klossen er tilbake i likevekts-
posisjonen. Denne situasjonen kaller vi overdemping.

3. Pa grensen mellom underdemping og overdemping er & = w, . Dette spesialtilfellet kalles

kritisk demping, og spiller liten rolle i praksis. For fullstendighetens skyld kan vi likevel
ta med at den karakteristiske likningen da far to like ratter

A=A =-0,
slik at lgsningen av differensiallikningen blir

x(t)=Ce ™ +C,t-e.

Det er ikke meningen at du skal ga rundt og huske disse formlene. Du bgr heller merke deg
hvordan vi setter opp differensiallikningen, og lgse den. Nar jeg na skal se pa et eksempel
med vart kloss-fjer-system, vil jeg sette opp differensiallikningen ut fra Newtons 2. lov og
lzse derfra.

Eksempel 4.3.1: Vi har et kloss-fjeer-system der klossen har masse m =0.20kg mens fjeer-
konstanten er k = 20 N/m.

a) Finn den generelle lgsningen av svingelikningen i disse tilfellene:
1) b=0 (udempet svingning)
2) b=1.12 N/(m/s).
3) b=5.0 N/(m/s).
4) Finn den verdien av b som gir kritisk demping, og finn den generelle Igsningen av
svingelikningen i dette tilfellet.
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b) Klossen dras ut en strekning x, =0.10m og slippes uten startfart. Finn klossens posisjon

x som funksjon av tiden t i de fire tilfellene som er angitt ovenfor, og tegn grafen til x(t)
i disse tilfellene.

Lasning:
a) Newtons 2. lov gir
2
F=m-a <& -b-v-k:-x=m-a < —b-%—k-x:m-d—f
dt dt
d’x b dx k
—+—-x=0.

—_— _|_ —c
dt> m dt m
Setter inn de oppgitte dataene, ser bort fra benevninger og far

2 2
dx, b &, 20 o o X 5. % 100x=0.
dt? 020 dt 020 dt dt

al) Nar b =0 reduseres svinglikningen til
2
9 100x=0.
dt
Den karakteristiske likningen blir
A°+100=0 < A=+y/-100 ==+10i.
Lasningen av svingelikningen kan da skrives
x(t) = A-cos(10t + ¢).

a2) Nar b =1.12 blir svinglikningen
2 2
9% 5.112% 1 100x=0 o 3X156% 100x=0.
dt dt dt dt
Den karakteristiske likningen blir
A% +5.64+100=0
—5.6++5.6°-4-100 -5.6++/-368.64 ~ -5.6+19.2i

A= = =-2.8+£9.6i
2 2 2 -

Lasningen av svingelikningen kan da skrives
x(t)=A-e?".cos(9.6t + ).

a3) Nar b =5.0 blir svinglikningen

2 2
9 5.50% 100x=0 o 9X;25% 100x=0.
dt dt dt

dt?
Den karakteristiske likningen blir
A +254+100=0

25 252 —4.100 -25++/225 -25+15 o A==
2 2 2 A, =—=20

Lasningen av svingelikningen kan da skrives
x(t)=Ce™+Ce™.
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a4) | det generelle tilfellet er den karakteristiske likningen

A% +5b-1+100=0
2 2

Vi far kritisk demping nar
25h° -400=0 < b*=16 < b=4 (husk at b mé vare positiv).
Da blir
=24 10
, T
slik at lgsningen av svingelikningen blir
x(t)=e"(C, +Cyt).

b) Av opplysningene i oppgaven kan vi uten videre sette opp at
x(0)=0.10.
Nar klossen slippes uten startfart, er

v0)=0 = 0)=o0.
dt

Dette gir to likninger som vi kan finne de ukjente konstantene fra.

bl)  x(t)=A-cos(10t+¢) = %zA-lO(—Sih(lOng))

De to startbetingelsene gir nd
x(0)=0.10 < A-cos(10-0+¢)=0.10 <> Acose=0.10.

%(o)zo & 10A(-sin(10-0+¢))=0 < Asing=0.

,_5b(5b)° ~4-100 _-5b:x+/25b* ~ 400

Side 69

1)
)

Av (2) farvi ¢ =0 eller ¢ = . For a fa positiv A i (1), ma vi bruke ¢ =0. Da blir

A-cos0=0.10 < A=0.10.
Lasningen blir da
x(t) =0.10cos(10t)

b2)  x(t)=A-e?*.cos(9.6t+¢)
% = A(-2.8-e7* -cos(9.6t + ) +e>* (~9.6)sin (9.6t + ¢))

=—Ae**(2.8¢0s(9.6t + ¢) +9.6sin (9.6t + p))
De to startbetingelsene gir nd

x(0)=0.10 < A-e?*°.c0s(9.6-0+¢9)=0.10 < Acosp=0.10.

%(O):o < —Ae?*°(2.8c05(9.6-0+¢)+9.65in(9.6-0+¢))=0

< A(2.8cosp+9.6sinp)=0 < 9.6sinp=-2.8c0s¢
& tanp=-2 < ¢=-0.284v¢=2.858
Merk at vi ma oppgi vinkelen i radianer.

For a fa positiv A i (1), ma vi bruke ¢ =-0.284 . Da blir
A-cos(-0.284)=0.10 < A=0.104.
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Lasningen blir da
x(t) =0.104-e % - cos(9.6t —0.284)

b3) x(t)=Ce™+Ce™ = % =-5Ce ™ —20C,e ™.
De to startbetingelsene gir na
x(0)=0.10 < Ce*°+Ce*’=010 < C,+C,=0.10. 1)
%(O) =0 & -5Ce°°-20Ce*"=0 « -C,-4C,=0. 2

Vi legger sammen likningene, og far

-3C,=010 < C,=-0.033.
Da blir

C,=-4C, =-4-(-0.033) =0.133
Lasningen blir da

x(t) =0.133¢ - 0.033¢ ™" .

bd)  x(t)=e""(C,+Cyt)

% =102 (C, +C,t)+ € .C, =™ (C, ~10C, —10C,t)

De to startbetingelsene gir nd
x(0)=010 < e™°(C,+C,-0)=010 < C,=0.10. 1)

%(O)=0 < e'*%(C,-10-0.10-10C,-0)=0
dt 2
< C,-1=0 & C,=1
Lasningen blir da
x(t) =e™(0.10 +1)

De lgsningene vi har funnet i de fire tilfellene, ser sveert ulike ut. Men nar vi tegner grafene,
viser det seg at de ikke blir sa ulike likevel. Grafene til funksjonene er vist nedenfor. Der ser
du bl.a. at for den udempede svingningen blir svingetiden

T-2F_ 2% 0628s.

S—l

Wy
Hvis du ser ngye etter, vil du se at svingetiden for den dempede svingningen er litt lengre. Det
er rimelig, fordi svingetiden na blir

_2m _ 2T 654s.

sfl

w
Ikke store forskjellen, men sa vidt synlig pa grafen.
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-0.05

-0.10 -

Hittil har vi forutsatt at vart svingende system ikke utsettes for ytre krefter (mer presist:
vektorsummen av eventuelle ytre krefter er lik null). Da vil svingningene far eller senere de
bort, siden det i praksis alltid vil veere friksjon til stede. Dersom vi skal opprettholde
svingningene, ma det veere ytre krefter til stede. Da far vi tvungne svingninger med mulighet
for resonans.

4.4. Tvungne svingninger.

Vi skal igjen ta utgangspunkt i et kloss-fjeer-
Likevekt system, men skal la systemet pavirkes av en
ytre kraft F, (t) i tillegg til fijeerkraft og

friksjonskraft. Systemet blir da som vist pa
figuren til venstre.

Sa setter vi opp Newtons 2. lov, og benytter

atv—% og a_d_ZX_
dt dt?
d’x bdx Kk 1
F({t)-k-x-b-v=m-a ——t——+—x=—-F,(1).
y ) dt> mdt m m "’ )

Na er det mange andre systemer som kan utfgre svingninger pa samme mate som kloss-fjaer-

systemet vart. Vi skal derfor se pa en mer generell svingelikning:
d?x dx
— 4+ 20—+ w,x=Y(t).
dt? dt (t)

F, (t
For kloss-fjeer-systemet vart blir 5=L, ®, = /k ,0g Y(t)= y( ) ,
2m m m

Fra teorien for inhomogene linezre differensiallikninger vet vi at slike likninger har lgsning
av formen

X(t) =%, (t) +,(t)
der X, (t) er lgsningen av den tilhgrende homogene likningen (d.v.s. en dempet svingning

uten ytre pavirkninger) mens X, (t) er en partikuleer lgsning av den inhomogene likningen.

Fra vare analyser av dempede svingninger vet vi at utslagene her gar mot null fordi de
inneholder faktorer og ledd av formen Ae ™ der & >0, eller Ae™ der A <0. Dette medfarer
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at x,(t) -0 slik at x(t) — x,(t) nar t — 0. Vi ma derfor konsentrere oss om 4 finne x, (t),

som forteller oss hvordan systemet vil oppfare seg etter at bidraget fra de frie svingningene er
dedd bort pa grunn av friksjon.

Vi skal begrense oss til a se pa periodiske ytre pavirkninger. Den enkleste formen for en
periodisk pavirkning er

Y (t) =Y, cos(Qt)
(eller tilsvarende sinus-ledd). Dersom du har veert borti Fourier-rekker, vil du vite at alle

periodiske funksjoner skal skrives som en sum av slike funksjoner, sa det er ikke noen stor
begrensning at vi kun ser pa cosinus- eller sinus-funksjoner.

Selv om du vet hvordan du finner en slik partikuler lgsning, er det noksa plundrete a finne
den i dette tilfellet. Jeg har derfor "gjemt” utledningen i et lite tillegg. Jeg har forresten ikke
kunnet motsta fristelsen til & skrive et annet lite tillegg der jeg viser hvordan vi pa en enklere
mate kan finne en partikuler lgsning ved a bruke komplekse funksjoner. Dette siste tillegget
kan ogsa veere en introduksjon til bruk av komplekse starrelser i vekselstrgmslzra.

Resultatet av utregningene i tillegget er summert opp nedenfor.

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.
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Lasning: Med de oppgitte starrelsene finner vi:
b 1ON/(mis)

o=—=—"-— _"J_2557"

2m  2-0.20 kg
w, :\/K= 20 Ui =10 rad/s.

m 0.20 kg
s B 20N gy,
m 0.20 kg
Fra formlene i ramma ovenfor finner vi at

N 2002 __2-2.5-Q__ 5Q

Y- r T 10°-Q7  100-QF
Ao Y, _ 10 _ 10

\/(w02—92)2+45292 \/(102—QZ)Z+4-2.52-QZ \/(100—92)2+2592'

I grafene nedenfor er Y (t) =Y, cos(Qt) tegnet med tynn strek, og Y, er satt til 0.10 for
sammenlikningens skyld. Utslaget x(t) er tegnet med tykk strek.

a) Nar Q=5.0rad/s, blir

5.50 1 1
tahnp=———=-—— & =arctan| —— |=-0.32.
?= " 100-50" 3 q’ ( 3)
A= 10 ~013.

\/(100—5.02)2 +25.5.02

Utslaget blir altsa
x(t) = Acos(Qt + ¢) = 0.13cos (5t — 0.32).

Vi ser av grafen at utslaget kommer
litt etter den ytre kraften, og at starste
utslag er litt starre enn Y, .

ot

b) Nar Q=10 rad/s, blir

tangp = __>10 —> -0 < -z
? = "100-102 =5
A= L ~0.20.

\/(100—102)2 +25-102
Utslaget blir altsa
x(t) = Acos(Qt + ) =0.20cos(10t -1 7).
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Vi ser av grafen at utslaget kommer
klart etter den ytre kraften, og at
starste utslag er dobbelt sa stort som
Y, -

5.15 3
c tangp=——"———>-— <& =arctan($)=0.54—- 7 =-2.60.
A 40 —0.05.

\/(100—152 )’ +152 107
Utslaget blir altsa
x(t) = Acos(Qt + ¢) = 0.05cos (15t — 2.60).

Vi ser av grafen at utslaget kommer
klart etter den ytre kraften, og at
starste utslag er bare halvparten av
Y, .

Du stusser kanskje over at vi satte Y, =0.10 i grafene ovenfor. Dette valget skyldes at dersom
vi har en konstant kraft med starrelse F, =2.0 N, vil fjeera forlenges en strekning x, gitt ved
F=k-X < X _&__20N =0.10m.
k 20 N/m
Vi sammenliknet altsd med det utslaget vi ville fatt om vi brukte en konstant kraft F, =2.0 N
istedenfor en varierende kraft

F(t) = F,cos(Qt)=(2.0 N)cos(Qt).

Den viktigste lerdommen vi kan trekke av eksemplet ovenfor, er at amplituden til
svingningene avhenger av frekvensen til den ytre kraften. Bade for Q =5.0 rad/s og for
Q =10 rad/s blir utslaget starre enn om vi brukte en tilsvarende konstant kraft. Men for
Q=15 rad/s blir utslaget mindre. Denne effekten skal vi studere nermere i neste avsnitt.

4.5. Resonans.

| forrige avsnitt fant vi at nar svingesystemet gitt ved
d—2X+25%+a) X =Y (t)
dt? dt
pavirkes av en ytre pavirkning
Y (t) =Y, cos(Qt),
er utslaget gitt ved
x(t) = Acos(Qt +¢)
der
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A= YOZ
\/(%2 ~Q°) +45°Q°
0g
tanop = _ﬁ
v oy QO

I eksempel 4.1 sa vi hvordan A avhenger av vinkelfrekvensen Q til den ytre pavirkningen. Vi
sa ogsa at for visse verdier av Q kan A bli starre enn om systemet pavirkes av en konstant
pavirkning Y, og slippes. Vi skal nd undersgke dette fenomenet naermere.

Vi merker oss at bade @, og & kun avhenger at hvordan det fysiske systemet er bygd opp.

For et gitt system er disse stagrrelsene fast. Den eneste starrelsen som kan variere er Q. For a
finne ut hvordan A avhenger av Q, deriverer vi A med hensyn pa Q. Da far vi

A=Y, .((%2 —o) 4 45292)%

dA

o -((a)oz —0?) 4 45292)g (2(0,-0%)(-20) +45% - 20)

-y, -((coo2 —0?) + 45292)g 4Q(0? — @ +26°)

For a finne storste verdi av A lgser vi likningen ((jj_Q =0 med hensyn pa Q:

Ao Q=0v Q’-w’+25°=0.
dQ

Lesningen Q =0 er ikke interessant (den svarer til konstant ytre pavirkning). Vi ma derfor
konsentrere 0ss om

Q-0 +25°=0 o Q= -25°.

Vi ser altsa at amplituden A blir stgrst nar

Q=0 = -25°.
Denne frekvensen kalles resonansfrekvensen Q.. Vi ser at ndr § << a, er Q. ~ @,. Men vi
serogsa at Q. alltid er mindre enn «,.

| uttrykket for resonansfrekvens ma vi ha et positivt tall under rottegnet, d.v.s. at
@)’ =25">0 & S<ta,
Viseraltsdat & < %a)o for at vi skal fa resonans. Dersom dempingen er sa stor at & er starre

enn denne grensen, far vi ikke resonans. Dette er viktig a kjenne til dersom vi har systemer
der vi ma unnga resonans.

For & finne ut hvor stort utslaget blir ved resonansfrekvensen, setter vi inn Q. = \/@,” —26°
i uttrykket for A:
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A’ — YO — Y0
\/(woz _Qz)z + 45202 \/(5002 —(0)02 _252))2 +452(a)02 _ 252)
_ Y0 YO YO

\/(252)2 + 452w, — 85" ) \/4526002 —45* ) 26\ wy - 6°

For oversiktens skyld skal jeg summere opp hovedtrekkene:
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
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al) Nar b=0.5N/(m/s), er
_£:M=1_25 st
2m  2-0.20 kg
Da blir

Qs =) —26% = \/(10 rad/s)’ ~2-(1.25s)" =9.84 rads.

Ved denne frekvensen er maksimalt utslag
A Y, 10m/s?

26\ w,* =6 9.1.25 sfl\/(lO rad/s)’ —(1.25 s’l)2

a2) Nar b=1.0 N/(m/s), er
b 1ON/(mis)
" 2m  2.020kg
Da blir

Q. =\, —25% = \/(10 rad/s)” —2-(2.5 s-l)2 =9.35 rad/s.

Ved denne frekvensen er maksimalt utslag
Y 10m/s?

0

Aes = =
26\Jwy’ —=6° .25 s‘l\/(lo rad/s)2 —(2.5 s‘l)2

a3) Nar b=2.0 N/(m/s), er
_ b _20N/(mis) Sy
2m  2-0.20 kg

Da blir

Q. =, —25% = \/(10 rad/s)’ —2-(5.0 sfl)z =7.07 rad/s.

Ved denne frekvensen er maksimalt utslag
Y 10m/s?

0

Aes = =
26\Jwy’ =6° 2.5 s’l\/(lo rad/s)2 —(5.0 3’1)2

a4) Nar b=4.0 N/(m/s), er
40N
2m  2-0.20 kg

Da blir

Q=0 25 = \/(10 rad/s)” ~2-(10.0 )" =+/~100 rad’s.

Da er det ikke resonans.

=25s",

=

=0.207

=

=0.115

b) For a fa resonans, ma
1 _ 1 _ -1
6<w,=—-10radls=7.07s".
Da er
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5:21 & b=2m-5=2-020kg-7.07s™ =2.83 N/(mis).
m _—

Vi setter inn kjente starrelser i uttrykket for amplituden, og ser bort fra benevninger:
Y, 10

A(Q) = - = - .
\/(a)oz—Qz) +45%Q)° \/(102—92) +45%0)°
Da far vi:
1) b=05 < §5=1.25.
@)= 10 10

Ja02—02) 14125502 (100 -0?)° +6.250°
2)b=10 < &=25.
10 10

Ja0?—0?) +4.25207  (100-Q?)° + 2502
3) b=20 < &6=50.
10 10

Ja02 -2 1450207 (100—Q?) +1000°
4) b=30 o =100
10 10

Ja02 - 02) +4-10207 (100 0?)* + 4000
Plotter disse uttrykkene:

A(Q) =

A(Q) =

A(Q) =

AAQ)
0.4
0.3
0.2T
0.1 \
M
0.0 t t t t t t t t t t t t t t t
0 1 2 9 0

Vi ser at grafen stemmer med de verdiene vi fant i del a) av denne oppgaven.
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5. Blandede oppgaver.

Blandede oppgaver.

Her finner du en samling av oppgaver innen differensiallikninger. De fleste av oppgavene har
veert gitt som eksamensoppgaver. Du finner lgsning pa oppgavene ved a klikke pa oppgave-
nummeret.

Oppgave 1
Las disse differensiallikningene:

a) X-y'—y=x"-CoSX
b) xy'=y'-y
3e*

0 y-3xy= -
v1-9x

Oppgave 2
Las disse differensiallikningene med de oppgitte startbetingelsene:
dx
a —=X"+X, x(0)=1
g =X (0)
b) %+%:x/l—t2, x(1)=0
dx
c) a:k(A—x)I, x(0)=2A
d) X-y'—y=x°, y(2)=10
e) X-y'=y+xicosx, y(z)=rx.
dy —2X
X— =e 7, 1)=0.
f) oY y()
Q) Xy'+y=e", y(1)=0. Du kan forutsette at x > 0.
dy .
h — —2+2y’=0, 1)=-1
h) dX+ y y() 2
: dy -3x
—4+2y=e"", 0)=0.
i) ol y(0)
. dy 2
— —2Xy = xe* , 0)=1.
Do y=x y(0)
dy 2
Kk —=-2xy° =0, 1)=2.
k2 y(2)
dy
I x> —Z+x-y=x-1, y(1)=0.
) o TXY y(1)
m (¥ +1)y'=xy, y(0)=3.
n) y'(x)+(cosx)- y(x)=cosx, y(0)=0
0) y'=e*’, y(0)=2.
p) (x2+1)y'+2xy:3x2, y(0)=1.
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Q) y-cosx+y-sinx=tanx, y(0)=0, —ir<x<ir.
Oppgave 3
Las differensial-likningen
t? o _ 2x% — X
dt

nar du far opplyst at lim x(t)=1.

Oppgave 4
a)  Vis (ved a utfare integrasjonen) at

j e' costdt =%e'(cost +sint)+C

f(t) Vi skal nd se nrmere pa hva som skjer nar det blir

flom i ei lita elv. | elva er det gravd ut et basseng med

%_ loddrette vegger, slik at arealet A av vannflaten er
A ’

b)

c)

konstant uavhengig av vannhgyden y i bassenget.
f Videre antar vi at den vannmengden som strgmmer inn
i bassenget er gitt ved en funksjon f(t) malt i m*/s, mens

I Out den vannmengden som strgmmer ut av bassenget er
%\ 0, = K-y derkeren konstant.
Vi at vannhgyden y i bassenget er gitt ved differensiallikningen

_aY
Ho—w_Am

Forklar hvordan du resonnerer.

Ved normal, konstant vannfgring i elva er f(t) = 1.0 m*/s. Hvor stor er da den konstante
vannhgyden y, i bassenget?

I resten av oppgaven skal du sette A=1.0 og k = 1.0.

d)

Nar det blir flom i elva, antar vi at vannfaringen er gitt ved formelen
f (t)=2-cost, 0<t<2r
der t er antall dager siden flommen startet.
Benytt resultatene ovenfor til & vise at vannhgyden y(t) i bassenget i dette tidsrommet
finnes ved a lgse differensiallikningen

(;—¥+y=2—cost, y(0)=1.

Las denne likningen.
For & finne det tidspunktet da vannhgyden y(t) er starst, ma vi lgse likningen

sint—cost+e"' =0.
Vis dette.
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Likningen lar seg ikke lgse eksakt. Bruk Newtons metode til & finne en tilngermet lgsning
med 3 korrekte sifre. Bruk t, =z som startverdi.

Oppgave 5

a)

Gitt funksjonen
y(t)=30+30e " —40e ", t>0.

1) Finn minimumspunktet med tilhgrende funksjonsverdi for y(t).

2) Tegn en skisse av grafen til y(t) med eventuelle asymptoter.

b) Vi skal na studere temperaturen pa hytta di. Vi antar at dersom det ikke er noen energi-
tilfarsel, sa er varmetapet proporsjonalt med innetemperaturen. Dette leder til at
innetemperaturen y(t) er gitt ved differensiallikningen

dy
-
der t er tiden malt i timer.
1) Los denne likningen nér du vet at y(0) =20 grader.
2) Finn k nar du vet at temperaturen synker fra 20 grader til 12.1 grader pa 5 timer.

c) Nar sola star opp, blir det en energitilfarsel. Vi antar at denne energitilfarselen farer til at

innetemperaturen pa hytta er gitt ved
dy _
2 =—ky+3(1-e*
der k =0.1 og a=0.2 narter gitt i timer.
1) Las denne likningen nar du vet at y(O) =20 grader.
2) Bruk resultatene fra oppgave a) til a fortelle hvordan temperaturen i hytta utvikler seg.
3) Finn !im y(t) kun ved & benytte den gitte differensiallikningen (uten a kjenne
lasningen).
Oppgave 6

En beholder har kvadratisk bunn med
sidekant a. Bunnen star vannrett. Tre
sidekanter star loddrett, den fjerde

\/ danner en vinkel pa 45° med

45° y horisontalplanet. Se figuren. Vi fyller
h vann i karet, og vannhgyden ery.

’ a) Sett opp en formel for vann-
volumet uttrykt ved a og y.
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I resten av oppgaven skal du sette a=1m.

b) Vi fyller vann i karet med en hastighet pa 0.001 m*/s. Hvor fort gker vannhgyden y i det
gyeblikk y =0.25m?

c) Vi lager et avlgp i bunnen av Karet, slik at den vannmengden som renner ut er gitt ved
0.001y (maltim?s). Det renner fremdeles 0.001 m*/s inn i karet.

1) Vis at vannhgyden y na er gitt ved differensiallikningen
(1+y)dy =0.001(1-y)dt.

2) Lgs denne likningen nar du vet at karet var tomt nar t=0.

3) Hvor lang tid tar det far vannhgyden nar halvparten av sin maksimale verdi?

Oppgave 7
| denne oppgaven skal vi studere bevegelsen til en bat som har masse m=1000 kg . Vi skal

anta at nar baten gar framover med fart v, sa er friksjonskraften (vannmotstanden) gitt ved
F, =—k-v der k=500 N/(m/s).

De integralene som forekommer, kan du lgse med tabell, kalkulator eller liknende.

a) Ved tidspunktet t =0 gar baten med konstant fart v, =10m/s. | dette gyeblikket
begynner motoren a fuske, og den stanser helt ved t =5.0s. Anta at motorkraften avtar
lineeert i dette tidsrommet. Tegn en graf av motorkraften F (t) nar 0<t <5, og bruk

grafen til & sette opp en formel for F(t) ndr 0<t<5.

b) Visatitidsrommet 0 <t <5 er batens fart gitt ved differensiallikningen

%Jr%v =5-t med startbetingelse v(0)=10.

Las denne differensial-likningen.

c) Sett opp den differensiallikningen som gjelder nar t > 5, og lgs denne. Tegn deretter graf
av farten som funksjonavtnar t>0.

Oppgave 8
Et legeme med masse m =100kg beveger seg med en fart v gjennom vann. Vi antar at

starrelsen til vannmotstanden da er gitt ved
F =kV+k,v?

der k, =10 N/(m/s) og k, =1.0 N/(m/s)z, med retning mot bevegelsen.
Anta videre at summen av alle andre krefter er lik null.

a) Vis at legemets fart v(t) da er gitt ved differensiallikningen
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1ooﬂ+10v+v2 =0.
dt

b) Las denne likningen nar v(O) =10 m/s, og illustrer Igsningen grafisk for 0 <t <30

sekunder.
Oppgave 9
Anta at kraften som virker pa et legeme som beveger seggjennom vann med fart v er gitt ved
dv
F=m —
dt
der vi bruker m=1 og v(0)=0, og setter
a) F=10-v

b)  F=10-1V?
c) F=20-v-2&Vv°,

Finn v(t) i disse tilfellene. Hint: Bestem en terminalfart v, slik at %: 0, og innfgr en ny

variabel u=v, -v.

Oppgave 10
Las differensiallikningen

x-y'-y'=1, y@®=1, y@®)=1

Oppgave 11
Las disse differensiallikningene:
a) y"+6y'+10y =0
b) 4y"+4y'+17=0
c) y"+2y'+5y =10x
d?x _dx
d —+3—+2x=-2t-2
d dt> dt
e) y'+4y'+3y=¢""
Oppgave 12
Las disse differensiallikningene:
d?y . dy . dy
a ——2—+Yy=2e, 0)=0, —(0)=1
) i at y(0) dt( )
b) y'-y=e"+e7*, y(0)=2, y'(0)=12
d?x : dx
c —-+4x =sint, X(0)=1, —(0)=0
9 S+ (0) =0
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Oppgave 13
Vi har gitt differensiallikningen
d’y dy .
—+b-—=+5y =0 der b eren positiv konstant.
dx dx

a) For hvilke verdier av b blir Igsningen av likningen en dempet svingning?
b) Sett b =4, og lgs likningen nar startbetingelsene er

y(0)=0, 3_{(0):1.

Oppgave 14
a) Finn den generelle lgsningen av differensiallikningen

y'+4y'+4y=x+2
dery er en funksjon av x.
b) Vi har gitt differensiallikningen
y+k-y+4y=0
der y er en funksjon av x mens k er en konstant. For hvilke verdier av k blir lgsningen av
denne likningen en dempet svingning?

Oppgave 15
a) Lgs differensiallikningen
2
d 2y+2ﬂ+2y:0
dt dt
b) Las differensiallikningen
3 2
S IPLIS P AR

+
dt? dt? dt

Oppgave 16
a) Finn den generelle lgsningen av differensiallikningen

2

dy 1y 8

dt 3dt 3
b) Las differensiallikningen

d’y 14dy 8 dy(0)

+——Z+—-y=1-e", y(0)=0, ——2£=0
dt®> 3 dt 3y ¥(0) dt

ﬁ\%n

g,
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To sylindriske kar som begge har samme tverrsnittsareal A =1.0m?, er forbundet med et

tynt rar som figuren over viser. Vaskenivaene i de to karene er henholdsvis x og y.
Vaeskestrammen mellom de to karene er

q=x-y (malti m*¥minutt).
Vaeskestrgmmen ut av kar 2 er

O :%y (malt i m*/minutt).

Ved tidspunktet t = 0 er begge karene tomme. Da apnes en ventil slik at vaeskestrammen
inn i kar 1 blir

0., =1-¢€" ndr t>0 (mélti m*minutt).

1) Vis at vaeskenivaene i de to karene er gitt av likningssettet

& s y + 1-e x(0)=0
dt

dy _n ’
I 100

. V .
(Hint: benytt at O;—t = vaeskestrgm inn — veskestrgm ut, der V er volumet).

I1) Vis at likningssettet over kan omformes til likningen i b).

1) Finn x(t).

IV) Nar t — oo, oppstar en stasjoner tilstand. Finn x og y i denne stasjonzre tilstanden ut
fra de gitte opplysningene om veeskestrammene Qinn, 4 09 Qut.

Oppgave 17
Et legeme med masse 5 kg beveger seg langs x-aksen. Det pavirkes av en konstant kraft

F=10N
og av en friksjonskraft

F, = _10% (malt i Newton).

a) Bruk Newtons 2. lov samt at akselerasjonen
dt®
og vis at vi far differensial-likningen
2
LIP 1P
dt dt
b) Las denne likningen nar

dx
x(0)=0 og E(O) =5.

Oppgave 18
En kloss med masse m=1.0 kg kan gli uten friksjon pa et horisontalt underlag. Klossen

pavirkes av en horisontal fjerkraft med starrelse
F... =—k-x der k=3.0N/m

fjeer
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og x er avstanden fra likevekt. Klossen pavirkes ogsa av en horisontal kraft
F=F-e'der F,=40 N.
a) Sett opp Newtons 2. lov, og vis at den farer til differensial-likningen
2
d_2x +3x=4e™.
dt

b) Las denne likningen nar

dx
x(0)=0 og E(O) =0.

Lasninger pa blandede oppgaver.

Oppgave 1a

1
X-y'—y=%x"-C0SX < Yy'—=y=X-COSX
X

Vi ser at dette er en linegr differensiallikning som lgses etter standard oppskrift:

F(x):j —%dx:—lnx
Da blir

y(x)=e‘("”x)(j x~cosx.e""xdx+C)=xU X~cosx-idx+Cj:x(sinx+C).

X

Her har jeg benyttet at
eInx =X,
og at

e—lnx _ (elnx)_:L _ X—l :l
X

Oppgave 1b
Xy'=y' -y

Side 86

Denne likningen er ikke linezer fordi den inneholder et y?-ledd. Altsd mé den veere

separabel for at jeg skal kunne Igse den.
dy_yly-H _ _dy _dx

X '— 2 —_ e
Y=y dx X y(y-1) x
Delbrgkoppspalter venstre side for & kunne integrere:

1 A B Ay-A+By (A+B)y-A

=—+4 =
y(v-1) v y-1  y(y-1) y(y-1)
Dette gir likningssystemet
A + B =0
-A =1
som har lgsning A=-1, B=-A=1.
Altsa er
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X
~In|y|+In|y -1 =In|x|+InC
—In|y|+Inly -1 —In|x|-InC =0

y-1
Cxy

0 o Y71
Cxy

In[=——=

Den felles integrasjonskonstanten har jeg kalt InC , og forutsetter at fortegnet velges slik
at brgken blir positiv. Finner y:

yl—1<:>y10xy<:>nyyl<:>y_ 1.
Cxy 1-Cx
Oppgave 1c
3e*

y'-3xy =
V1-9x%?

Dette er en linezr differensiallikning, der
:J. ~3x%dx = —x°
Bruker formel:

eF(X)dx+C]: [j 3" M{dx+cl

~F(x) J‘ 3eX3
J1-9x° V1-9x?

3 3
e U de-I-Cj
Substituerer u=3x = du=3dx, slik at integralet blir
J~ du
\V1-u?
Altsa blir lgsningen
y(x)=e* (arcsin(3x)+C).

=arcsinu

Oppgave 2a
ax =x° + X, x(0)=1
dt

Denne likningen er separabel:

X dx
—=x"+x & ——=dt
dt X°+ X

Delbrgkoppspalter:
1 A B  A(x+1)+Bx (A+B)x+A

24X X X+1 X(x+1) X2 + X
Sammenlikner koeffisienter:
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A=1, A+B=0
slik at
B=-A=-1.
Integrerer:
1
dt = =| | ———— |dx
Jo-lsen T vl
t=|n|x|—|n|x+1|+|n|C|:In&
X+1
Forutsetter at C er slik at brgken blir positiv. Finner x:
t
et=ﬂ & e (x+1)=Cx < Cx-e'x=¢' < x= ° -
X+1 C-e
Finner C av startbetingelsen:
0
x(0)=1 & —° =1 & -2 -1 & 1=C-1 = C=2
C-e Cc-1
Altsa er
e e 1
X(t)= —=
() 2-¢e e' 2e'-1
Oppgave 2b
%jti: 1-1%, x(1)=0
dt t
Dette er en linezr 1. ordens differensiallikning. Finner farst hjelpefunksjonen:
= Lt =nt
t

Setter inn i formelen:

F(‘)(I \/ﬁ-ep(‘)duc):e"’”(f \/1—7~e'”‘dt+C)
=(e") (j J1-t7 tdt+C)—t (jﬁ-tdnC)

Benytter substitusjonen

u=1-t* = 3—?=—2t = tdt=-1du

2

for a lgse integralet:
—t‘l(J. Ju (- +C)—t‘1( %)(I uédu+C)
1 3 1 3
:I(—%)(§UZ+C):—¥(%(1—t2) -1 )
Bruker startbetingelsen til & finne C:

x(1)=0 < —%(%(1—12)3—% ):o & =0 & C=0

2 >~ —-v

Altsa er

X(t) = —%(%(142)53) - —%( 1-t? )3 .
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Oppgave 2¢c
%:k(A_x).t, x(0) = 2A
Denne likningen er separabel:
Ad_xx =kdt < | Ad_xx = [ ket

Bruker substitusjonen

Uu=A-x = d—u:—l = dx=-du
dx

—du
T=kjto|t & —Inju[=k-1t*+C

In|A-x|=-k-1t?-C

|A - X| _g B C g gC

Av startbetingelsen far vi na
A-2M=e"° < e“=|-A=A.
Altsa er
|A-x|= Ae

Ma skille mellom to tilfeller:
1) x<A:Daer A—x>0,slikat |A—x|= A—x. Dette gir

A-x=Ae " o x=All—e®).
2) x>A:Daer A—x<0,slikat |A-x/=-(A-x). Dette gir

~(A-x)= Ae ™ o x=Allee ).
Siden x(O) =2A> A er lgsning 1 ovenfor ubrukelig. Lasningen pa problemet blir derfor

x(t) = A(l+ e_%ktz).

Oppgave 2d
X-y'—y=x%, y(2)=10
Likningen er linear, men jeg ma dele pa x for a far den pa standardform:
Xy-y=x & y-Ty=x
X
Finner hjelpefunksjonen:
F(x):j ~ L= inx

X
Setter inn i lgsnings-formelen:

y(x)= e‘F(X)(J' x.eF(X)dx+C) = e'”x(j xe'”xdx+C)

:x(] X-%dmcj:x(j 1+ C) = x(x+C) = x4 Cx
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Finner C ut fra startbetingelsen:

y(2)=10 < 2°+2C=10 < 2C=10-4=6 < C=3
Da blir

y(x)=x*+3x.

Oppgave 2e

X-y'=y+x°cosx, y(z)=n
Dette er en linezr likning, men jeg ma dele pa x og flytte ledd for a fa den pa standardform:

X-y'=y+x°cosx < y'—i-y: X-COSX.

X
Finner hjelpefunksjonen
1
F(x)=| ——dx==Inx.
(%)= ~dx==Inx

Da er lgsningen

y(x)ze‘F(X)(I x-cosx-eF(x)dx+C)=e'”X(I x-cosx-e'”xdx+C)

:XU X-cosx-idx+Cj:x(I cosxdx+C)=x(sinx+C)

X
Finner C:
y(r)=n o AF(sinz+C)=f < 0+C=1 & C=1.
Da blir
y(x)=x(sinx+1).

Oppgave 2f
dy _2x dy 1 1 o
X—+y=¢ &S ——+—y=—e", 1)=0.
dx Y dx xy X y()

Finner hjelpefunksjonen
1
F(x)=| =dx=Inx
(x)= ] <ox=Inx
slik at lgsningen av differensiallikningen blir
y(x)=e" U L e2reFtgy 4 C] —e "™ U Le2engy Cj.
X

X
Men
e =x,
slik at
e =(e") " =x L
X
Da blir

y(X)=e"”XU %e‘zxe'”xdx+c]=lu 1o .xdx+Cj=§(j e‘zxdx+C)

x\7 x
:l(ieZHCJ
X\ -2
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Finner C:
y(1)=1 ie‘“+C :—le‘2+C=0 o Czle‘z.
1\ -2 2 2
Da blir
1 1 —2X 1 -2 1 -2 -2X
X)==|-—=e“+=e" |=—(e"—e).
y( ) x( 2 2 j 2x( )
Oppgave 2g
Xy'+y=e* < y‘+%y:%e‘x, y(1)=0.

Finner hjelpefunksjonen
1
F(x)=| =dx=Inx.
()= -
Lasningen av differensiallikningen blir
_ 1 1
X :eF(X)( eF(X)-—exdx+Cj:e'“X( e'”x—exdx+CJ
y(x) [ e [ e

= x‘l(f x-%e‘xdx+C] :i(j e‘xdx+C) :é(—e‘X +C)

y(1)=0 < %(—e1+c)=o o C=e'.

y(x)==(e*-e)
X
Oppgave 2h
ﬂ+2y220 = ﬂ:—Zyz = d_¥:_2d)(
dx dx y

j%zj—de o —%:—2x+c.

y(1):_% = —ilz—2-1+C & 2=-2+C < C=4.
2
Da blir
—l:—2x+4 & Y= ! :
y 2x—-4
Oppgave 2i
dy 3
— 42y =¢e"*,
dx y

F(x):j 2dx = 2x

y(x)=e™ (I e . e¥dx + C) =g (J. e *dx + C) =g (—e’X + C) =—e > +Ce ™.
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y(O =0 & -e"+Ce’=0 & -1+C=0 < C=1

y(x)=-e¥+e? =e?(1-e).

Oppgave 2j
% —2xy = xe¥ .
Dette er en lineer likning. Finner hjelpefunksjonen:
F(x) :_[ —2xdx = —x°.
Da blir lgsningen av likningen
y(x)=e" (j xe* e Mdx + C) =¥ (I xeX e X dx + C)

—e* (I xdx+C):eX2 (4x*+C)

Finner C:
y(0)=1 < e°(3:0°+C)=1 < C=1.
Lasningen blir
y(x)=e* (1x* +1).
Oppgave 2k
Likningen er separabel:
dy 2 dy
— =2X — = 2xdx
dx ¢ 2
.fd—g:.[Zxdx o -1oy.c.
y y
Finner C:
y()=2 < —l=12+C = C=—1—£=—§.
2 2 2
Lasningen blir
1 , 3 1
——=X"-= & X)= :
Oppgave 21
xz-d—y+x'y:x—l = d—y+£y:£—i2.
dx dx x X X

Danner hjelpefunksjonen
1

F(x)=| =dx=Inx.
(x)=] =

Da er lgsningen
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eI ey oes
:%U (%—%)de-ﬁ-Cj :%U (1—%jdx+cj :%(x— Inx+C)

Finner C:

y(1)=0 < %(1—In1+C):1—O+C=O & C=-1.
Da blir

y(x):i(x—lnx—l).

Oppgave 2m
Velger a oppfatte likningen som separabel (den kan ogsa oppfattes som linezr):
dy dy  xdx
X +ly'=xy o (X¥+1)ZL=xy o L= :
( ) =Y ( ) ax y x*+1

Integrerer begge sider:

dy X
I 7_"‘ x2+1dx'

For & integrere hgyre side, innfgres substitusjonen

u=x’+1 < 3—u=2x < xdx=21du.

X
Da blir
1
J-ﬂ:_[idu = In|y|:%ln|u|+InC:In\/x2+1+InC:In(C\/x2+1).
y u .

Altsa er

y=Cvx*+1.
Finner C:

y(O):3 < CVY0P+1=3 < C=3.
Da blir

y(x)=3Vx% +1.

Oppgave 2n
y'(x)+(cosx)- y(x) = cosx
Dette er en linezr 1.ordens likning. Finner hjelpefunksjonen:

j cosxdx =sinx.
Da er lgsningen

y(x)= e‘Si”X(I cosx~es‘”xdx+C) .
Laser integralet ved hjelp av substitusjon:

) du
u=sinx < d—:cosx < du =cosxdx
X
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Da blir
I cos x - " dx =J' e'du=¢e"=e
slik at
y(x) =g i (_[ cos X - e"*dx + C) =e "X (g 4 C)
=g MMy CeM =14+ Ce "
Setter inn startverdiene:

y(0)=0 < 1+Ce ™ =0 < 1+C-1=0 < C=-1
Lasningen blir da

sin x

y(X)Zl—e_Sinx
Oppgave 20
y'=¢’ o ﬂ=e_ & eldy =e'dx
dx e’
Integrerer:

J'eydyzjexdx & e'=e"+C.

y(0)=2 & e*=e"+C & C=¢e"-1.
Da blir

e'=e*+e2-1 < y=In(e*+e?-1).

Oppgave 2p

2X 3%
X +1)y'+2xy =3x*> < y'+ =

( )y y Y T

Finner farst hjelpefunksjonen

F(x):j Xzzildx= (L—u: In|u| = In(x2 +1)

(bruker substitusjonen u=x*+1 < j—u =2X < du=2xdx).
X

Daer

2 2 2 2
y(x):eF(X)U 3X ~eF(X)dx+CJ=e_In(X +1)(J‘ 3X 'eln(x +1)dX+Cj.

x*+1 x*+1
Men

eIn(><2+1) _ X2 +1

slik at
e—ln(x2+l) _ (eln(xzu))_l _ (XZ +1)—1 _ 1

X2 +1

Da blir

1 3x* 1 1
y(X): X2 +1[I ?Z:\l.NdX—I_CJ: v +1(I 3X2dX+C): - +1(X3+C).
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_ 3 _ _

y(0)=1 < m(0 +C)=1 < C=1.

Daer
x*+1
X)=

y() x? +1

Oppgave 2q

sinx  tanx

y =
COS X COS X
Dette er en linezr differensiallikning som lgses med formel. Finner farst

F(x)=j ﬂdx:j ﬂ:—In|u|:—ln(cosx)
COS X u

der jeg har brukt substitusjonen

y-CosX+y-sinx=tanx < y'+

du . .
U=CoSX =— d—:—smx & sinxdx=-du.
X

Absoluttverditegnet kan droppes fordi cosx >0 nar —+7z < x <37z . Dablir

tan x tan x
y(x):eF(x)(j 'eF(X)dX-l-Cj:eln(COSX)(J. 'eln(COSX)dX-i-Cj

COS X COS X
Men
_ -1 -1 1
eln(cosx):COSX N eln(cosx):(eln(cosx)) I(COSX) — ’
COS X
slik at
tanx 1 sin X —du
y(x)=cosx(j—-—dx+Cj:cost 5 dx+C):cost —+C
COSX COSX COoS” X u

:cosx(—j usdu+C):cosx(—_i2u2+C):cosx(%- 12 +C]
cos? X

1
=+.——+Ccosx
oS X

1
y(0)=0 & 3 —-+Co0s0=0 & 3+C=0 & C=-1.

Dermed har vi lgsningen

1 1 cos’x 1-cos*x ,sin®x .
y(x)=%-——%cosx:%( - =1 =1 =1sinx-tanx.
COS X COSX  COSX COS X COSX
Oppgave 3
dx .
P —=2x"-x, lim x(t) =1
dt toow

Her er t den fri variable og x den funksjonen vi skal finne. Da er likningen ikke lineer siden vi

har et x*-ledd. M4 derfor separere:

t2%=2X2—X SN ?X :d—zt
dt 2X°—=x t

Delbrgkoppspalter venstre side:
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1 1 A B
> = =4
2x*—x  x(2x-1) x 2x-1
_A(2x-1)+Bx _(2A+B)x—A

x(2x-1)  x(2x-1)
Sammenlikninger koeffisienter i telleren:
-A=1 & A=-1

2A+B=0 & B=-2A=2

Da far vi
dx dt -1 2
= 5 < —+ dx = | tdt
J. 2X% — X t? J.(x 2x—1j I
Integrasjonen blir enklest dersom vi benytter at
2 1

2x-1 X -3
Vi integrerer, og far

—In|x|+In|x -4 =—t7*+C
1

=—+C

X t

Na er det enklest & finne C far vi gar videre.
Né&r t — oo, vil £ — 0 slik at

1
X—%

In

_1
In—2=0+C < In(3)=C < C=-In2
Altsa er
x_1 x_1
In : =—1—In2 < In 2l+In2=-=
X t X
2(x—1 _ 1
o m2oE) 1 |2 1‘: :
X X
Na vet vi at nar t — oo vil x — 1. Da er bade teller og nevner i brgken
2x -1
X
positive, slik at vi kan slgyfe absoluttverditegnene. Na kan vi finne x:
2ot o clmxet o (Z—e’%)x:l & Xx= l_;
X 2—¢e'!
Oppgave 4

a) Bruker delvis integrasjon to ganger:

J.e‘costdtzetcost—j et(—sint)dt:e‘cost+J' e'sintdt
Videre er

u' Vv u Vv u v'
'[e‘sintdt:etsint—'[ e' cost dt
Sl&r sammen:
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_[ e' costdt = e cost+J' e'sintdt
_[ e' costdt = e cost+(e‘sint—j e‘costdt)
ZI e'costdt =e'cost +e'sint

j e' costdt = 2e'(cost +sint)+C

Her er en integrasjonskonstant fayd til.

Nar f (t) er vannstrem inn og g, =k -y er vannstrem ut, blir gking av vannmengde pr
tidsenhet
f(t)—a,=ft)-k-y.
Men endringen av vannmengde i bassenget pr tidsenhet er
av _d(Ay)_,dy

dt  dt dt
siden A er konstant. Settes disse to uttrykkene lik hverandre, far vi
f(t)—ky = A ‘;y

Under konstante forhold er

%—Yzo o f(t)-ky,=0 < y,= =

Av b) far vi ved innsetting av de gitte stgrrelsene

dy dy
(2-cost)-1-y=1—2 < +y=2-cost.
y dt dt y=

Nar t =0, er f(t) fremdeles lik 1.0 m%/s, slik at
(0)=

ifglge ¢), med k =1.

<
[EEN

Likningen lgses med formel: Finner farst hjelpefunksjonen
= [ 1dt=t.
Daer
(j e"(2-cost dt+C) t(j et(2—cost)dt+C)

—e (I 2¢e' dt —I e' costdt) +Ce =g (Zet —%et (cost + sint)j +Ce™

=2 —%(cost +sint)+Ce™

Finner C ved & benytte at y(0)=1:
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y(0)=1 < 2-1(cosO+sin0)+Ce’=1

& 2-3(140)4C1=1 & C=1-2+i=-1
Altsé er

y(t)=2-%(cost+sint+e™).

e) y(t) er starst nar

Yo o —4(-sint+cost-e*)=0
dt

som gir
sint—cost+e™" =0.

Vi definerer
. " dF . S
F(t)=sint—cost+e™ = E:cosusmt—e .

Ifalge rekursjonsformelen fra Newtons metode blir

=t _Mzt _Sintn—costn+e*tn
1= ; : _
F(t,) cost, +sint, —e™

n+

Starter med t, = 7, og far

sinrt—-cosr+e”
t=m— - — =7 +1~4.14159
cosrt+sinr—e”

t, =3.93749 etter ssmme framgangsmate.

t, =3.94073 etter samme framgangsmate.

Altsé er
t=3.94

Figuren nedenfor viser nivaet y som funksjon av t (tykk strek), sammen med grafen av
vannstrgmmen inn

f (t)=2-cost.
Vi husker at vannstrammen ut har samme tallverdi som y. Vi ser (som ventet) at nivaet y
gker sa lenge vannstrgmmen inn er stgrre enn vannstrgmmen ut, og far sin starste verdi
nar vannstrgm inn er lik vannstrgm ut. Dette inntreffer litt etter at vannstrgmmen inn har
nadd sin starste verdi. Vi ser ogsa at stgrste verdi av vannstremmen ut er mindre enn
starste verdi for vannstrammen inn. Dette betyr at bassenget vil dempe og forsinke
flommen.
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Oppgave 5
a) y(t)=30+30e* —40e"

Deriverer for a finne minimumspunktet:

3—1’ =0+30(-0.2)e°% —40(-0.1)e°" = —6e ** + 4¢°%

Ekstremalpunkt nar

3—3: =0 < —6e*+4e7"=0.

Likningen lgses enklest etter at den er multiplisert med e**':
(_6e70.21 n 4e—0.1t)'eO.2t -0
0.1t 0.1t 0.1t
—6+4e"=0 < 4e7'=6 <& e =2=3

4
0.l1t=In(3) < t=10-In(3)=~4.05

Sjekker at dette virkelig er minimumspunk:

2

‘ltz’ = (=6)(~0.2)e 0% + 4(-0.1)e % =1.0e% _ 0 4%
Setter inn

t=10In(%)
og far

(jjig/ 12 ~0.210I(3) O.4e—o.1-10|n(g) _ 1.2e—2In(%) _ 0.4e—ln(%)

3) n(2 -1 _ _
=1.2(e") " —04(e"?) =1.2(3)" —04(3) " =12-2-04-2=250

Siden den andrederiverte er positiv nar den deriverte er lik null, har vi funnet et
minimumspunkt. Der er temperaturen (malt i grader)

Yo =30+306 ) 406 —30 4 30(3) " - 40(3)* =% ~167

Her har jeg har “stjalet” mellomregninger fra utregningen ovenfor.

Videre ser vi at \
) y(t)
lim y(t) =30 i
slik at y =30 blir en asymptote. 30T
20—\_////
Grafen blir da som vist til hgyre: T
10T
0 - | ' | ' | — -
0 5 10 15 20t
b) d—yz—ky S ﬂz—kdt
dt y

Integrerer begge sider:
Iny=-kt+C, < y=e'"“"“=¢g™.e%=Ce™
Finner C:
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y(0)=20 < C-e°=20 < C=20
slik at
y(t)=20e™
Finner k:
y(5)=121 < 20e™* =121
e =121 _0605 o k= ~1In0.605=0.1

20

d “a
d—i/:—ky+3(1—e t)

Ordner som en lineer differensiallikning, og setter inn de gitte konstantene:

dy _at dy ~0.2t

—=-ky+3(1-e < —+01ly=3(1-e"

G- rsl-et) e 0y =3(i-e)

Dette er en linezr likning som Igses med formel. Finner farst
F(t)=] 0.1dt=0.1t

og far na

y(t) _ e—F(t) (J‘ eF(t) »3(1—e‘°'2t)dt n C) —gou (J‘ g0t _(3_3e—o.zt)dt +C)

_ g0t J‘ 3e0.ltdt_.[ e 0Ugt £ C | = e 0U ieo.u _ 3 e 0t o
0.1 -0.1

=30+30e %% + Ce ™"
Finner C:
y(0)=20 < 30+30e°+Ce’=20 < C=20-30-30=-40
Altsa er
y(t) =30+ 30e %% — 40e "

Dette er samme funksjon som i a). Vi kan derfor si at minimumstemperaturen i hytta blir
16.7 grader, og at temperaturen aldri kan overstige 30 grader.

I praksis kommer ikke temperaturen opp mot 30 grader, fordi formelen for energitilfarsel
ikke gjelder lenger nar sola gar ned.

Dersom det i det hele tatt skal eksistere en grenseverdi, ma y ga mot en fast verdi nar
t — oo. Fysisk innebarer det at temperaturen i hytta neermer seg en konstant verdi.
Daer

a_,
dt

Videre vil e® —> 0 nér t — o, slik at vi far
dy 3 3
Y0 o -ky+31-0=0 & y=2="2-30,
dt y YTy =

Dette stemmer med resultatet fra a).
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Oppgave 6
a)

Av figuren ser vi at sideflaten er et parallellogram som har areal
a+(a+y)  2a+y
2 2
Da blir volumet
V=A-a=(a+iy)y-a=a’y+iay’.

A=

y=(a+3y)y

2 : d
b) ”Hvor fort vannhgyden gker” ma oppfattes som verdien av starrelsen d_i/

Av oppgaveteksten vet vi at
v _ 0.001 m®/s
dt

Vi deriverer formelen for volum med hensyn pa tid, og far

v _dv dy =(a*-1+1a- 2y)OIy (a® +ay)ﬂ.
dt  dy dt dt dt
Setter a=1m, y=0.25m, og, og far
y__1 vV : 1 -0.001 m®/s
dt a’+ay dt (1 m)” +(1m)(0.25 m)
-1 ~-0.001 m*/s=8-10"* m/s
1.25m =
cl) Frab) vetviatnar a=1, blir
dv dy
- = + 7
dt ( y) dt

Men ut fra opplysningene i oppgaven kan vi ogsa sette
— =0, — G, =0.001-0.001y = 0.001(1-y).
Kombineres dette, far vi

L+ y)% - 0.001(1-y)

c2) Denne differensiallikningen er separabel:
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(1+ y)% =0.001(1-y) < T—ydy =0.001dt
-y

Omformer venstre side for & kunne integrere:
y+1_ (y-1)+2 _q, 2
y-1 y-1 y-1
Integrerer:
[ Y gy = [ 0.001ct
1-y

j 1dy + j ﬁdy: j 0.001dt

y+2In)ly-1=0001t+C < y+In(y-1)"=0.001t+C
Setter y=0 nar t=0, 0g far C=0.
Altsa er

y+ In(y—l)2 =0.001t

(som det ikke er mulig a lgse uty av).

c3) Vannhgyden nar sin stgrste verdi nar det renner like mye ut som inn, d.v.s. nar
0.001y =0.001 < y=1.
Vannhgyden nar halvparten av denne verdien nar
1 ) L 12
t=o=(y+in(y-1) }=1000(%+In(%-1)’)
=1000(4 +In(4))=500-1000In4

Oppgave 7
a)  Nar baten har konstant fart v, =10m/s, er

motorkraften motsatt like stor som
friksjonskraften slik at

F =kv, =500-10N=5000N .
Videre avtar kraften lineaert fra 5000 N til O
N pa 5 sekunder, slik at stigningstallet blir

w =_—1000N/s
5s _—

Vi far at
F (t) =5000-1000t .

b) Setter opp Newtons 2. lov:

F()+F, =m-a < (5000—1000t)—500v:1000%.

Forkorter og ordner:

ﬂ+%\/:5—t med startbetingelse v(0)=10.

dt
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Dette er en lineer, 1. ordens likning. Hjelpefunksjonen blir
F(t)=] 4dt=1t
slik at
v(t):e%t(.f eét(S—t)dt+C)=egt((14—2t)e5t+C):14—2t+Ceét
Finner C:
v(0)=10 < 14-2.0+Ce"=10 < C=-4
Altsa er
v(t)=14-2t—4e* ndr 0<t<5.

Nért>5, er F(t)=0. Da blir differensiallikningen

F(t)+F,=m-a < 0-500v=1000- 3 o F__V
dt a2
Oppfatter likningen som separabel.
dv_ v dv  dt
—_— = 5 —=—-—
dt 2 Vv 2
Integrerer, og far
1t+C,

— _1 _1
Inv=-1t+C, < v=e: " =e?.e2=Ce"

Startverdien er lik farten nar t =5s:
v(5)=14-2.5-4e*° = 4(1—e’%)
Daer
Cei=4a(1-e?) o c,=4(1-¢%).et=4le

NS

1),

Altsa blir
v(t)= 4(e?—1)e® nart>s5,

Grafen til farten blir da slik:

10

A v(t)

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.

Side 103



Matematikk for ingenigrer.
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Oppgave 8
a) Newtons 2. lov er

F=m-a=m ﬁ
dt
Siden F er rettet mot bevegelsesretningen, far vi ved innsetting av de gitte opplysningene
(ser bort fra benevning):

dv

—10v—v?® =100 100ﬁ+10v+v2 =0.
dt dt

b) Likningen er separabel:

1002 - _(1ov+v?) & L

dt 10v+v 100

Integrerer begge sider. Venstre side krever delbrakoppspalting:
1 1 A B

= :—+—
10v+v? v(v+10) v v+10
_A(v+10)+Bv _(A+B)v+10A

v(v+10)  v(v+10)
Sammenlikninger koeffisienter i tellerne:
10A=1 & A=

A+B=0 < B=-A=-1

10

Daer
J. 1 dv—ij.ldv—i 1 \;
10V + V2 107 v 107 v+10
:i(lnv—ln(v+10)):iln( v j
10 10 v+10

Her benytter jeg at v > 0. Integrerer ogsa hayer side, og far

iIn LA P t+C, < In v :—it+C
10 (v+10 100 v+10 10
der C,=10C.

Siden v(0) =10, blir

In 10 :—i-O+C1 < C/=In 1 =-In2.
10+10 10 2

Altsé blir

Y =—ttm2 o mn[—Y")im2=-"¢
v+10 10 v+10 10

2V 1 2V _1q
< n = t < =e v

v+10) 10 V+10
Lagser ut v:

_10e™ 10
2-e ed' -1

2v=(v+10)e'$t o (2-e®)y=10e" o v(t)

Grafen blir da slik:
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Oppgave 9
a) Differensiallikningen blir
dv

—=10-v, v(0)=0.

Terminalfarten finnes av
10-v,=0 < v,=10.

Da blir
u=10-v < v=10-u = ﬂ:_d_u.
dt dt
Setter inn i differensiallikningen:
—d—u:u = d—u:—dt
dt u
Integrerer:
d—u:—j dt < Ihu=-t+C, < u=e"“=Ce".
u
Daer

v=10-u=10-Ce™".

v(0)=0 < 10-C-1=0 < C=10.
Lasningen blir derfor

v(t)=10-10e™ =10(1-e").

b) Differensiallikningen blir
%:10—%\/2,\/(0):0,

Terminalfarten finnes av

10-4v?=0 < v?’=100 < v, =10.
Da blir

u=10-v < v=10-u = ﬂ:—d—u.

dt dt

Setter inn i differensiallikningen:

—z—::lO—%(lO—u)z:10—%(100—20u+u2):ZU—AUZ.

10

Dette er en separabel likning:
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W g e M g
2u—ss5u u®—20u

Integrerer'

j 20u J'dt N j - 20 —L1t+C,.

Delbrgkoppspalter (hopper over detaljer).

1 _
J'd—u=f( 20 jdu_ Linju-20/-%Inu= 1In(20 uj
u(u-20) u-20 u u

der jeg har benyttet at 0 <u <10. Samler tradene:

2_10|n[20—UJ=%t+Cl o |n(20_“j=2t+20c1 o DU_ g _cen
u u u

Finner C ved & benytte at v(0)=0 < u(0)=10-v(0)=10, slik at
20-10

=C1 & C=1.
10
Da er
20—(10-v
#zeﬂ o 10+V=e2t < 10+v=10e* —e*.v
10-v 10-v

a a2t
e v(l+e*)=10(e"-1) < v(t):lol(ieml)zlol(ieit)

Differensiallikningen blir

dv
EZZO—V—%VZ, v(0)=0.
Terminalfarten finnes av

20-v,—£v?=0 < v2+10v,—200=0

_ ~10£+/10° +4-2-200 _—10i30_{10

v 2 2 -20
Her er apenbart v, =10 den eneste brukbare lgsningen. Da blir
u=10-v < v=10-u = ﬂ:—d—u.
dt dt

Setter inn i differensiallikningen:
—Z—“_zo (10-u)—£(10-u)’ =10+u—£(100— 20u +u*) =3u - Lu’.

Dette er en separabel likning:
du du

— -t & ==dt
u-Lu’ u?-30u °
Integrerer'
B B
j 30u i dt < j o 30 Lt+C,.

Delbrgkoppspalter (hopper over detaljer):

J.d—u:.f( % —inu ZInju-30| -+ Inu—lln(3o_uj
u(u—30) u-30 u u

der jeg har benyttet at 0 <u <10. Samler tradene:
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%ln(?’o‘ujzﬁuq o |n(30_“j=3t+3oc1 o 07U _ e e
u u u
Finner C ved & benytte at v(0)=0 < u(0)=10-v(0)=10, slik at

010 ¢4 o c-2

10
Daer
30—(10-v
80-(10-V) o o 20HV o 04y 206t - 26% v

10-v 10-v

3t a3t
o vie2et)=20(¢ 1) o v(t)=2cl)(fze3tl)=202(i eit)

\'

Oppgave 10

b) X-y"-y'=1, y'(1)=1, y(D)=1
Setter z=y' < z'=y".
Da blir likningen

. Sl 1
X-2-2=1 & 1-—1=—
X X

Dette er en linezr likning som Igses med formel:
F(x)zf —ldx:—lnx
X

slik at

z(x)=e“"“X)U %e"“xdx+cl) U = —dx+Cj (I x‘zdx+Cl)

= x( L oy Clj = x(—£+Clj =-1+Cx
-2+1 X E—

Da blir
y:J zdx:j (-1+Cx)dx=-x+C,-1x* +C,.
Finner C, og C,:
y@D=1 & z0=1 & -1+C,-1=1 & C,=2.
y=1 & -1+C-1.1’+C,=1 & 1.2+C,=2 < C,=1.

Lasningen blir
y(x)=x*—x+1
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Oppgave 11a
y"+6y'+10y =0.

Dette er en linezr 2.ordens differensiallikning som lgses etter standard oppskrift:
A*+61+10=0
,_6%V6' 4110 64 62

2.1 T2 2
Lesningen kan skrives a mange former:

=-3+i

y(x) = Ae¥sin(x+¢) = Aecos(x +¢)=e"(C,sinx +C,cosX).

Oppgave 11b
4y"+4y'+17=0.
Den karakteristiske likningen er
407 +42+17=0

L AENH 4417 43416 14

—2+2i.
2-4 8 2 -
Ifalge “oppskriften” er den generelle Igsningen av differensiallikningen

X(t)=e*"(C,sin(2x)+C,cos(2x)) = Ae‘%xsin(ZX +9).

Oppgave 11c
y"+2y'+5y =10x.

Laser farst den tilhgrende homogene likningen. Den karakteristiske likningen blir

2+ .J4—
A +21+45=0 < l:#:—liﬁ.

Den homogene likningen har da lgsning
Y, (X) =™ (Acos(2x)+ Bsin(2x)).

Saker en partikulaer lgsning av samme form som hgyresiden, d.v.s. av formen

y,(x)=Cx+C, = y,'(x)=C, = y,"(x)=0.
Setter inn i differensiallikningen:

2C, +5(C,x+C,)=10x
(5C, —10)x+2C, +5C, =0

Dersom dette skal vare oppfylt for alle verdier av x, ma vi ha:
5C,=10 < C, =2

0g

2C,+5C,=0 < C,=-2C,=-2.2=
Altsa er lgsningen

y(x)=e™(Acos(2x)+ Bsin(2x))+2x—£.

|
BN
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Oppgave 11d

Side 109
2

LI L Sy

d? - dt

Dette er en inhomogen differensiallikning som har lgsning

X(t) =%, (t)+x, (t)
der x, (t) er lgsning av den tilhgrende homogene likningen mens x_ (t) er en partikulzr

lgsning. Setter opp den karakteristiske likningen for & finne x, (t):

—3++/3?-4. -3+
A2+31+2=0 o A= 3”?; 4-2 -3%1

2
o A=-1 4,=-2

Da blir
X, (t)=Ce™" +C,e™.

Praver en partikuler lgsning av samme form som hgyresiden i differensiallikningen:
X ()=A+At = x'(t)=A = x,"(t)=0

Setter inn i differensiallikningen:
0+3A +2(A +At)=-2t-2
< (BA+2A +2)+(2A+2)t=0

For at dette skal veere oppfylt for alle verdier av t, ma vi ha:
3A +2A,+2=0 1)

2A+2=0 & A =-1.
Setter dette inn i (1):

3(—1)+2AJ+2:0 < 2A0-1=0 & A
Daer

X(t) =% (t) X, (t) = Cleit + Czefzt +1-t

1
>

Oppgave 11e
y'+4y'+3y=¢e"
Den karakteristiske likningen er

-4+ 2_4. 4+
A 4441320 o o 2EVA-4-3 —At2

-1
2 2 {—3'
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor

Yy (X)=Ae* +Be™.

Siden e allerede inngar i yh(x), pragver vi en partikuler lgsning av formen
Yo(x)=Cxe™ < y,'(x)=C(l-e™+xe(-1))=C(1-x)e "

e y,"(x)=C(-1e™ +(1-x)e ™ (-1))=C(-2+ x)e”
Setter inn i den gitte likningen:

(C(—2+x)97{)+4(C(1—x)y{)+3Cx97{:97{

—2C+Cx+4C-4Cx+3Cx=1 < 0+2C=1 < C=1
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Den generelle lgsningen er derfor
y(x)=Ae™*+Be ¥ +ixe™.
Oppgave 12a
d?y _dy : dy
——-2—+y=2e, 0)=0, —(0)=1
i dt ) y(0) dt (0)

Laser farst den tilhgrende homogene likningen. Den karakteristiske likningen er
A?=22+1=0 = A=1 (dobbel rot).

Daer
yo (t)=(A+Bt)e'.

Siden bade €' og te' allerede inngdr i lasningen av den homogene likningen, praver jeg en
partikuler lgsning av formen

dy
y, =Ct%e' = d—tp:C(Zte‘+t2e‘):C(2t+t2)e‘
2

dyp:

dt?

C((2+2t)e' +(2t+17)e') =C(2+4t+1°)e
Setter inn i differensiallikningen:
C(2+4t+1*)e' —2C (2t +1* )e' +Ct’e' =2¢',

Forkorter bort €' og ordner, og ender opp med
2C=2 = C=1.
Altsa er

y(t)=(A+Bt)e' +t’%' = (;—{:(B+2t)e‘ +(A+ Bt+t2)eI

Bruker startbetingelsene til a finne A og B:
y(0)=0 = A=0.

%(O):l - B+A=1 = B=1-A=1.

Altsé er
y(t)=(t+t*)e".

Oppgave 12b
y'—y=e*+e’, y(0)=2, y'(0)=12.
Laser den homogene likningen farst. Der er den karakteristiske likningen
A-1=0 & A=#1
som gir lgsningen
Yo (X)=Ae*+Be™™ .
Begge leddene pa hgyre side av differensiallikningen er med i vy, (x) , slik at jeg praver en
partikuler lgsning
Yo (x)=Cxe*+Dxe* = y,'(x)=C(e*+xe*)+D(e*-xe),
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Side 111
y,"(x)= C(eX +(e¥ + xex)) + D(—e’X —(e* - xe’x))
=C(2+x)e"+D(-2+x)e”"
Setter inn i differensiallikningen og ordner:
C(2+x)e"+D(-2+x)e ™ —(Cxe" + Dxe*) =" +e”*
2Ce* Cx6° — 2De " 1Dxe* —CxE* —Dxe’ =¢* + e
(2C-1e™* +(-2D-De™* =0
Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av x, ma vi ha at:
2C-1=0 & C=1
0g
Lasningen blir da

y(x)=Ae* +Be” +1x(e"—e™).

Finner A og B fra startbetingelsene:
y'(x)=Ae* —Be " +i(e"+xe* —e " +xe ).
y(0)=A-e°+B-e"+0=2 < A+B=2
y'(0)=A-e"-B-e"+1(e°+0-e"+0)=12
< A-B=12

Legger disse likningene sammen, og far
2A=14 & A=7.
Av den farste likningen falger na
B=2-A=2-7=-5.
Altsa er lgsningen

y(x)=7e"—5e " +Lx(e"—e”).

Oppgave 12c¢

2

?Z(+4x:sint, x(0)=1, 3—:(0)=0.

Den tilhgrende homogene likningen har karakteristisk likning
A+4=0 o A=+2.

Lasningen av den homogene likningen blir derfor
X, =C, cos(2t)+C,sin(2t)

eller

X, = Asin(2t+¢)
eller

X, = Acos(2t +¢).
Saker en partikulaer lgsning av formen
. dx _ 2
X, = Acost + Bsint = —F=—Asint+Bcost =

X )
2') =—Acost — Bsint
dt
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Setter inn i den opprinnelige differensiallikningen:
(—Acost—Bsint) +4( Acost + Bsint) =sint

< (=A+4A)cost+(-B+4B-1)sint=0.

< 3Acost +(3B-1)sint=0
For at denne likningen skal vare oppfylt for alle verdier av t, ma vi ha
3A=0 < A=0
0g
3B-1=0 < B=1.
Dette gir
x(t)=C,cos(2t)+C,sin(2t)+1sint.
Finner C; og C, av startbetingelsene:

3—1( =—2C,sin(2t) + 2C, cos(2t) + 3 cost

x(0)=C,cos0+C,sin0+%-sin0=1 < C =1
%(O):—ch-sinOJrZCz-cos(O)+%-cosO=0
< -0+2C1+31=0 & C,=-%
Alt i alt blir da lgsningen
x(t) = cos(2t)—Lsin(2t) + $sint

Oppgave 13
2
d—Z +b- Yy +5y =0 der b eren positiv konstant.
dx dx
a) Setter opp den karakteristiske likningen
A +b-A+5=0
3 = —b+tvb?-4.5 —b++b®-20
2 2

For a fa en dempet svingning, ma vi fa et negativt tall under rottegnet:
b?-20<0 < b<+/20 (= 2\@) fordi b skal vaere en positiv konstant.

b) Setter b =4, og far

L TAENA 20 AxV4 42,
2 2 2 —

Lasningen av differensiallikningen blir da
y(x)=Ae™ cos(x+¢)

eller y(x)=Ae™sin(x+¢) eller y(x)=e*(Ccosx+Dsinx).
Velger den farste formen. Da blir
5,

dx
Setter inn startbetingelsene y(0)=0, (;—i/(o) =1 og far

(-2 cos(x+ @) + e (—sin(x+0))) = Ae* (—2cos(x+ ) —sin(x+¢)).
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y(0)=Ae?’cos(0+¢)=Acosp=0 < cosp=0 < o¢=x3ir.

%(0) = Ae?%(-2cos(0+¢)—sin(0+¢)) = A(-2cosp—sing) =1.
Vetat cos =0 og at sing =sin(+in)=+1, slik at
A(-2:0-(£1))=1 < FA=L

For & f& positiv A, ma vi bruke @ =—%n. Da blir A=1, slik at lgsningen blir
y(x)=e?cos(x—1m).

Oppgave 14
a) y'+4y'+4y=x+2

Finner farst lgsningen av den homogene likningen ved a lgse den karakteristiske likningen
44i+4=0 o (2+2)=0 o Ai=-2.

Da blir lgsningen av den homogene likningen
yy =(C, +C,x)e™*.
Ma finne en partikular lgsning av formen

Y, (X)=Ax+B = y'(x)=A = y,"(x)=0

Setter inn i differensiallikningen:
0+4A+4(Ax+B)=x+2 < 4A+4AX+4B=x+2

< (4A-1)x+(4A+4B-2)=0

Dette er kun oppfylte for alle x dersom
4A-1=0 & A=:

0g
4A+4B-2=0 < B=1-A

Lasningen blir da
y(X)=y,(X)+Y,(X)=(C,+C,x)e™ +4

+3X+

N

I
| &=

1
4"

b) y'+k-y'+4y=0

_k++k2_-4.
A+k-A+4=0 < A= ktvk'-4-4

=_—ki% k?-16.
2 2

Dersom k*-16<0 < —4<k <4 blir denne lgsningen av formen A = —1k tio der
o =1+k? -16. Lgsningen av differensiallikningen blir da

y(t) =e#(C,cos(at) + C,sin(at)).

Denne svingningen er dempet dersom k > 0. Altsa: Dempet svingning dersom
k(0,4).

Oppgave 15

d’y _dy
a +2—=+2y=0
) dt? dt y
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Den karakteristiske likningen blir
_2+ _
A4+21+42=0 & A*+21+2=0 & ﬁ=¥=—lii.

Dette gir
¥y (t)=e™ (Asint + Bcost).

3 2
LEAPLEPL

b
) dt®  dt®* dt
Den karakteristiske likningen blir
A+22°+24=0 < A(A°+21+2)=0 < =0 eller A=-1#i.
Dette gir
yy (t)=e" (Asint+ Bcost)+Ce™ =e™ (Asint+Bcost)+C.
Siden en konstant inngér bade i heyresiden av differensiallikningen og i y, (1), lar vi
y, (t) inneholde et ledd C,x. Videre ser viat e™* inngér som eget ledd i hgyresiden, men
ikke som eget, frittstdende ledd i y, (t). Vi prever derfor en partikuler lgsning av formen
y, (t)=Cit+C,e™.
dy _ d’y _ ’y _
d_tp=C1—C2e t o dtzp =Ce' = dt3p =-C,e’
Setter inn i differensiallikningen og ordner:
—C,e' +2C,e " +2(C, —Ce ) =1-¢"
-Ce'+2C =1-¢"
(-C,+1)e" +(2C,-1)=0
Dersom dette skal veere oppfylt for alle verdier av x, ma vi ha
-C,+1=0 < C,=1,
2C,-1=0 & C =1.
Vi samler tradene:
y(t)=y, () +y,(t)=e"(Asint+Bcost)+C + 5t +e
Oppgave 16
2
a) d—2/+Eﬂ+§y =0.
dt 3dt 3
Den karakteristiske likningen blir
2+2,.8 0
3 3
LoarTo% ur [F¥ ua f _usn (4
2 2 2 2 -3

Da har differensiallikningen lgsningen
y(t)=Ce“ +Ce ™.
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d’y 14dy 8 L dy(0)
—_—t 4 — :1—8 y O :0! :0'
g 3dt 3’ y(©) dt

Venstresiden er den samme som i a), slik at y, (t) allerede er funnet. Ma da finne en
partikulzr lgsning y, (t). Gjetter pd at y, (t) har ssamme form som hgyresiden, d.v.s.

dy d?y

t)=A+Be' = —L=-Be' = 4

Y,(t) dt dt’
Setter inn i likningen og ordner:

Be' +%(-Be"')+2(A+Be"')=1-¢"
(B-%B+&B+1)e" +(2A-1)=0
(-B+1e" +(2A-1)=0

Dersom dette skal vare oppfylt for alle verdier av x, ma vi ha:
-B+1=0 < B=1.
EA-1=0 < A=l

Da blir lgsningen
y(t)zcle"“+C2e’%t+e’t+§.

=Be™.

Bruker startbetingelsene for & finne C, og C,:

y(0)=C,-e°+C,-e*+e°+2=C,+C,+£=0. (1)
(;_i’ =—4Ce™ —%CZe’%t —e™.

dy(0

—yd(t ):—4cl-e°—§cz-e°—e°=—4Cl—%Cz—1=0- (2)

Multipliserer (1) med 4 og legger til (2):
4C,-3C,+5-5=0

10 36 _ —_3.9__
TC2+?_O = CZ_ 0 =

2 20

Av (1) far vina
—_C _4_2r_1_5_5__1
Cl_ Cz 8 20 8 40 40 40"

Altsa er
1 At 97 ot -t , 8
y(t)=—5e" —Ze > +e ' +3.

For kar 1 er
dv _d(Ax) _ dx_dx
dt dt dt dt
fordi A=1.
P& samme mate far vi for kar 2:
dv _dy
dt dt

For begge karene er

(jj_\t/ = vaeskestrgm inn — vaskestrgm ut .
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Da far vi:

Kar 1:
Vg
dt inn

cll) Siden vi skal komme fram til en andre ordens differensiallikning i y, er det naturlig &
starte med & derivere likningen for kar 2:
2

d—Z:%—Eﬂz(—x+ y+1—e‘t)—Eﬂ.
dt= dt 3 dt 3 dt

Na gjenstar det a kvitte seg med x. Det oppnar vi ved & omforme likningen for kar 2:
dy 11 dy 11
dt 3 dt 3

Setter dette inn, og far:

2
M=[ dy 11 j+y+l—e‘t 110|y:—Eﬂ—ﬁwl—et

a U dt 37 “3dt 3dt 3
2
dz Eﬂ § =1-e"
dt 3dt 3

clll) Fradel b) av oppgaven vet vi at
y(t)=—te™ -Ze S pet 42,

Na finner vi x(t) enklest av likningen

dy dy
sz—ls—ly = x(t):a#—;y.
x(t) = (—%(—4e““)—§—g(—§e_%t ) - e“)+ 1—‘,31(—4—10e‘4t ~Ze ety %)

4t | 9 5t ot 11 4t 995t 1t 11
+1Oe e e 209 -I-se +8

=1
- 10e 120

2
— 1 a4t 8laTst L 8-t 1
_1zoe 10e +3e +8

clV) Ved stasjonar tilstand ma det stramme like mye vaeske inn i som ut av karene.
Innstrgmningen til kar 1 er

liml—et'=1.

towo

Da ma ogsa utstramningen av kar 2 veere lik 1, slik at
fy=1 & y=3.

Videre ma gjennomstrgmningen gjennom fra kar 1 til kar 2 veere lik 1, slik at
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x-y=1 & x=l+y=1+3=2%.

Begge disse grenseverdiene stemmer med lgsningene ovenfor nar t — oo

Oppgave 17
a) Newtons 2. lov gir

> F=ma

Siden legemet beveger seg langs x-aksen, er vi kun interessert i krefter langs denne aksen.
Da far vi:
2
10-10% = . 9%
dt dt
. d?x . .
der vi har benyttet at a = Pt Setter videre m =5 og ordner, og far

2
10-10% _5.9°X
dt o dt

2
LWL
a2 dt

b) Likningen kan lgses pa flere mater, for eksempel ved & innfare
dx dv  d*x
V=— & —=—fr
dt dt  dt?
og omforme til en linear 1. ordens differensiallikning. Jeg velger imidlertid & beholde
den som en linear 2. ordens differensiallikning med konstante koeffisienter. Setter opp
den karakteristiske likningen:

A+21=0 < 1,=0, 4, =-2.
Dette gir at den homogene likningen har lgsningen
X, (t)=Ae” +Be™ = A+Be™ .

Siden en konstant inngar i x, (t) praver jeg en partikulaer lgsning

dx, d’x,
x,(t)=Ct = " cC = i 0
Setter inn i likningen:
0+2C=2
som gir
Cc=1.
Altsa er

x(t)=A+Be™ +t.
Finner A og B ut fra startbetingelsene:
x(O):A+B-e°+O:O < A=-B
d—X:—ZBe’2t+1 o %(O):—ZB-eHl:S & B=-2.
dt dt
Altsa er
A=-B=2,
slik at lgsningen blir
x(t)=2-2e* +t.
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Oppgave 18

a)

b)

Newtons 2. lov gir
2

F-k-x=m-a < m-d—;(+k-x= Fe.
dt
2x
Her har jeg sattinnat F =F,-e™" og at a =F'
Innsetting av oppgitte tall gir na (ser bort fra benevning):

2 2
10.-9% 1 30.x=406" o LX gc-ge.
dt dt

Dette er en inhomogen likning, der lgsningen er av formen
X(t) =%, (t)+x, (t)

der X, (t) er lgsningen av den homogene likningen. Den karakteristiske likningen blir
A243=0 < A=j-3.

Da kan vi skrive

X, (t) = Acos(\/§t+(p).

Praver en partikuler lgsning

d
xp(t)=Ce’t = —tpz—Ce’t - P —Ce™.

Innsetting i likningen:
Ce'+3-Ce'=4e".

Trekker sammen og multipliserer med €', og far:
4C=4 & C=1.

Altsa er den generelle lgsningen
x(t)= Acos(\/gt + go) +et.

Ma finne A og ¢:

?j_)t( = —\/§Asin(\/§t + (p) —e™,

x(0)=Acosp+e’=0 < A:—i.
Cos@
%(0)=—\/§Asingp—e°=0 N Asingo=—i
dt J3
Setter inn
Ae__ L
CoS @
og far
—«@[—Ljsin(p—lzo o tan(p:i
Cos @ J3

S p=ir vV @=tr-m=-37
For a fa A positiv, ma vi velge
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€0=—%7T’
som gir
Ae_ 1 1 2
cos(~37) 1B 4B

Altsa er lgsningen
2
—cos(\/§t —%n) +e.

x(t)= N
Alternativt kan vi skrive

X, (t) = Acos(\/ét) - Bsin(\/gt)
som gir

x(t)= Acos(\@t) +Bsin (\/§t) +e

og
3—): = —J/3Asin (\/§t) ++/3B cos(\/§t) —e.

Setter inn startverdiene:
x(0)=Acos0+Bsin0+e’=0 < A+1=0 < A=-1

09
d—X(O):—\/§AsinO+\/§BcosO—e°:0 o V3B-1=0 o B=—.
dt NE
Da blir
_ 1 -t
x(t)——cos(\@t)+ﬁsm(\@t)+e .

Disse lgsningene er ekvivalente fordi

icos(\@t - %7[) = i(cos(\/§t)cos(—%7z) —sin(+/3t)sin (—%72’))

3 V3
= %(cos(\@t) : (—%\/5) —sin(</3t)- (—%))
=—COS(\/§t)+%5in(\/§t)
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6. Tillegg.

6.1. Lgsing av lineaere fgrste ordens differensiallikninger.

Vi skal na utlede formelen for lgsning av den lineare farste ordens differensiallikningen
y+ f(x)-y=9(x) 1)

Vi skal da benytte et trick som er ganske vanlig ved lgsning av differensiallikninger. Vi skal

multiplisere (1) med en integrerende faktor, d.v.s. en faktor som gjar likningen lettere 4 lgse.

La oss kalle denne faktoren ,u(X), 0g se om vi kan finne en gunstig form for denne faktoren.
Nar du multipliserer likningen (1) med denne faktoren, far du
(v £ (x)y)-2(x) = 9(x)- ()
g
Y u(x)+y- F(%)-u(x)=9(x)- u(x)

%/_/
Kan denne faktoren
settes lik z'(x)?

Og na kommer ngkkel-spgrsmalet: Kan vi bestemme y(x) slik at
f(x)-u(x)=p'(x)? 2)
Hvis vi greier det, kan likningen skrives
Y u(x)+y - (x)=9(x)- u(x)
< (y-u(x)'=9(x)-u(x)
Her har vi brukt formelen for derivasjon av produktet vy - ,u(x) .

Na kan vi integrere begge sider, og far:
y~y(x)=J' g(x)- u(x)dx+C

= y:—x(I g(x).ﬂ(x)dx+C) ©

N& gjenstar "bare™ & bestemme (). Det kan vi gjare ut fra (2):

F () u(x) = (%)

Vi setter

dx
Da kan (2) omformes til

f(x)-,u(x):dl;—f(x).

Men dette er jo en separabel differensiallikning. Vi deler pa y(x) og ganger med dx, og far

du(x) = f (x)dx

#(X)

Vi integrerer pa begge sider, og far
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Iny(x):j f (x)dx (4)
som gir

/j(X) _ ej f(x)dx _ eF(X)
der

F(x)=f f (x)dx.
Dette settes inn i (3):

y= 1 (I g(x).ﬂ(x)dx+C): L (I g(x).eF(x)dx+C)

u(x) eF 0

—e ™ (I g(x)-e™Mdx + C)

som jo er den formelen vi skulle komme fram til.

Hvorfor kan vi se bort fra integrasjonskonstanten i (4)? La oss se hva som skjer dersom vi
skriver (4) pa formen

In 2(x) :I f(x)dx+C,
som gir

=g .o ()

Se hva som skjer videre hvis vi setter (5) inn i (3):

- . = 1 F(x)  aCu
y—ﬂ(x)(Jg(x)-y(X)dx+C)_W(jg(x).e o)
=e. ei-u (eC“J. g(x)'eF(x)dX+C):e‘F(x)“ g(x)-e"™ dx+ ecc:ﬂj

Poenget er at siden C, er en konstant, kan e“ settes utenfor integraltegnet og forkortes bort.

Videre far vi brgken
C

X

som jo er bygd opp av bare konstanter og trygt kan erstattes av en enkelt konstant C. Og da er
vi tilbake til den gode gamle formelen.

6.2. Lineeert (u)avhengige funksjoner. Wronski-determinanten.
Vi har tidligere sagt at to funksjoner yl(x) 0g yz(x) er linezert avhengige hvis og bare hvis

det eksisterer en konstant a slik at y,(x)=a-y,(x). Dersom det ikke fins noen slik konstant,
er de to funksjonene lineaert uavhengige.

Definisjonen ovenfor egner seg ikke dersom vi har mer enn to funksjoner. Som en innledning
til en mer generell definisjon, omformer vi definisjonen slik:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 122

Na kan vi lett generalisere til mer enn to funksjoner:

Denne definisjonen er imidlertid lite egnet til praktisk bruk. Vi bruker heller kriteriet
nedenfor:
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Jeg skal gi et kortfattet og noe ufullstendig bevis for at setningen holder. Jeg skal begrense
meg til & se pa lineaer (u)avhengighet for tre funksjoner, men beviset kan lett generaliseres til
n funksjoner.

Vi skal prove a finne tre tall a,, a, og a, slik at
a1y1(x)+ azyz(x)+ asY3(X) =0.

Deriverer denne likningen to ganger:
aiylu(x) +a,Y, '(X) + a3Y; l(X) =0
ay "(X) +a,Y, "(X) + &Y, "(X) =0

Na har jeg tre likninger som jeg kan bruke til & finne de tre ukjente tallene a,, a, og a,. Men

dette er et homogent likningssett. Fra teorien for slike likningssett vet vi at likningssettet har
lgsning forskjellig fra a, = a, = a, =0 hvis og bare hvis determinanten til koeffisientmatrisen

er lik null. Men determinanten til koeffisientmatrisen er jo nettopp lit Wronski-determinanten.
Dermed framkommer pastandene i setningen ovenfor.

Eksempel 6.2.1: Undersgk om funksjonene
Y, (%) =x°
¥,(x)=x-3
Ya(X)=x"—2x+3

er linezert avhengige.

Lasning: Vi setter opp Wronski-determinanten:
x> x-3 x*-2x+3
W(x)=[2x 1 2x—2
2 0 2

Beregner determinanten etter 3. rad, og far:
X—3 X*-2x+3 x> x-3

2X+2 2X ‘
=2((x=3)(2x+2)-1(x® = 2x +3)) + 2(x? -1- 2x(x - 3))
=2(2x% + 2x —6x— 6 — x? + 2x —3) + 2(x? — 2x2 + 6x)
= 2(—x*+4x-9)

Siden Wronski-determinanten ikke er identisk lik null, er de tre funksjonene linezert
uavhengige.

W(x)=2

Eksempel 6.2.2: Undersgk om det er mulig a velge a slik at funksjonene
Y, (X) = x* =3x
Y, (x)=2x-1
y;(x)=ax* -3

blir linezert avhengige.
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Lasning: Vi setter opp Wronski-determinanten:
x> —3x 2x-1 ax*-3
W (x)=|2x-3 2 2ax
2 0 2a

2
=(x2—3x)‘2 2ax_(2X_3)2x—1 ‘-3
0 2a 2a

= (x* —3x)(4a—-0)—(2x-3)(4ax - 2a—0)+2(4ax’ — 2ax — 2ax” +6)

2x—-1 ax®* -3
2ax

= dax? —12ax —8ax® + 4ax +12ax — 6a + 8ax® — 4ax — dax? +12
=—-6a+12

Dersom funksjonene skal veere lineart avhengige, ma
W(x)=0 < -6a+12=0 < a=2.
For alle andre verdier av a er funksjonene linezrt uavhengige.

Kontroll: Ved innsetting ser du at nar a = 2, blir
ys(X)=2x*-3.
Vi kan nd finne tre tall a,, a, og a, slik at
ain(X) +a,Y, (X) + a3y3(x) =0
a,(x* +3x)+a,(2x-1)+a,(2x*-3) =0
(a, +2a,)x* +(3a, +2a,)x +(-a, —3a,) =0
Dersom dette likningssettet skal veere oppfylt for alle x, ma vi ha at

a+2a,=0
3a, +2a,=0
-a,—-3a,=0
Av farste og tredje likning far vi direkte at
a =—2a,
0g
a, =-3a,.

Disse to uttrykkene passer ogsa inn i den midterste likningen. Vi kan na velge a, fritt, og
velger for eksempel a, =-1. Dablir a, =2 og a, =3, og vi far at
ay, (X)+a,y, (X)+ a3y, (x) =2y, (X)+3y,(x) - y;(x)
= 2(x* —3x)+3(2x-1)—(2x* -3)
=2x* —6X+6x—-3-2x*+3

=0
som bekrefter at funksjonene er linezrt avhengige for denne verdien av a.

Wronski-determinanten spiller en viktig rolle i teorien for 2.ordens (og hayere ordens) lineare
differensiallikninger. Her er en liten smakebit:
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Det er rimelig & anta at nar vi lgser en 2. ordens differensiallikning, far vi en lgsning som
inneholder to ukjente konstanter C, og C,, rett og slett fordi vi ma integrere to ganger for a

komme fra y" til y. Det er heller ikke urimelig & anta at Igsningen kan skrives pa formen
y(X) = Clyl(x)+ Czyz(x) '

Anta at vi kjenner en start-tilstand y(xo) 0g y'(xo). Da kan vi sette opp likningssystemet
Y(Xo) = Clyl(XO)+C2y2(XO)
yl(Xo) = Clyll(X0)+C2y2 '(Xo)

Men dette er jo et likningssystem som vi kan finne C, og C, av, forutsatt at determinanten til

koeffisientmatrisen er forskjellig fra null. Men denne determinanten blir nettopp Wronski-
determinanten for y,(x) og y,(x), innsatt x = x,. Og vi vet at dersom denne Wronski-

determinanten er forskjellig fra null for en x-verdi, er y,(x) og y,(x) linesrt uavhengige. Vi
ser altsa at nar lgsningen av differensiallikningen kan skrives som en sum av to linezrt
uavhengige funksjoner, og y(x,) og y'(X,) er kjent, kan C, og C, bestemmes slik at
Igsningen er entydig bestemt.

6.3. Homogene linezere differensiallikninger med konstante
koeffisienter.

6.3.1. Innledning.
Vi skal na lgse differensiallikningen
y'+a-y+b-y=0.
Vi gjetter pa at likningen har lgsninger av formen
y(x)=e™
der A er en konstant. Denne gjetningen er bl.a. begrunnet med at en 1. ordens differensial-
likning
y+a-y=0 < y'=-a-y
apenbart har lgsningen
y(x)=e™,
og da er det rimelig & gjette pa at en 2. ordens likning av samme type ma ha lgsninger av

tilsvarende form. Vi skal na vise at denne "gjetningen” er korrekt, og vi skal ogsa finne A i
samme slengen.

Innsetting av

y(x)=e” = y'(x)=1e" = y"(x)=2%"
i den homogene differensiallikningen gir

A +a-1e™ +b-e” =0.
Vi multipliserer med e og far

A +a-A+b=0.

Men dette er jo en vanlig andregradslikning, som kalles den karakteristiske likningen. Vi lagser
den med formel:
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—a++a’*-4b

2

2{:

Dersom a* —4b = 0, har denne likningen to forskjellige ratter 4, og A,. Dersom a og b er
reelle, er enten begge rattene reelle, eller de er kompleks konjugerte. I begge tilfeller er bade
y, (X)=e" og y,(x)=e"" lgsninger av differensiallikningen.

Vi bruker Wronski-determinanten til & kontrollere at y, (x) =e"* og y, (x)=e*" er linezert

uavhengige nar 4, = 4,:
w(x)= 20 ()]
Y'(%) ¥2'(%)
“e e ()
Og siden vi har forutsatt at 2, = 4,, blir W (x) = 0 slik at y, (x) =e™ og y, (x)=e"* er
linezert uavhengige. Dette resultatet gjelder selv om 4, og A, er kompleks konjugerte.

-G

e 1,e"

— eﬂix ./’lzeﬂQX _ j’leﬂix ’eZQX

Na vet vi fra den innledende teorien at den generelle lgsningen av differensiallikningen skal
veere en linezer kombinasjon av to lineart uavhengige funksjoner. Siden vi na har funnet to
slike funksjoner dersom A, # A, , vet vi at den generelle lgsningen av differensiallikningen
blir

y(x)=Ce™ +C,e™*.
Dersom 4, og A, er reelle, er lasningen over helt grei. Men dersom de er kompleks
konjugerte, er det bedre & skrive om lgsningen slik det gjagres nedenfor.

6.3.2. Kompleks konjugerte ratter.
Dersom den karakteristiske likningen har to kompleks konjugerte rotter, kan disse skrives
A=aztif.
Lasningen av differensiallikningen blir da
y(x)=Ce " 4 C el
Men denne maten a skrive lgsningen pa er ikke sarlig nyttig. Vi foretar derfor en omforming,
der vi benytter at

e = cos(£px)+isin(£Ax) = cos(Bx)isin(Bx).
Vi far:
y(X) _ Cle(a+iﬁ)x n Cze(a—iﬁ)x
:Cleaxeiﬂx +C2eaxe—iﬂx
= e“X(C e 1+ C e“ﬂx)
( (cos(Bx)+isin(Bx))+C (cos(ﬂx)—isin(ﬂx)))
e™((C, +C,)cos(Bx)+i(C,—C,)sin(Bx))
e™ (B, cos(Bx) + B,sin(x))

eax
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I den siste overgangen har vi innfgrt to nye konstanter:
B,=C,+C,
09
B, = i(Cl —Cz).

Videre kan vi bruke formelen for cosinus til en sum av to vinkler til 4 vise at
Acos(Bx+¢) = A(cos(Bx)cosg —sin(Bx)sing)
= (Acosg)cos(Bx)+(—Asing)sin(Bx)
= B, cos(8x) + B, sin( fx)
der vi har satt
B, = Acosp og B, =—Asing.
Dette viser at differensiallikningen har de to likeverdige lgsningsformene

y(x)=e"(B,cos(Bx)+B,sin(5x))

og
y(x) = Ae™ (cos(px+p)).

P& samme mate kan vi bruke formelen for sinus til en sum av to vinkler,
sin(Bx + @) =sin(Bx)cosg + cos(Bx)sing,

til & vise at formen
y(x) = Ae™ (sin(Bx+ @)

er likeverdig med formen

y(x)=e™ (B, cos(x)+B,sin(5x)).

6.1.3. To like rgtter.
Vi har hittil forutsatt at den karakteristiske likningen har to forskjellige retter 4, og 4,. Hva
skal vi gjgre dersom den karakterisktiske likningen har to like rotter 4, =1, = 1?

Vi vet allerede at differensiallikningen
y'+a-y+b-y=0
har en lgsning
y,(x)=e
Men ifglge teorien for 2.ordens differensiallikninger skal likningen ha en lgsning til. For &
finne den, benytter vi en anerkjent og velpravd metode: Vi gjetter pa en lgsning, og
undersgker ved innsetting om vi har gjettet riktig. Na gjetter vi at
¥, (X)=x-e**
ogsa er en lgsning.

AX

La oss farst finne betingelsene for at den karakteristiske likningen skal fa to like rgtter. Den
karakteristiske likningen er

A*+al+b=0
med lgsning
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—a++a?—4b

—

Vi far to like rotter nar
a’—4b=0.

Daer

A=A, =A=-1a.

2{:

Sa skal vi undersgke om
y(x)=x-e**
ogsa er lgsning av differensiallikningen i dette tilfellet. Vi gjar klar for innsetting:
y(x)=x-e" = y'(x)=1-e"" +x- 1" =e**(1+ Ax)
= y"(x)=2e"(1+Ax)+e"* A= eix(21+/12x)
Sa setter vi inn:
y'+a-y+b-y=0
e (24 +Ax)+a-e” (1+2x)+b-xe** =0
Multipliserer med e ** og ordner:
(2/1+/12x)+a(1+/1x)+bx =0
(4*+ai+b)x+(24+a)=0
Her er den farste parentesen lik null fordi A er rot i den karakteristiske likningen. Den andre
parentesen er ogsa lik null fordi 2 =—%a ndr vi har to like rgtter. Altsa ser vi at lasningen
y(x)=x-e*
passer inn i differensiallikningen nar 2 =-1a.

AX

For sikkerhets skyld ma vi kontrollere at de to funksjonene yl(x) e** og v, (x) =x-e""er

linezert uavhengige. Vi setter opp Wronski-determinanten:
W (x) = yi(X) v, (x)| |e* xe**
(X) - 1 1 AX AX
v, (%) v (%) |2e** (1+Ax)e

=e**(1+ Ax)e™ — 2e**xe™
=ee™(1+ AX—Ax)=e"* =0

Siden W (x) =0 for alle x, er y, (x)=e"* og y,(x)=x-e** linezrt uavhengige. Dermed har

vi vist at nar den karakteristiske likningen har to like rotter

=l =A=-}a,
har differensiallikningen lgsningen
y(x)=Ce" +C,xe™.
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6.2. Lgsningen av den inhomogene linegere 2.ordens
differensiallikningen.
Vi skal nd bevise at den generelle lgsningen av den inhomogene differensiallikningen

y'+ p(x)-y'+q(x)-y=r(x)
kan skrives pa formen

y(x) =y, (x)+y,(x)
der y, (x) er den generelle lgsningen av den tilhgrende homogene likningen, mens Yo (x) er
en partikulaer lgsning av den inhomogene likningen.
Vi starter med & vise at y(x) =y, (x)+y, (x) virkelig er lgsning av likningen. Vi lar y, (x)
vere lgsning av den tilhgrende homogene differensiallikningen, mens vy, (x) er en partikulaer
lgsning av den inhomogene likningen. Sa definerer vi

Y(X) =¥ () +y,(x) = V' (X)=y'(x)+y,'(x) = y"(x)=¥"(x)+y,"(x).
Setter dette inn i differensiallikningen

y"+ p(x)-y+a(x)-y=r(x)
og ordner (og slayfer ( ) for oversiktens skyld). Far da:

y"+p(x)-y +q( )-y=r()

(V" ¥, ")+ PO)(Ya + ¥, ) +a(X) (Yo + ¥, ) =1 (X)

(3" PO Yo +A00)- Yo+ (¥, P ¥, +A(x)- ¥, ) =1 ()
Men siden vy, (x) er lgsning av den tilhgrende homogene likningen, er den fgrste parentesen
lik null. Da star vi igjen med at

Yo"+ P(X)- ¥, +d(X) -y, =1 ().
Vi har imidlertid sagt at yp(x) skal veere lgsning av den inhomogene likningen. Dermed har
Vi vist at

y(X) = Yn (X) +Y, (X)

er lgsning av differensiallikningen.

Sa skal vi vise at det ikke fins andre lgsninger av differensiallikningen. Vi antar da at
differensiallikningen har en lgsning vy, (x) som er forskjellig fra den lgsningen

Y (%)= ¥n (X) + ¥, (%)
som vi har funnet, og skal vise at dette farer til en selvmotsigelse. Dersom det fins en slik
lgsning y, (x), vil det alltid vaere mulig & definere en funksjon z(x) slik at vi kan skrive

Y. (X)=y(x)+z(x).

Vi deriverer y, (x) to ganger, setter inn i differensiallikningen, og ordner. Da far vi:
Y™+ P(X)- ¥+ a(x)-y, =r(x)
(y+z")+p(X)(y+z)+a(x)(y+z)=r(x)

(v p(x)-y+a(x)-y)+(2"+ p(x)-z+a(x)-2) =r(x)

Men siden y(x) er lgsning av den inhomogene likningen, er

y'+p(x)-y+a(x)-y=r(x).

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 130

Da star vi igjen med at

2"+ p(x)-z+q(x)-z=0
som viser at z(x) er lgsning av den tilhgrende homogene likningen. Men den generelle
lgsningen av den tilhgrende homogene likningen er jo y, (x). Altsd ma z(x) allerede veere
inkluderti y, (x), slik at y, (x) = y(x). Dette viser at det ikke fins andre lgsninger enn

Y (%)= Yn (X)+ Y, (X).

6.3. Teorien bak Lagranges metode (variasjon av parametre).
Vi har en differensiallikning
y*+ p(x)-y'+a(x)-y =1 (3
der den tilhgrende homogene likningen har to linezert uavhengige lgsninger y,(x) og y,(x).
Vi antar at den inhomogene likningen har en partikuleer lgsning som kan skrives pa formen
Yp (X) = U(X)- 1 (X)+v(x)- 5 (x). (1)
Vi skal finne u(x) og v(x).
Vi starter med & derivere y, (x) (og slayfer (x) for oversiktens skyld):
Yo' (X)=U" Yy +U- Y+ VY, +Ve Y,
N& antar vi at det eksisterer en sammenheng mellom u(x) og v(x) slik at
u-y,+v-y,=0. )
Da star vi igjen med
Yo' (X)=u-y, "+,
Vi deriverer en gang til fer vi setter inn i differensiallikningen:
Yo "(X)=U" Y Uy VY, Y,
Innsetting:
y"+ p(x)-y+a(x)-y=r(x)
(U Yy Uy VY Ve, )+ p(X) (U y vy, )+ a(X) (U y + vy, ) =T(X)
U-(%"+ P(X) 90+ (%) ¥y V- (V4 P(X) Yo+ (%) ¥ ) + (U Y 4 vy, ) = 1 (X)

Men begge de to farste parentesene er lik null fordi y,(x) og y,(x) begge er lgsninger av
den homogene likningen. Vi star altsa igjen med

Ul'y1'+vl'yzlzr(x)- (3)
Men (2) og (3) er et likningssett som vi kan finne u' og v' av. Vi bruker Cramers regel:
0 v,
u'= r(x) yzl :—yz-r(x)
i Y, W (x)
it Yo'
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i O
V' = y1l r(x) _ Y1'r(x)
i Y, W (x)
Yo' Yo'

Vi integrerer begge disse uttrykkene og setter inn i (1):

Y, (X) = (x)- ¥ (%) +V(x)- ¥, (x)

_ Y2 (%) () %1(%)-r ()
50 W (x) o+ 3. () | Wi

6.4. Andre mekaniske oscillatorer.

6.4.1. Bakgrunn.
Vi har tidligere vist at differensiallikningen
2

% + @, x=0
beskriver en udempet svingning. Likningen har lgsningen

x(t) = Acos(apt + ¢)
der a, er vinkelfrekvensen for svingningen. Da er svingetiden (perioden)

ro2r

20

Vi skal nd beskrive andre mekaniske systemer som gir opphav til slike svingelikninger.

6.4.2. Matematisk pendel.

Den matematiske pendelen er en idealisert modell av en planpendel der ei pendelkule (som er
sa liten at vi kan oppfatte den som en partikkel) henger i en masselgs, ustrekkelig snor. Nar
kula trekkes ut fra likevektsposisjonen (vertikal snor) og slippes, vil den svinge den fram og
tilbake uten friksjon slik figuren nedenfor viser.

Vi lar x angi avstanden fra likevektspunktet til pendelkula malt

langs banen. Langs banen virker ogsa kraftkomponenten
F,=-mgsind

der minustegnet skyldes at kraftkomponenten har motsatt retning

av forskyvningen fra likevekt. Hvis vinkelen @er liten og males i
radianer, er

sind~— .
L
Da kan vi med god tilnaerming a si at

F =—mgsin9z—mg%:—mx.

L

Newtons 2. lov gir
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2 2 2
F :m-d—;( & —mx: d—;( o d—;(+gx:0.
dt L dt dt® L
Men dette er likningen for en enkel harmonisk svingning. Vi ser at vinkelfrekvensen er
g
CUO = t

slik at perioden blir

T=2—ﬂ=27z\/g.
Wy g

Her legger vi merke til at perioden ikke avhenger av massen til pendelkula, og heller ikke av
hvor stor vinkelen @er sa lenge denne er liten. Derimot avhenger perioden av tyngdens
akselerasjon g. Det er mulig @ male g med stor ngyaktighet ved a la en lang pendel svinge
mange ganger med sma utslag slik at vi kan male T ngyaktig. Nar L er ngyaktig malt, er det
lett & regne ut g med stor ngyaktighet.

Merk at utledningen ovenfor kun gjelder nar vi har sa sma vinkler at sin@ = T Dersom denne

betingelsen ikke er oppfylt, har vi ikke enkle harmoniske svingninger.

6.4.3. Fysisk pendel.

I utledningen ovenfor forutsatte vi at pendelkula var sa liten at den kunne
betraktes som en partikkel. Na skal vi droppe den forutsetningen.
Situasjonen er altsa som vist pa figuren til venstre, der et legeme kan
svinge uten friksjon om en akse A. Vi antar at avstanden fra aksen til
legemets massesenter er L, og at legemets treghetsmoment om aksen er
l,,. Linja mellom aksen og massesenteret danner en vinkel & med

vertikalen.

Vi legger momentakse i A. Da far ikke kraften F i aksen noe moment.
Tyngdens kraftmoment blir
7=mg-Lsing,
slik at kraftmomentsetningen gir
-mg -Lsinfd=1,a.
Minustegnet skyldes at kraftmomentet alltid prgver & redusere vinkelen 6.

Na forutsetter vi at svingningene er sa sma at nar & males i radianer, er

sin@~6.
Dessuten benytter vi at
d?e
o= 2
dt
Da blir kraftmomentsetningen
d?e d?e d’0 mgL
-mgL-0=1, — < |, —+mgL-0=0 < +——0=0.
: Adt? g T dt> 1,

Men dette er likningen for en enkel harmonisk svingning, der
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0, = /mgL
IA
slik at perioden blir

T:2—7Z227z s :
W, mgL

Som kontroll kan vi la legemet vaere en matematisk pendel med masse m og snorlengde L. Da
blir treghetsmomentet

|, =mL?
slik at

mgL g

Og det er det samme som vi fikk tidligere.

Dette uttrykket kan vi bruke til & bestemme treghetsmomentet til et legeme nar vi vet hvor
legemets massesenter er. Vi lar legemet svinge om en akse i kjent avstand L fra massesenteret,

maler perioden som legemet svinger med og lgser ut treghetsmomentet |, av formelen for T.

Ved hjelp av parallellakse-setningen (Steiners setning) kan vi da beregne legemets treghets-
moment om en akse gjennom massesenteret.

Eksempel 6.4.1:
Anta at en ikke-uniform tynn pinne med masse m =1.0kg har massesenter L = 0.42m fra den

ene enden. Vi lar pinnen henge i denne enden og svinge fram og tilbake uten friksjon.
Perioden til disse svingningene maler vi til & veere T =3.0s.

a) Bestem pinnens treghetsmoment om den enden som den henger i.
b) Bestem ogsa treghetsmomentet til pinnen om en akse som star vinkelrett pa pinnen og gar
gjennom massesenteret.

Lasning:

2, 3.0s)° -1.0kg-9.81m/s? - 0.42m
r_or o o g TEmoL_(30s)-10kg:981m
mgL 4 Ar
Da gir parallellakse-setningen (Steiners setning) at
lgw +ML2=1, & lg,=1,-mL?=094kgm? ~1.0kg-(0.42m)’ = 0.76kgm? .

=0.94kgm”®.
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6.4.4. Torsjonspendel.
—— Figuren til venstre viser en torsjonspendel. Vi tenker
0ss da ei skive som er hengt opp i en wire. Skiva dreies
wire en vinkel @fra likevekt, og slippes. Eksperimenter

viser at dersom @er liten, vil kraftmomentet om
rotasjonsaksen veere

0. < T,=—K-0
il < __ ““\ der xer en positiv konstant som avhenger av lengden
? \Likevekt til wiren og av de elastiske egenskapene til det
\/_f-’-" / materialet som wiren er laget av.

-_— Da blir kraftmomentsetningen
d?e d?e

r,=la & -x0=1— < —2+£H:O
dt 0|

der | er legemets treghetsmoment om rotasjonsaksen. Men dette er likningen for en enkel
harmonisk svingning med vinkelfrekvens

w, = |_

6.4.5. Dupp pavann.
Figuren til venstre forestiller en terningformet trekloss med masse
m og sidekant | som flyter pa vann som har tetthet p, . Klossen
pavirkes av to krefter, tyngden m- g og oppdriften B. Vi vet at B er
lik tyngden av den fortrengte vannmengden. Vi lar indeks ,, sta for
y  “vann”, og far da at
B=m,g=pnVg=n()g.
Velger positiv retning nedover. Da blir Newtons 2. lov:

mg-B=ma.
2

d’y

2’

Setter inn uttrykket for B samt at a = og far

2 2 2
mg - p, (1°y)g = mC;Tﬁ/ = %+%y: g.

Lasningen av denne inhomogene differensiallikningen er
y® =y, () +y, ().

Vi vet allerede at
y, (1) = Acos(ayt +¢).

der

Det kan vare gunstig a innfare klossens massetetthet
m 3
P = |_3 < M= ,OI .

Da blir
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a):\/p\/lzg: pVIZQZ A9 g T=2—7[=27r ﬁl
" V'm pl? pl , A9

Her ser vi bl.a. at svingetiden T gker proporsjonalt med kvadratrota av sidelengden.

Vi antar at partikulerlgsningen yp(t) er en konstant y, siden hgyresiden av likningen er en

konstant. Innsetting i differensiallikningen gir na
2

I m N
0+’0" gyO:g S Y, = 2:’02=£I.
m ol plt p

Den komplette lgsningen blir derfor

y() =y, +y, ©) = Acos(wt + p) + 1.
A

Her kan vi merke oss at nr y =y, er oppdriften
B=p, (17,)9 =1 -ﬁl -g=pl’g=mg

slik at oppdriften er lik klossens tyngde. Da er klossen i sin likevektsposisjon. Klossen vil
altsa svinge om denne likevektsposisjonen med den svingetiden T som er funnet ovenfor.

6.5. Mer om underdempede svingninger.
Du husker sikkert at den generelle svingelikningen er
2

9X 2691 p2x=0

dt dt
der @, er vinkelfrekvensen for den udempede svingningen, d.v.s. dersom & =0. Dersom
0< 6 < w, far vi underdempede svingninger der utslaget er gitt ved

X(t) = Ae™* cos(at + ¢).
Vinkelfrekvensen for disse svingningene er

o=+ -5,
d.v.s. at vinkelfrekvensen er litt mindre enn for den udempede svingningen. Dette medfarer at
perioden T = 2= er litt starre for en underdempet svingning enn for en udempet svingning
med det samme systemet. Dette er kanskje naturlig, fordi dempingen “bremser”. Men det

viser ogsd at amplituden Ae " ikke spiller noen rolle for perioden. Den blir like stor uansett
om det er et stort eller lite utslag.

Na som vi behersker teorien for underdempede svingninger, kan vi finne ut alt” om slike
systemer bare ved a studere svingningene. Anta at figuren nedenfor er framkommet ved a
plotte utslaget som funksjon av tiden for en kloss med masse m = 4.0 kg som er festet til ei
fjeer med ukijent fjeerkonstant, og som svinger under pavirkning av en ukjent demping. Kan vi
finne fjeerkonstanten og dempingen?
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Pa figuren har jeg tegnet inn et par hjelpelinjer. Vi kan direkte lese av avstanden mellom to
topper i svingningen. Denne avstanden blir perioden T. Pa gyemal ser vi at
T=0.77s-0.13s=0.64s,

slik at vinkelfrekvensen blir

:2—7[: 27 =9.82 rad/s.
T 064s —

Sa skal vi finne dempingsfaktoren &. Det gjer vi slik: Vi tar utgangspunkt i et tilfeldig punkt
t, pa grafen (for eksempel en topp). | vart eksempel bruker vi den farste toppen, og ser at
utslaget er

x(t,)=Ae™" ~0.75.
En periode senere er utslaget

X(t,+T)=Ae """ ~0.21.
Forholdet mellom disse utslagene er

X(tl +-|-) _ Ae_gftlﬂ) _ e—stli. = e z%z 0.08
x(t,) Ae™t et 0.75
In0.28 In0.28 _

T~ -064

< -0T=In0.28 < o= 2.

o

Siden vi vet at svingningene er skapt av et vanlig kloss-fjeer-system der klossen har masse
m = 4.0 kg, far vi at

5=% & b=2m-6=2-4.0kg-2.0s" =16 N/(m/s).

For a finne fjerkonstanten k, bruker vi at
k 2 2
—=w, < k=m-w,.
m 0 0
Men vi kjenner ikke a,, i alle fall ikke ngyaktig. Men vi vet at

o=+, —5°
& o=t +6°=(9.8257) +(20s) =100

< w,=10s™
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Da blir
k=m-m,” =4.0 kg -(10 rad/s)” = 400 N/m .

Og dermed vet vi alt av betydning om systemet, bare ved a benytte vare kunnskaper om
dempede svingninger samt kjennskap til massen av det svingende legemet.

Legg forresten merke til at vi ikke hadde gjort noen stor feil ved & benytte @ istedenfor o,
ved beregning av k.

6.6. Partikuleer lgsning av svingelikningen.
Vi skal na finne en partikuler lgsning til differensiallikningen
d?x dx
F-ﬁ- 25&4‘ COOZX =Y (t) = YO COS(Qt)

Den vanlige framgangsmaten for a finne X, (t) er a preve med en lgsning av samme form

som hgyresiden i den inhomogene likningen. En slik Igsning kan skrives pa flere mater. Vi
foretrekker a skrive partikularlgsningen som en cosinus-funksjon siden hgyresiden ogsa er en
cosinus-funksjon, og praver derfor

X, (t) = Acos(Qt +¢).

dx X
For a finne A og ¢ ma vi finne uttrykk for d_tp 0g dep og sette inn i differensiallikningen:
dx d?x
—E=—AQsin(Qt+¢) = = =—AQ? cos(Qt + )
dt dt
Innsetting:

—AQ? cos(Qt + ¢) — 25 AQsIn(Qt + @) + w,* Acos(Qt + @) = Y, cos(Qt)
= A((a)02 — Q% )cos(Qt + o) - 28sin (Qt + (0)) =Y, cos(Qt)

Vi skal altsa finne verdier av A og ¢ som gjer at denne likningen er oppfylt for alle verdier
av t. Vi starter med a benytte at

cos(Qt + @) = cos(Qt)cosg —sin(Qt)sing
og at

sin(Qt + @) =sin(Qt)cosg + cos(Qt)sing,
og far etter innsetting:

A((a)02 — Q) (cos(Qt)cosp —sin(Qt)sinp) — 23(sin (Qt) cos g + cos(Qt)sin go))

=Y, cos(Qt)
Denne sammenhengen skal veere gyldig for alle verdier av t, altsa ogsa slike verdier der
cos(Qt) =0 mens sin(Qt) =1. Da sitter vi igjen med
A((a)o2 - Q*)(0-singp) - 2(cos g + 0)) =0

1
& A((a)OZ—QZ)singHZéQCOSgo):O )
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Men sammenhengen mé ogsa gjelde nar sin(Qt) =0 mens cos(Qt)=1. Da sitter vi igjen
med
A(@” —©?)(cosp—0)—282(0 +sing)) =Y,

2
N A((w02—QZ)COS(p—ZéQsin(p):YO @

Av (1) ser vi atenten er A=0 (som er en uinteressant lgsning fordi vi da ikke har noen
svingning) eller vi ma ha
2 2\ sing 2
() —Q°)sing+28c0sp=0 < ——=tanp=-—7—.
Cos¢@ w,” —

Det er atskillig mer vrient a finne A. Det enkleste (?) er kanskje a starte med & kvadrere bade
(1) og (2):
A’ ((a)(f - Qz)z sin® 9+ 2(@,” — Q°)sing - 2205 p + 45°Q° cos’ (p) =0
A ((a)(f = 92)2 cos’ ¢ — 2(m,” — Q) cos g - 22sin g + 45°Q)% sin’? go) =Y,?
Vi legger sammen disse to likningene, og far:
A’ ((a)oz - Q2)2 (sin” @+ cos p) + 0+ 45°Q° (cos’ ¢ +sin’ go)) =Y.2.
Men siden sin® ¢ +cos’ ¢ =1, gir dette
YO

A= .
\/(a)02 ~0) +45%Q°

Dermed har vi funnet de to uttrykkene vi var ute etter.

6.7. Bruk av komplekse funksjoner.

Jeg skal na vise hvordan vi kan bruke komplekse funksjoner for a finne en partikuler lgsning
av differensiallikningen for tvungne svingninger. Vi husker at denne svingelikningen ser slik
ut:

d?x dx
F+25&+(002X:Y0 COS(Qt) (1)

Vi starter med & la z(t) = x(t) +iy(t) veere en kompleks funksjon av t, og ser pa likningen
d’z dz

F+25a+a)ozz:Yoe‘Qt =Y, (cos(Qt) +i-sinQt). )

Du ser at (1) blir realdelen av (2). Vi kan altsa finne en partikulaer lgsning av (1) ved a finne
en partikuleer lgsning av (2) og deretter finne realdelen av lgsningen. Dette hgres tungvint ut,
men det er faktisk ganske greit nar du farst behersker regning med komplekse tall.

Vi antar at den partikuleare lgsningen av (2) er av formen
z,(1) = Ae™
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der A er en kompleks starrelse som vi skal finne. Vi starter med & derivere z, to ganger:
dz . d’z . .
—L2=iQAe” = —I=i0A-iQe" = -Q*Ae'™,
dt dt
Innsetting i (2) gir:
—Q? A" + 261QAe'™ + w2 Ae"" =Y, e"" .
Forkorter bort e“* og ordner:

Almy -Q° +200)=Y, < A=

YO
W, —Q*+23Xi0

For & finne realdelen av lgsningen, starter jeg med a skrive A pa eksponentiell form. Jeg
benytter da at nevneren i A kan skrives pa formen R-e" der

R :\/(a)o2 -~ + (2)

0g
tanH:%.
@, —Q
Da blir
it Yo iot Yo i(Qt-6)
A R T T sy
\/(a)o -0?) +(252)

:\/( 2_92)2 oo (cos(Qt—0)+isin(Qt—9)).

Vi er kun interessert i realdelen av z,. Vi far
X, = Re(z,)=[Alcos(Qt + ¢)

der
e Yo
\/(a)02 —0*) +(2x)’
0g
2002
tang = tan(—0) = ———— .
ang =tan(—0) ol P

Dette er de samme resultatene som vi har funnet tidligere med mer tradisjonelle metoder. Men
denne metoden ga mye enklere regning — i alle fall dersom du behersker regning med
komplekse tall.
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6.8. Elektriske svingninger.

6.8.1. Svingelikningen.
En vanlig elektrisk krets er bygd opp av tre typer komponenter:

Motstander: Nar det gar en strem 1(t) gjennom en motstand med resistans R,
R er spenningen over motstanden

T UL (D=R-1(1).

Kondensatorer: Nar en kondensator med kapasitans C lades med en strgm | (t) :

er spenningen over kondensatoren
1 et
U, ()= EJ.O I(7)dz.

-
—

Spoler: Nar en strgm | (t) gar gjennom en spole med induktans L, er
W spenningen over spolen
di(t)
U (t)=L-—~=.
: dt

4|:|7 Vi skal konsentrere 0ss om en seriekrets der en

R motstand, en kondensator og en spole koples i serie
sammen med en spenningskilde som gir en spenning

U (t). Da sier Kirchhoffs 1. lov at summen av

spenningsfallene i kretsen (regnet med fortegn) skal
W vaere lik null:

U(t)—R~I(t)—éf;l(r)dr—bdld—(tt):O.

-
=
N
O
| |
Il

For & bli kvitt integralet, deriverer vi hele denne likningen og far:
du (t di(t d?I(t
()—R- ()+%-I(t)+L ()

dt?

dt dt

Divisjon med L og ordning gir

2

d Igt)+5.dl(t)+ 1 (t)zldu(t).
dt L dt L-C L dt

Dette er svingelikningen for var elektriske krets.
Det er lite aktuelt med frie svingninger i en slik krets. | praksis vil det alltid veere resistans i

kretsen, og denne resistansen vil raskt dempe svingningene. Vi gar derfor rett lgs pa den mest
interessante situasjonen: Tvungne svingninger.
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6.8.2. Tvungne svingninger.

Vi skal né anta at kretsen péavirkes av en ytre spenning U (t) . Vi skal ogsa forutsette at den
ytre spenningen er gitt ved

U (t)=U,sin(Qt).
Da blir

du (t

%zuoﬂcos(ﬂt)
slik at svingelikningen blir

d?I(t di (t

g )+E- ( )+ 1 I(t)=1UOQcos(Qt).
dt L d L-C L

Siden lgsningen av den homogene likningen raskt dempes mot null, er det kun den
partikulaere lgsningen som er av interesse. Vi har tidligere funnet disse resultatene:

Sammenlikner vi likningen for var elektriske seriekrets med standardformen i ramma ovenfor,
ser vi at

L a)0=‘/i, Y,=2u,Q,
2L LC L

slik at vi far en partikuler lgsning
1, (t)=1,cos(Qt + )

der
u,Q
| = Yo _ L _ U,
0 \/(w2—92)2+45292 1 ’ RY 1 ?
0 QP +4-() Q? ——-QL| +R?
LC 2L QcC
R
og tang=- 28 __ EQ ___R
o)’ =’ L_QZ L_QL
LC QcC
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Her merker vi oss at den udempede vinkelfrekvensen for en slik krets er

oo |2
Ve’
Vi far resonans nar 1, har sin sterste verdi. Av uttrykket

Uy

1 2
( - QL) +R?
QC

ser du direkte at I, er starst nar nevneren er minst, d.v.s. nar Q er slik at

i—QLzo s QlC=1 < Q,esa/i:%-
ac LC =

I, =

Resonansfrekvensen er altsa alltid lik vinkelfrekvensen a, til den udempede kretsen. Da er
UO UO
IO,max = 2 =0
JO+R*> R
Av Ohms lov ser vi at dette er lik strammen i en likestramskrets med konstant spenning U,
over en motstand med resistans R.

6.8.3. Bruk av komplekse stgrrelser.

Nar elektroingenigrer analyserer vekselstramskretser, benytter de komplekse starrelser. Vi
skal na bruke komplekse starrelser til & finne den partikulaere Igsningen av svingelikningen
for var seriekrets uten a ty til gjenbruk av tidligere resultater, og samtidig vise hvordan
elektroingenigrenes komplekse starrelser framkommer.

Svingelikningen er altsa
1.t dl(t)
U(t)—R-I(t)—EIOI(r)dr—L-T:O.
Som far setter vi inn
U (t)=U,sin(Qt),
og likningen blir

L. d'd(t) R+ [11(r)dr =Uysin(©x).

Na definerer vi en kompleks funksjon
z()=x(t)+j-1(t)

der vi bruker j istedenfor i som symbol for den imaginere enheten. Sa setter vi opp
differensiallikningen

L- dzd() R-z(t)+= I r)dz =Ue" =U,(cos(Qt) + j-sin(Qt)).

Da blir svingelikningen for var elektriske krets imaginardelen av den komplekse differensial-
likningen ovenfor. Strategien var blir na a lgse den komplekse differensiallikningen, og
deretter finne imaginzrdelen av denne lgsningen.
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For & bli kvitt integralet, deriverer vi likningen og far
dz(t dz(t 4
L- £)+R- ()+£-z(t):jQUOe‘m.
dt dt C
Vi prever na a finne en partikuler lgsning av formen

z 2(t 4
, (U _ jQ- jOA™™

z,(t) = Ae™
der A er en kompleks konstant. Vi deriverer to ganger:
Z”d(tt) = jQAe™ — = =-Q°Ae’",
Dette setter vi inn i differensiallikningen og far:
L-(-0?Aei™) + R-(jQAeJ“)+é- Ael = jQU e

S& deler vi p& e og ordner:
A(—L92+é+j-RQj: jQu,

A= JQUO _EJ _ UO
-
-LO? +£+ j-RQ o R+ j(QL_lj
C acC
Sa skriver vi nevneren pa eksponentiell form:
QC
der
2
r =\/R2 +(QL_LJ
QC
og
oL _Qlc
tang = ,
4 R
Da blir
U—Q.ejgt = ﬂe—ifpejﬂt _ ﬁej(gt-w)
r r

z =Ae! =
r-el”

—%(COS(Qt —¢)+ j 'Sin(Qt _¢))

- sin(Qt-p).

Strgmmen i kretsen er na imaginardelen av Z,:
1(t)= Im(zp):ﬁsin(Qt—go): Y
r

\/RZ +(QL—1 )

Qc

Dette er samme uttrykk som vi fant tidligere. Men na har vi funnet lgsningen helt fra grunnen

av, uten & benytte resultater som vi har funnet tidligere.

La oss vende tilbake til uttrykket
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UO
R+ j(QL—lj
Qc

Dette er et uttrykk som elektroingenigrene kjenner godt. Nevneren kaller de kretsens
impedans, og bruker gjerne symbolet Z for den. Vi har altsa

Z=R+ j(QL—i]: R+ jOL + j(_ij'
QC QL
Na har man innfart
X, =]jaL
som en slags "resistans” som skyldes at spolen praver a hindre at det gar vekselstrgm

gjennom den. Man har ogsa innfart
-1 1

A=

som en slags “resistans” som skyldes at kondensatoren slipper gjennom vekselstrgm, men
prgver & hindre at likestrem slipper gjennom.

Nar elektroingenigrene benytter disse starrelsene, tegner de et komplekst plan der de
avmerker R langs den reelle aksen, og X, og X, langs henholdsvis positiv og negativ

imaginar akse. Deretter legges disse starrelsene sammen. N& kan |Z| og fasevinkelen ¢ leses
direkte ut fra figuren.

| dette lille notatet har jeg begrenset meg til regning med en seriekrets med motstand, spole og
kondensator. | praksis vil du komme bort i mange andre kretser. | prinsippet kan alle slike
kretser behandles med differensiallikninger pa samme mate som ovenfor, men regningene kan
fort bli temmelig kompliserte. Heldigvis er det utarbeidet en del regler for regning med
resistanser og impedanser som gjar det til en overkommelig jobb & analysere slike kretser. Nar
du bruker disse reglene slavisk, er det lett & glemme at bak disse reglene ligger det kunnskaper
om komplekse tall og om lgsing av andre ordens differensiallikninger.
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7. Smaoppgaver i teksten.

7.1. Oppgaver
Du finner lgsningsforslag til disse oppgavene ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1.1.1
Los disse differensiallikningene ved & "gjette” pa en funksjon y = f (x) som passer i den

gitte differensiallikningen. Tilpass deretter en konstant slik at startverdien stemmer.
a) y'=x, y(0)=3%.
b) y'=cosx, y(0)=1.
c) y'=-vy, y(0)=5.

Oppgave 1.2.1
Las disse separable differensiallikningene:

a) y'=X

b) y'=y

C) Xy'=2

d  xy-y'=1

Oppgave 1.2.2

Las disse differensiallikningene:

a) y-y'=sinx
y'

b) 7 =€

c) Y _eXcos? y
X

Oppgave 1.2.3
Las disse differensiallikningene:

a) x-y'=tany, yQ)=1ir
b) (x-1)y'=x-y, y(0)=2
c) y'=1+y?, y(0)=1
Oppgave 1.3.1

Las disse differensiallikningene:
a) y+y=1, y(0)=0

b) y-2xy=¢e*, y(0)=1
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Oppgave 1.3.2
Los de linezre differensiallikningene nedenfor. Husk at du farst ma skrive likningene pa
formen
y+ f(x)-y=9(x)
og deretter lgse med formel.

a) y'=x-Y, y(0)=2
b) xy'=2x-y, y(1)=2
c)  xy'+2y=2e", y(1)=0

d) y'+ytanx=2xcosx, y(0)=1

Oppgave 1.4.1
a) Lws differensiallikningen
(x+y)y'=2x-y
ved a innfare substitusjonen
Z=X+Y.
b) Las differensiallikningen

day o,
—=X"+
Yo y

ved a innfare substitusjonen
z=x"+Vy°.

Oppgave 1.4.2
Vis at differensiallikningene nedenfor er av formen

ay_q (zj
dx x)'
og lgs likningene ved a innfgre substitusjonen
y
z==.

X
a) xy'=y-4fxy
b)  (x*-y)y'=2xy

Oppgave 1.4.3
Las disse differensiallikningene:

XZ

, e
a) y'—Xy=—
y

b) (sinx)y'=(cosx)y = xy?

Oppgave 3.1.1
Gjer disse differensiallikningene om til 1.ordens, og lgs dem:
a) xy"-y'=0, y(1)=0, y'(1)=2
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b) y+y'=x+1, y(0)=0, y'(0)=1

Oppgave 3.2.1
Vi har gitt differensiallikningen

y"'-4y=0.

a) Vis ved innsetting at bade
_ A2X

y.(x)=e
0g
Y, (X) =€
er lgsninger av denne likningen.
b) Skriv ned den generelle lgsningen av likningen.
c) Finn den lgsningen som har starttilstand y(0)=2, y'(0)=0.

—-2X

Oppgave 3.2.2
Finn den generelle lgsningen av disse differensiallikningene:

a) y"+y-2y=0
b) y"-4y+3y=0
c) y"-6y+9y=0
d y"+2y+5y=0

Oppgave 3.2.3
Las disse initialverdiproblemene:
a) y"-3y+2y=0, y(0)=6, y'(0)=0
b) y"+2y'+y=0, y(0)=1, y'(0)=2
c) y"+4y+5y=0, y(0)=4, y'(0)=0
Oppgave 3.3.1
Vi har gitt differensiallikningen

y'—-4y=4x.

Visat y, (x) = —X er en partikulaer lgsning av denne likningen.

Sett opp den generelle lgsningen av differensiallikningen.
Finn deretter den lgsningen som har starttilstand

y(0)=2, y'(0)=0.

Oppgave 3.3.2
Finn den generelle lgsningen av disse differensiallikningene:

a) y"+3y+2y=4x+2
b) y"+2y+y=e*

c) y"+4y=sinx

d) y"-4y=e™
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Oppgave 3.3.3
Las disse initialverdiproblemene:

a) y'+2y-3y=8",  y(0)=1, y'(0)=1
b) y"+9y=18x, y(0)=1,

Oppgave 3.4.1
Finn den generelle lgsningen av differensiallikningen:
a) y"—4y"+3y'=6X

b) y"+y"+3y' -5y =g

0 ave 3.5.1
Omform disse likningssystemene til en 2.ordens differensiallikning, og bruk denne til & lgse

likningssystemet:

a) y1I:2y1+3y2
Y2': 2y1+ Y,
b) 3/1I = 4y1 +Y, yl(o) =11
YZI=_2y1+y2 ’ y2(0)=_7
C) y1':_2y1+y2 y1(0):1
y, =4y, +y, - y,(0)=5
d) yll:“'3/1"‘y2"'eX yl(o):]'
)/2I:6y1_yz_eX ’ yz(o):]-

7.2. Lgsninger pd smaoppgaver
Oppgave 1.1.1
a) y'=x, y(0)=1.
Vi finner farst y = f (x) ved & integrere:
y:j x“dx=1x*+C.
Finner C av startbetingelsen:
y(0)=%f < 1.0+C=f < C=1.

lwle

Altsa er lgsningen
y()=1x+1=1(x"+1).

b) y'=cosx, y(0)=1.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 149

Vi finner farst y = f (x) ved & integrere:

y:I cosxdx =sinx+C.
Finner C av startbetingelsen:

y(0)=1 < sin(0)+C=1 < 0+C=1 < C=1.
Altsa er lgsningen

y(x)=sinx +1.

y'=-y,  y(0)=5,
Vi ma na finne en funksjon y = f (x) somer slik at y'=-y. Inspirert av Eksempel 1.1.2

praver vi en lgsning av formen y =Ce™, og ser at y'=—-Ce™ slik at denne lgsningen
tilfredsstiller likningen y'= -y . Finner konstanten C:

y(0)=5 < Ce’=5 < C=5.

Altsd er Igsningen y(x)=5e* .

Oppgave 1.2.1

a)

b)

y'=x
Setter y* =% slik at differensiallikningen blir
X
dy _
dx
Multipliserer med dx og integrerer:

'[dyzjdx < y(x)=ix*+C.

X.

y'=y
Setter y' =% slik at differensiallikningen blir
X
dy
ax 7
Multipliserer med dx, og dividerer med y:
d_y = dx
y

Integrerer begge sider:

x+Cy X

=e*.e% =C-¢*.

.[ldyzfdx & Iny=x+C, < y=e
y
Herer C =¢%.
Xy'=2

Setter y':% slik at differensiallikningen blir
X
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xﬂ =2.
dx
Multipliserer med dx og deler pa x pa begge sider:
dy = 2% .
X

Integrerer pa begge sider:

dezfgdx < y=2In|x|+C.

d) xy-y'=1
Setter y':ﬂ slik at differensiallikningen blir
X

dy
Xy -—=1.
4 dx

Multipliserer med dx og deler pa x pa begge sider:

dx
ydy =—
X

Integrerer pa begge sider:

J ydy:I d—; & 1y’=hx+C, & y*=2Inx[+2C, < y=+JInx’+C.
Her har jeg benyttet at

2In|x| = In(|x|)2 =Inx?.
Videre har jeg innfart en ny konstant C = 2C, .

Oppgave 1.2.2
a) y-y'=sinx

Setter y'= % og multipliserer med dx. Deretter integreres begge sidene av likhetstegnet:
X

dy _
dx

ly?=—cosx+C < y?=2C,-2cosx < y(x)=+/C—2cosx
Her har jeg innfart en ny konstant C = 2C, .

y-y'=sinx < y- sinx < jydy:_fsinxdx

by Y _e
y2
Setter y'= % , multipliserer med dx og integrerer begge sider av likhetstegnet:
X
izﬂ =" o izdy =e "dx
y” dx y

jy’zdyzje’xdx & —yl=—7-C o l:e’*+C.
y
Da blir
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y= 1
e +C
c) Y _eXcos? y
X
Setter y'= % , 0g separerer likningen ved a multiplisere likningen med x dx og dividere
X
med cos® y . Deretter integreres pa begge sider av likhetstegnet:
L:excoszy = _ '=x-¢¢ o I _ dy:Jx-ede
X cos“y cos“y

tany=x-¢'-e*+C < yzarctan(x-ex—eX+C)

Integralet av xe* lgses med delvis integrasjon.

Oppgave 1.2.3
a) X-y'=tany

Deler likningen pa x og pa tany for a separere likningen, og setter y'= % . Multipliserer
X

med dx og integrerer:

X-y'=tany < Ly_i —d _I —dx
tany X tany
Integralet pa venstre side lgses ved & benytte at tany = M . Da blir
cosy
cosy
—[ = = [ =ZLdy
J tany a I iy ¢ J siny

cosy

Sa innfarer jeg substitusjonen

. du
u=siny < d—zcosy < du=cosydy
y

slik at

1 _pcosy . du

tanyd jS|nyd J. =Inju[=Inlsiny]|.
Na samler jeg tradene'

—d =| =d

tany J X

In[siny|=In|x|+InC<In(C-x) < siny=C-x

Det er hensiktsmessig a erstatte
konstanten C med InC.

Finner C:
y=4r < C-l=sin(4r)=1 < C-=L1.
Lasningen blir da
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siny=x < y(x)=arcsinx.

b) (x-1)y'=x-y
Her mé jeg dele likningen pd (x—1) og pay for & separere likningen. S setter jeg

y'= % , multipliserer med dx og integrerer:
X

1 X 1 X
x-1l)y'=x-y <& —y=—- & | —dy=|—-dx.
(x=1)y'=x-y R A jyij_l
Integraler pa hgyre side av likhetstegnet lgses enkelt ved hjelp av et lite trick: Trekk fra 1
og legg til 1 i telleren. Da far du:
X x-1+1 x-1 1 1
= = + =1+ .
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1
Na integreres begge sider:

In|y|=x+In|x=1+InC =In(e")+In|x-1+InC =In(e* (x-1)C)
& y=C(x-1)¢
Finner C:
y(0)=2 < C(0-1)¢°=2 < -C=2 < C=-2.
Lasningen blir da
y=-2(x-1)e* =(2—-2x)e".

c) y'=1+y?
Her mé jeg dele likningen pd 1+ y? for & separere. S& setter jeg y'= % , multipliserer
X
med dx og integrerer:

1+1y2'yI:1 < | 12dy:jdx

y'=1+y* <
1+y

arctany=x+C < y=tan(x+C)
Finner C:

y(0)=1 < tan(0+C)=1 < C=arctanl=1r.
Lasningen blir da

y=tan(x+irx).

Oppgave 1.3.1
a) y'+y=1, y(0)=0
Likningen er allerede pa standard form. Vi ser at f (x) =logat g (x) =1. Finner farst
hjelpefunksjonen F(x):
F(x):f f(x)dx:j 1dx = Xx.
Setter dette inn i lgsningsformelen:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 153

y(x)= eF(X)(I g(x)-e"Mdx+ C) = e‘x(j 1-e*dx + C) =e (e +C)

=e-e"+Ce " =1+Ce”*
Finner C:
y(0)=0 < 1+Ce"=0 < 1+4C-1=0 < C=-1.
Lasningen blir da
y(x)=1+(-1)e* =1-¢"".

b) y'—2xy =e*, y(0)=1
Likningen stér allerede pa standardformen y'+ f (x)-y=g(x). Viserat f(x)=-2x og
at g(x):eX2 . Finner forst hjelpefunksjonen F(x):
F(x):j f (x)dx:f (—2x)dx = =x".
Setter dette inn i lgsningsformelen:
y(x)=e"% (J' g(x)e Mdx + C) —e) (J' e e dx+ C)

exz(j 1dx+C):eX2(x+C)
Finner C:

y(0)=1 & e"(0+C)=1 & 1.C=1 < C=1.
Lasningen blir derfor

y(x):exz(x+1).

Oppgave 1.3.2
a) y'=x-y  y(0)=2
Omformer farst til
y'+y=X.
Finner hjelpefunksjonen:
F(x) :J. dx = x
Setter inn i formelen:
y(x)= e‘F(X)(I e xdx+C) = eX(J' e' -xdx+C) =e((x-1)e"+C)

=(x-1)e"-e™+Ce =(x-1)e"*+Ce* =x—-1+Ce™
Integralet er lgst med delvis integrasjon. Finner C:
y(0)=2 < 0-1+Ce’=2 < C=2+1=3.
Lasningen blir da
y=x-1+3e".

b) xy'=2x-y y(1)=2
Flytter y over pa venstre side og deler pa x for & fa likningen pa standardform:
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger.

yrliy=2.
X
Finner hjelpefunksjonen:
= j de =Inx
X

Setter inn i formelen:

y(x)= (I 2e'”xdx+C) '”X (_[ 2xdx+C) (x2+C):x+—.

Finner C:
y1)=2 < 1+%:2 & C=1

Lasningen blir da
y=x+1.
X
xy'+ 2y = 26~ y(1)=0
Deler pa x for a fa likningen pa standardform:
1 2 2 >(2
y+—y=—e
X" X
Finner hjelpefunksjonen:
= J de =2Inx
X B

Setter inn i formelen:

y(X):e—Zlnx(J‘ ;exz 2Inxdx+Cj Inx (J‘ < Inx dX+CJ
- x‘Z(I %exz .x\&dx+Cj=x‘2(J' 2xex2dx+C):x‘2(eX2 +C)

Integralet Igses ved hjelp av substitusjonen

u=x*> < 3—u=2x < du =2xdx

X
slik at
j 2xex2dx:f e'du=e" =¢X .
Finner C:

Y1)=0 © 1?°(e°+C)=0 < e+C=0 o C=-e.

Lasningen blir da
e —e
X2

y'+ ytanx=2xcosx y(0)=

Likningen star allerede pa standard form. Finner hjelpefunksjonen:
F(x) :J. tan xdx = —In(cos x)

Setter inn i formelen:
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 155

y(x) =g ) (j 2xcosx-e " dx + C) = g (I 2XCOSX - (e'”(“’”) )71 dx + C)

:cosx(j 2xcosx-(cosx)_1dx+C)=cosx(j 2xdx+C)=cosx(x2+C)
Finner C:
y(0)=1 < cos0(0°+C)=1 < 1.C=1 < C=1.
Lasningen blir da
y =(x*+1)-cosx.

Oppgave 1.4.1
a) I=X+y & y=z-X = y'=z-1.
Nar dette settes inn i differensiallikningen
(x+y)y'=2x-y
far vi
2(z-1)=2x-(z-x) < 7-1'-72=3x-z

= Z-£=3X & zdz =3xdx
dx

Integrerer begge sider:
1722=3x+C, = z=1y3x°+C

der C = 2C,. Dermed far vi lgsningen

y(x)=z-x=4/3x*+C —Xx.

dz dy dy ,dz
b 1=X+y* = —=2x+2y-2L & y==1i"_x,.
) y dx Y Y~ 7 dx
Nar dette settes inn i differensiallikningen
dy ..
— =X+
ydx y
far vi
ig—x=z 2SS E—22:2x.

2 dx dx
Dette er en lineer differensiallikning, som lgses med formel:

F(x)=j —2dx =—-2x,

z(x) =g (_[ 2x-e7dx + C) =¥ ((-x—1)e ™ +C)=—x—1+Ce”.
Integralet er lgst med delvis integrasjon. Da far vi

z=xX"+y? o y'=z-x'=-x-1+Ce®™-x
som gir

y(x)=+/Ce™ —x* —x-1.

2
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Matematikk for ingenigrer.

Differensiallikninger. Side 156
Oppgave 1.4.2
z=% & Yy=Xx-Z2 = y'=z+x-27".
a) xy'=y-4fxy < y'=%—4%
Innfgrer z som vist ovenfor:
1+x'=1-41 o xt'=-41 < E:—M = E:—4%.
dx X Jz X

Integrerer begge sider, og far
2J7=-4Inx+C, < z=-2Inx+InC= In[%)

der 2C, =InC . Kvadrerer, og far
2 2
z:lz(ln(%n =S y(x):x-(ln(%D :
X X X

by  (X-y)y'=2xy < [1—(@]3/':21

Innfgrer z som vist ovenfor:
(1-22)(z+x-20=27 o z1-728+x(1-2%)z72'=2z2
1-72° dz 1

o x(1-2)2'=+v & =
Z+z dx X

Delbrgkoppspalter:
1-722 A Bz+C A(22+1)+(Bz+C)z (A+B)z*+Cz+A
2—:——|— > = > = > .
2(2+1) z 7*+1 2(z2 +1) 2(z2+1)
Dette er en identitet som er oppfylt kun dersom
A=1,C=0,A+B=-1 & B=-1-A=-1-1=-2.
Na kan vi integrere:

J.l_zzdz:j%dx =N J.%dz+J' 22 dz:J‘%dx

22 +12 2 +1
|z]

=In(Cx) <
22 +1 ) 2?2 +1

z

Inlzl=In(z2+1) =Inx+InC < In =Cx

Sa huskerviat z==:

y
X

x |<

—Cx & 2 _-cx o y=C(y?+x).

(l)z +1 y*+x°

X
Vi bryr oss ikke om a finne y som funksjon av x selv om det er mulig ved a lgse en
andregradslikning.

Oppgave 1.4.3
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Matematikk for ingenigrer.

Differensiallikninger. Side 157
Dette er en Bernoulli-likning med n=-1. Vi substituerer derfor
Z:ylf(fl):yZ = Z':2y'yl P y':z—

2y’
Da blir likningen

LA
2y y

Dette er en linezr differensiallikning som lgses med formel:
F(x)= j —2xdx = —x*

o -2yt =2" o 7-2xz=2¢"

2(x)=¢" (J' 2¢ . dx+C) Z(I 2dx+C):eXZ(2x+C).
Da blir

y =4z = £/e’ (2x+C) =6 V2x+ C .

COS X X
b) (sinx)y'—(cosx)y=xy? < y-——"y=—"1y?
sin x sin x
Dette er en Bernoulli-likning med n = 2. Vi substituerer derfor
Z:y1—2=y—l=£ N z'=—y‘2'y'=—L2 - y'=—y2-z'.
y y
Da blir likningen
,_, COSX X , cosx 1 X , COSX X
—yrI-——y=—oy & It ——=—— Z+— =
sin x sin x sinx y  sinx sin x sin x

Dette er en linezr differensiallikning som lgses med formel:
COS X :
F(x)= _[ —dx In|sin x|
der jeg har brukt substitusjonen
. du
u=sinx = —=cosXx < du=(cosx)dx.

dx
Da blir

Z(X)ze—lnsinx(J’ (_.Lj'elnsinxdx_i_CJ:Lgin X|(_J. L|S|n X|+Cj'
SN X SIN X

Dersom sin x > 0, kan vi fjerne absoluttverditegnene. Dersom sin x < 0, blir produktet av
de to sinus-faktorene positivt mens konstanten C kan absorbere ett minustegn. Vi far da

z(x) =sin x(—J. xdx+C) =sin x(—%x2 +C).
Da blir

y(x)= ! _ 1
z

Oppgave 3.1.1
a) xy'-y'=0 y(1)=0 y'(1)=2
Innfarer
2=y < 1'=y"
og far
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 158

xz'-z2=0.
Denne likningen er bade linezr og separabel. Den lgses (kanskije) lettest ved & oppfatte
den som separabel. Flytter over z pa andre siden av likhetstegnet og deler pa xz for &
separere. Deretter settes

&
dx
og vi far:
1 1 1 1
X2'=z7 & “71'=- < —dz:j—dx
4 X 4 X
Inz=Inx+InC=In(C-x) < z=Cx.

Sa ma vi finne y:
y'=1 < yzj zdx:fdex:C%x2+C2=Clx2+C2.

Finner konstantene:
y(1)=0 < C,-1°+C,=0 < C,=-C,.

y=Cx*+C, < y'=2Cx,

slik at

y'(1)=2 & 2C-1=2 < C=1.
Da blir

C,=-C,=-1.
Lesningen blir altsa

y=x"-1.

y'+y'=x+1, y(0)=0, y'(0)=1

Innfarer
Z — yl @ ZI — yll

og far
2'+z=x+1.

Denne likningen er lineger. Finner farst hjelpefunksjonen
F(x)= J. 1dx = x

slik at z blir

2(x) = e‘x(f (x +1)exdx+Cl) e (xe* +C,)=x+Ce ™.
Her er J‘ xe*dx lgst med delvis integrasjon. Men na ma vi finne y:

y(x):J. z(x)dx:f (x+Ce™)dx=1x*-Ce™+C,.
Finner til slutt konstantene:

y'(0)=1 < 2(00=1 < 0+Ce’=1 < C =1

y(0)=0 < 1.0°-C,-e°+C,=0 < C,=C,=1.
Da har vi lgsningen

y(x)=1x*—e™* +1.
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 159

Oppgave 3.2.1
a) y'-4y=0 = y"=4y.
Ved hjelp av kjerneregelen finner vi at
yi(X)=e" = y'(x)=2e" = y,"(x)=4e"=4y,(x)
0g

2X

(X)=e? = y,'(X)=-22 = vy,"(x)=4e =4y,(x).
Bade y, (x)=e" og y,(x)=e"" er altsd lgsninger av likningen.

b) Den generelle lgsningen av likningen er da
y(x)=Ce*+Ce™.

c) For & finne den lgsningen som har starttilstand
y(0)=2, y'(0)=0,
ma vi finne y'(x):
y'(x)=C,-2¢™ +C, (-2 ") = 2C,e™ - 2C,e >
Setter inn:
y(0)=2 < Ce’+Ce’=2 < C,+C,=2.
y'(0)=0 < 2Ce’-2C,e’=0 < C,-C,=0.
Legger sammen disse likningene, og far
2C,=2 & C =1.
C,-C,=0 & (C,=C, =1.
Den spesielle lgsningen som passer i den gitte starttilstanden er da
y(x)=e"+e?.

Oppgave 3.2.2
a) y'+y'-2y=0
Den karakteristiske likningen blir
AP+1-2=0

-1+ 12—4(—2) -1+3 1
2-1 2|2
Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor

y(x)=Ce” +Ce” =Ce* +C,e™.

b) y"-4y'+3y=0
Den karakteristiske likningen blir

2P -42+3=0
L Ax4-4-3 4x2 (3
2.1 2 |1

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 160

y(x)=Ce™ +C,e”* =Ce™ +Ce”.

C) y"-6y'+9y=0.
Den karakteristiske likningen blir

22 -64+9=0
,_6%V6° 49 60 _,
21 2

Siden den karakteristiske likningen har to like ratter, blir den generelle lgsningen av
differensiallikningen

y(x) =Ce” +C,xe™ =Ce¥ +C,xe™ = (C, +C,x)e*.

d) y"+2y'+5y=0.
Den karakteristiske likningen blir

A*+21+5=0
1 212" -4.5 -2+-16 -2t4i _ 149i
2 2 2 B
Vi far altsa to kompleks konjugerte ratter pa formen
A=azxif.

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(x) =e *(C,sin(Bx)+C,cos(Bx))=e(C,sin(2x) +C, cos(2x)).

Lesningen kan ogsa skrives pa formen
y(x) = Ae™ cos(Bx + @) = Ae " cos(2x + @).

Oppgave 3.2.3

a) y"-3y'+2y =0, y(0)=6, y'(0)=0.
Den karakteristiske likningen blir
A7 =31+2=0
5 3EV¥-42 _311_{2
2 2 1

Den generelle lgsningen av likningen er da
y(x)=Ce*+C,e".

Ma beregne y'(x) for & kunne bruke startbetingelsene:
y'(x)=2Ce™ +C,e*.

Setter inn startbetingelsene:
y(0)=Ce’+Ce’=C,+C,=6.
y'(0)=2Ce’ +C,e®=2C, +C, =0.

Trekker farste likning fra den andre, og far
C,=-6.

Da blir
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 161
2C,+C,=0 < C,=-2C,=-2(-6)=12.
Lasningen er da
y(x)=—6e+12¢" .

y"+2y'+y=0, y(0)=1, y'(0)=2.
Den karakteristiske likningen blir
A2 +20+1=0
L2tV -41 240,
2 2

Siden det er to sammenfallende ratter, blir lgsningen av differensiallikningen
y(x)=Ae™ +Bxe™.
Ma finne y'(x) for & kunne bruke startbetingelsene:
y'(x)=A(-e™)+B(l-e™+x-e7(-1))
=—Ae " +Be " —Bxe™
Benytter startbetingelsene:
y(0)=Ae"+B-0-"=1 < A=l
y'(0)=2 < -Ae"+Be°-B-0"=2 < -A+B=2
Daer
B=2+A=2+1=3.
Lasningen blir da
y(x)=e"+3xe™".

y'+4y'+5y=0, y(0)=4,  y'(0)=0.
Den karakteristiske likningen blir
A2 +42+5=0

444 —4.5 —A4+-4 4420
2 2 2
Den generelle Igsningen av differensiallikningen kan derfor skrives pa formen

y(x)=e"*(C,sinx+C, cosx
1 2

eller pa formen
y(X)=Aecos(x+g).

Ser farst pa formen
y(x)=e"(C,sinx+C,cosx).
Daer
y'(x)=-2e"(C,sinx+C,cosx)+e**(C,cosx—C,sinx).
Benytter startbetingelsene:
y(0)=¢°(C,sin0+C,cos0)=C, =4
y'(0) =—2e°(C,sin0+C,cos0)+e"(C,cos0-C,sin0)
=-2C,+C,=0
Av den siste likningen far vi
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 162

C,=2C,=2-4=8.
Lasningen blir
y(x)=e"*(8sinx+4cosx).

Sa var det formen

y(x)=Ae*cos(x+¢).
Finner y'(x):

y'(x)= A(—Ze‘2X cos(x+¢)+e ™ (—sin(x+go))).
Benytter startbetingelsene:

y(0)=Ae’cos(0+¢)=Acosg =4

y'(0) = A(-2¢°cos(0+ p) +€°(=sin(0+¢)))

= A(—2cosp—sing)=0

Na har jeg to likninger med A og ¢ som ukjente. For a lgse likningssettet, starter jeg med
a dele likningene pa hverandre:

A(-2cosp-sing) 0

A cosg 4
_2cosp _sing 0
COSp  COS@

& —2-tang=0
& tanp=-2
Det er to mulige vinkler:

p=-634
eller
¢=-63.4"+180"=116.6".
Av likningen
Acosp=4 < A= 4
CoS @

ser vi at dersom ¢ =116.6" blir A negativ. Det er derfor kun ¢ =-63.4° som kan brukes.

Da far vi
4 4

cosgp cos(—63.4°) ~8.93.

Acosp=4 & A=

Da har vi lgsningen
y(x)=8.93e* cos(x—63.4").

Til slutt kan vi kontrollere at de to formene er ekvivalente. Dette gjares slik:
8.93¢ ™ cos(x—63.4) =™ -8.93(cos x - cos(~63.4°) - sin x -sin (-63.4°))
=¢*-8.93(0.448cos x + 0.894sin x)

=e2*(4.00c0s X + 7.98sin x)
Nar vi tar hensyn til avrundingsungyaktigheter, ser vi at de to formene er ekvivalente.
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 163

Oppgave 3.3.1
y"—-4y =4x, y(0)=2, y'(0)=0.
Setter
Yo (X) =X < Y, '(X) =-1 <y, "(X) =0
inn i likningen
y"—4y =4x
og far:
0—4(—x)=4x
som apenbart stemmer. Lasningen av den tilhgrende homogene likningen finnes slik:
A-4=0 © =4 © A=+2
slik at
y, (x)=Ce* +Ce .
Da er den generelle lgsningen av likningen
y(x) =y, (x)+y, (x) =Ce™+C,e™ —x.

For & finne den lgsningen som har starttilstand
y(0)=2, y'(0)=0,
ma vi finne y'(x):
y'(x)=2Ce” -2C,e™ +1.
Setter inn:
y(0)=2 < Ce’+Ce’+0=2 < C,+C,=2.
y'(0)=0 < 2Ce°-2C,e’-1=0 < 2C,-2C,=1.
Multipliserer farste likning med 2 og legger sammen likningene, og far
4C,=5 < C =2.
C,+C,=2 < (C,=2-C, =2-2=2,

Den spesielle Igsningen som passer i den gitte starttilstanden er da

y(x)=2e>+3e —x.

Oppgave 3.3.2
a) y"+3y'+2y=4x+2
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er
3+4/32-4.2 -3+1 [-1
2 2 {—2
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
Yo (X)=Ce " +Ce™.
| denne oppgaven er
r(x)=4x+2.
Ingen av leddene i r(x) inngér i y, (x). Praver derfor en partikuler lgsning av formen
y,(X)=Ax+B < vy,'(x)=A < y,"(x)=0.
Setter inn i den gitte differensiallikningen:

A2+31+42=0 < A=
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 164

y'+3y'+2y=4x+2

0+3-A+2(Ax+B)=4x+2

3A+2Ax+2B=4x+2

(2A-4)x+(3A+2B-2)=0
Dersom dette skal veere oppfylt for alle x, ma vi ha at

2A-4=0 < 2A=4 & A=2

3A+2B-2=0 < 2B=2-3A=2-3.2=-4 < B=-2.
Den generelle lgsningen av differensiallikningen er derfor

y(X) =Y, (X)+y,(x)=Ce ™ +Ce™ +2x-2.

y'+2y'+y=e"*.
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er
24[22-41 220
2 2
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor

Yy (X)=Ce ™ +C,xe™™.
| denne oppgaven er
r(x)=e?,
som ikke inngar i y, (x) Praver derfor en partikulaer Igsning av formen
Y,(X)=Ae™ < y '(x)=—2Ae? < y,"(X)=4Ae.
Setter inn i den gitte differensiallikningen:
y'+2y'+y=e>
AR +2-(-2Ae™ )+ Ae P =e ™
Ae? =e® o A=1
Den generelle lgsningen av differensiallikningen er derfor
Yo (X)=Yn(X)+Y, (X)=Ce ™ +Cxe ™ +e7*.

+21+1=0 < A= -1.

y"+4y=sinx
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er
A+4=0 & I=-4 o AI==2.
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
¥y (X) =C,sin(2x)+C, cos(2x).
| denne oppgaven er
r(x)=sinx,
som ikke inngéri y, (x) Praver derfor en partikulaer lgsning av formen
Y, (X)= Asin x+Bcosx
<y, '(x)=Acosx—Bsinx
<y, "(x)=—Asinx—Bcosx
Setter inn i den gitte differensiallikningen:
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 165

y"+ 4y =sinx
(—Asinx—Bcosx)+4( Asinx + Bcosx) =sinx
(3A—1)sinx+3Bcosx =0

Dersom dette skal veere oppfylt for alle x, ma vi ha:
3A=1 < A=1
3B=0 < B=0.

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(x) =y, (x)+y,(x) =C;sin(2x) + C,cos(2x) + Lsinx.,

d  y'-dy=e”
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er
A-4=0 & 1=4 & A1=%2.
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
Y (X)=Ce ™ +C,e*.
| denne oppgaven er
r(x)=e®,
som allerede inngdr i y, (x) En partikuler lgsning av formen
Y, (X)=Ae™
vil da ikke fagre fram. Multipliserer da med x, og prever en partikulaer lgsning av formen
Y, (X) = Axe™
& Y, (x)=A(le ™ +x(-2)e )= A(1-2x)e ™
ey, "(X)=A(-2e " +(1-2x)(-2)e ™) = A(-4+4x)e ™
Setter inn i den gitte differensiallikningen:
y'-4y = e’“
A(-4+4x)e ™ —4(Axe ™) =e
—4A+4Ax-4Ax=1
-4A=1 & A=-%
Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(x) =y, () +y,(x)=Ce ™ +Ce” —ixe™ =(C,—1x)e™ +C,e”

Oppgave 3.3.3
a) y"+2y'-3y=8e7", y(0)=1, y'(0)=1.
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er

ot [P _a(-3) _ _
2424-320 o A= (3) _-2+16 _ 2i4:{1

2 2 2 -3
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
Yo (X)=Ce* +Ce ™.
| denne oppgaven er
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Matematikk for ingenigrer.
Differensiallikninger. Side 166

r(x)==8e™,
som ikke inngar i y, (x) Praver derfor en partikulaer Igsning av formen
Yo(X)=Ae™ < vy '(x)=—Ae” < vy, "(x)=Ae".
Setter inn i den gitte differensiallikningen:
y"+2y'-3=8¢""
Ae+2(-Ae™)-3Ae " =8¢
—4Ae =8 < A=-2
Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(X) =y, (x)+y,(x)=Ce*+C,e™ —2e7".
Ma finne y'(x) for & kunne benytte startbetingelsene:
y'(x)=Ce*-3C,e ™ +2e7.
Setter inn startbetingelsene:
y(0)=1 < Ce°+Ce’-2"=1 < C,+C,=3
y'(0)=1 < Cpe’-3Ce’+2°=1 < C,-3C,=-1
Trekker likningene fra hverandre, og far
4C,=4 < C,=1.
Da blir
C,+C,=3 & C(C,=3-C,=3-1=2.
Lasningen av initialverdiproblemet blir derfor
y(x)=2e"+e> —2e.

y"+9y =18x, y(0)=1, y'(0)=-1.
Laser farst den tilhgrende homogene differensiallikningen. Den karakteriske likningen er
A’+49=0 & 1*'=-9 o 1=4#3i.
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
¥y (X)=C,sin(3x)+C, cos(3x).
| denne oppgaven er
r(x)=18x,
som ikke inngar i y, (x) Praver derfor en partikulaer Igsning av formen
Y,(X)=Ax+B < vy '(x)=A < y,"(x)=0.
Setter inn i den gitte differensiallikningen:
y"+9y =18x
0+9(Ax+B)=18x
(9A-18)x+9B =0
Dersom dette skal veere oppfylt for alle x, ma vi ha at
9A-18=0 < A=2
9B=0 < B=0.
Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir derfor
y(X) =Y, (x)+y,(x)=C,sin(3x)+C, cos(3x)+2x.
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Ma finne y'(x) for & kunne benytte startbetingelsene:

y'(x)=3C, cos(3x)—3C,sin(3x)+2.
Setter inn startbetingelsene:

y(0)=1 < C;sin0+C,c0s0+2:0=1 < C,=1

y'(0)=-1 < 3C,c0s0-3C,sin0+2=-1 < 3C,=-3 < C,=-1.
Lasningen av initialverdiproblemet blir derfor

y(x)=—sin(3x)+cos(3x)+2x.

Oppgave 3.4.1
a) y"—4y"+3y'=6X
Oppgave kan lgses ved a innfgre en ny variabel z =y'. Jeg skal imidlertid fglge vanlig
prosedyre. Den karakteristiske likningen blir
A —422431=0 < A(12-42+3)=0.
Her er enten 4, =0 eller

A2—42+3=0 < A= 5

—(-4):\ 4.3 4+ =3
2 - g {

Lasningen av den homogene likningen blir derfor

y, (x)=Ce”™ +Ce* +Ce* =C +C,e* +Ce".
Gar pa jakt etter en partikulaer lgsning av formen

y,(X)=Ax+B = y '(X=A = y "(x)=y,"(x)=0.
Setter inn i likningen:

0-4-0+3A=06x
som umulig kan veere oppfylt. Praver da

y,0=Ax*+Bx = vy '(X)=2Ax+B = y "(x)=2A = y "(x)=0.
Setter inn i likningen:

0-4-2A+3(2AX+B)=6x < —8A+6AXx+3B=6Xx

< (6A-6)x+(-8A+3B)=0

Dette er oppfylt for alle verdier av x kun dersom

6A-6=0 < A=1

0g
—8A+3B=0 < B=2A=%

Den generelle lgsningen av differgnsiallikningen blir da
yO)=y,(x)+y,(x)=C +C,e” +Ce* + x* +2x.

b) y"+y"+3y' -5y =
Den karakteristiske likningen blir
A+ 2% +31-5=0.
Ser direkte at likningen har lgsningen 4 =1. Kan da ved a utfgre en polynomdivisjon
(detaljer er utelatt) vise at
2+ 22 +31-5=(22+21+5)(1-1).
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Dette gir to nye lgsninger:

2+\4-4.5 2+-16 -2+4i

A2 +21+45=0 & A= =-1+2i.
2 2 2
Disse to lgsningene farer til at lasningen av den homogene likningen ma inneholde
leddene

e (B, cos(2x) + B,sin(2x)).
Lasningen av den homogene likningen blir derfor
y, (x)=Ce* +e (B, cos(2x) + B,sin(2x)).

Siden e ikke inngar i y, (x), er det godt hdp om & finne en partikular lgsning av
formen
y,0=Ae® = y'(x)=-2Ae* = vy "(x)=4Ae

= y,"(x)=-8Ae™
Setter inn i likningen:
—8Ae > +4Ae > +3(-2Ae®) —5Ae > =g,
Multipliserer med e og ordner:
-8A+4A-6A-5A=1 < -15A=1 < A:—%.

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir da
y(x) =y, (x)+y,(x)=Ce* +e™(B,cos(2x) + B,sin(2x)) - e ™.

Oppgave 3.5.1
a) yl'I: ZY1+3YZ
Y, =2¥+Y,
Jeg planlegger & lgse ut y, fra den nederste likningen, som ikke inneholder vy, . (Jeg
kunne ogsa lgst ut y, fra den gverste likningen.) Da far jeg:
Y,'=2y1+Y, & Vi=3¥,-3Y. © V'=3¥,"-3V.
Setter disse utrykkene inn i den gverste likningen. Da far jeg:
y,'=2y,+3Y,
%yzu_%yzlz 2(%y2'_%y2)+3y2 = yzl_ Y, +3y2
%yz "_%yz -2y,=0

y," =3y, -4y, =0
Den karakteristiske likningen blir

31\/32—4-(—4)=3J_r5={4

AP-31-4=0 & A=

2 2 -1
Da blir
y,(x)=Ce* +Ce™.

Vi finner y, enklest ved & benytte at
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v, () =3y, 1Y,
=1(4ce™ -Ce™)-1(Ce™ +Cre )
=3Ce™-C,e”

y1l:4y1+y2 y1(0):11
Y, =-2Y, + Y, ’ yz(O):_7
Jeg planlegger & lgse ut y, fra den gverste likningen, som ikke inneholder vy, ". Da far
Jeg:
i =4y +Y, < Y,=Y,-4y, < Y, =Y, -4y,
Setter disse utrykkene inn i den nederste likningen. Da far jeg:
Y, ‘= _ZY1 Y,
Y1 - 4y1 ‘= _2y1 + ( Y1 - 4y1)
Y, =5y, + 6y1 =0
Den karakteristiske likningen blir

5++/5"—4-6 _5i1_{3

AP-Bl+6=0 < A=

2 2 2
Da blir
y,(x)=Ce* +C,e*.
Vi finner y, enklest ved & benytte at
Y, =Y =4y,
=(3C,e™ +2C,e* ) - 4(Ce™ +C,e™)
=-Ce¥ -2C,e**
Finner til slutt C, og C, av startbetingelsene:
y,(0)=11 - Ce’+Ce’ =11 o G+C=l
y,(0)=-7 —C,e® —2C,e° =7 ~C,-2C, =7
Legger sammen likningene, og far:
-C,=4 < C,=-4.
Da blir
C,+C,=11 < C,=11-C,=11-(-4)=15.
Lasningen blir derfor
y, (x) =Ce* +C,e** =15 — 4™
y,(x)=-Ce* - 2C,e* = -15e** + 8¢*

Yi'=-2y, 1Y, yl(O):l
y, =4y, +y, —€* y,(0)=5
Starter med 4 lgse ut y, av den gverste likningen, og derivere uttrykket for y,:

y1':_2y1 Y, < Y, = y1|+2y1 = ¥, = y1"+2y1"
Setter dette inn i den nederste likningen:
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Y1 "+ 2y1': 4y1 +(y1 + 2y1) —e’

Y+ Y, =6y, = —e’
Den karakteristiske likningen blir

—1+12-4.(-6) -1+5 - {4:2

P+1-6=0 < A= =
2 2

Lasningen av den homogene likningen blir da
Yo, =Ce”+Ce™.

’\})
Il
da

Sgker en partikulaer lgsning av formen
Vi, =AY =y, =Y, = A
Setter inn i differensiallikningen for y; :
Ae* + Ae* —6Ae* =—¢".
Multipliserer med e~ og ordner:
A+ A-6A=-1 < -4A=-1 & A=

Dermed er
Y, () =y, () +y, , (x)=Ce* +C,e™ +1e*.

Na gjenstar det a finne y, (x) . Benytter da enklest at
Y, ()() = yl'()() + 2yl(x) = (cheZX _3C2e—3x _{_%ex)_}_ 2(C1e2x + Cze—sx +%ex)

_ 2x —3x 34X
=4Ce” -Ce™ +-e

Setter inn startbetingelsen:
y,(0)=Ce**+Ce®°+1e’=C +C,+1=1.
y,(0)=4Ce*° -C,e*"+2e°=4C, -C, +2=5.

Legger sammen disse likningene, og far
5C,+1=6 < C =1.

Fra den gverste likningen far vi na
C, =1—C1—%:1—1—%:—_%.

Da blir den spesielle Igsningen
Y, () =1-e" +(-1)e™ + e =e” + (e —e ™).

Y,(x)=4-1% — (~1)e™ + 2e* = 4e? + (e + 3¢").

3/1I:£"y1+y2‘|'e)< y1(0)=1

Y, =6y, -y, —e* y,(0)=1
Jeg planlegger a lgse ut y, fra den gverste likningen, som ikke inneholder y,"'. Da far
Jeg:

y1':4y1 +Y, +ef < Y, = y1I_4y1_e = y2.: y1"_4yll_ex'
Setter disse utrykkene inn i den nederste likningen. Da far jeg:

y2I:6y1_y2_eX

y,"- 4y, - e =6y, —(y, '~ 4y, —€*) - ¢’

y,"—3y'-10y, =€*

X
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Den karakteristiske likningen blir
3ty -4-(-10) 3+7 |5
2 2 {—2
Da blir lgsningen av den tilhgrende homogene likningen
Y, (x)=Ce™ +Ce?.
Ma finne en partikulaer lgsning, og prover
y, (0 =Ae" < y '(X)=Ae" < vy, "(x)=Ae".

A*-31-10=0 < A=

Setter inn i andregradslikningen for vy, :
Ae* -3Ae" -10Ae* =¢* < A-3A-10A=1 & -12A=1 < A=-3%.
Da blir —_—
Y, () =y, () +y;, (x) =Ce™ + C o™ —Le*.

Vi finner y, enklest ved & benytte at
y,(x) =y, -4y, —¢"
=(5C™ —2C,e ™ —Le*)-4(Ce™ +Ce™ —Le)—¢"
=C.e™ —6Ce ™ —2¢*
Finner til slutt C, og C, av startbetingelsene:
1(0)=1 _ Ce’+Ce’-g3e"=1 _ C+C=3
y,(0)=1 Ce’—6C,e’ -3’ =1 C,-6C,=1

Trekker likningene fra hverandre, og far:
C,=8-1--% & C,=-%
Da blir

=13 =13 _ =B_(_2\_3
C1+C2_12 = Cl_lz 02_12 (21)‘&'

Lasningen blir derfor

= 2 22X 1 aX _33.5% 2 42X 1
y,(X)=Ce™ +Ce ™ —Le* =Be™ _ 2 _Lg*,

_ 5x —2X 3 AX _ 33 45X 12 A—2X 3 AX
Y,(X)=Ce¥™ —6C,e ™ —2e* =8> 1 L2 3¢,
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