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Forord

Kjeere student!

I en idell verden ville alle ingenigrstudenter hatt et solid grunnlag i matematikk far de begynte
pa sitt ingenigrstudium. En del leerebgker og studieopplegg forutsetter en slik ideell verden.
Men i virkelighetens verden er det ikke slik. Mange av de hapefulle studentene som begynner
pa sitt ingenigrstudium, er svaert usikre i matematikk.

Dette heftet tar sikte pa a hjelpe deg nar du vil forsikre seg om at du har de ngdvendige
forkunnskaper i matematikk. Det er ikke ngdvendig a jobbe seg gjennom heftet fra forste til
siste side i ett strekk. Det kan vaere bedre a ga gjennom de kapitlene som er mest aktuelle til
enhver tid.

De tre farste kapitlene omhandler grunnleggende regneteknikk (algebra, brgkregning, lgsing
av likninger og ulikheter). Dette er stoff som alle bar beherske rimelig bra. Selv om du synes
at dette er greit stoff, vil jeg anbefale at du skummer gjennom det og forsikrer deg om at du
behersker stoffet ved & lgse noen av oppgavene.

Deretter fglger en liten innfaring i matematisk logikk og mengdelere. | hovedkapitlet har jeg
stort sett begrenset meg til & definere terminologi sog symbolbruk, siden dette brukes i all
videre matematikk. Dessuten her jeg sett pa induksjonsbeviset, som mange studenter synes er
temmelig ullent. Jeg har ogsa laget et lite tillegg der jeg gar litt dypere inn i logikk og
mengdelare.

De to neste kapitlene om polynomdivisjon og delbrgkoppspalting kan du trygt vente med til
du far bruk for disse teknikkene.

Deretter falger to kapitler om potens- og rotregning og om logaritmer. Jeg vil anbefale at du
leser gjennom disse kapitlene, blant annet fordi dette stoffet ogsa benyttes i andre fag.

Trigonometri og vektorregning benyttes ogsa i andre fag, ikke minst i fysikk. Du trenger ogsa
et grunnlag i trigonometri far du gar lgs pa trigonometriske funksjoner.
Jeg haper at dette heftet vil hjelpe deg til & fa en god start pa ditt ingenigrstudium.

Bjagrn Davidsen
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1. Grunnleggende algebra.

1.1. Grunnreglene.

Algebraen danner grunnlaget for all matematikk. Det er derfor meget viktig at du behersker
disse grunnleggende reglene.

Farst et par (litt upresise) definisjoner:

o Et ledd atskilles fra andre ledd med pluss eller minus.
o En faktor atskilles fra andre faktorer med et gangetegn.

Eksempel 1.1.1: Hvilke ledd og faktorer finner du i uttrykket
Xy = (x = y)(x* +6y)?

Lasning: Uttrykket bestér av to ledd, xy og (x - y)(x* +6y).
e Leddet xy bestar av to faktorer, x og'y.

e Leddet (x—y)(X*+6y) bestdr av to faktorer, (x—y ) og (X’ +6y).
Faktoren (x—y ) er bygd opp av to ledd, x og y.
Faktoren (x* +6y) er bygd opp av to ledd som igjen er bygd opp av faktorer slik:

0 x* bestar av faktorene x og x.
0 6y bestar av faktorene 2, 30gy.

De viktigste regnereglene er:

at+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)
a-b=b-a
(a-b)-c=a-(b-c)
a(b+c)=a-b+a-c

Dessuten kan du trekke sammen like ledd: a +a = 2a.

Til slutt tar vi med grunnreglene for regning med negative tall:

() (-2)=+1

-1
—(a+b)=-a-b

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Legg merke til den siste regelen: Nar du opplgser en parentes med minus foran, ma du skifte
fortegn pa alle leddene inni parentesen.

Det er vanlig a slgyfe multiplikasjonstegnet nar dette kan gjeres uten at det oppstar
misforstaelser.

Et par eksempler pa bruken av disse reglene:

Eksempel 1.1.2: Multipliser ssmmen uttrykkene nedenfor, og skriv svaret sa enkelt som
mulig:

a) (2x—y)(x—3y)
b) (2a-b)(a+b-3)

Lasning:
a) (2x-y)(x—3y)=2x(x—-3y)-y(x—3y)
= 2X* —6xy — Xy + 3y’
=2X> —7xy +3y?
b) (2a-b)(a+b-3)=2a(a+b-3)-b(a+b-3)
=2a’ +2ab—6a—ab—b*+3b
=2a’ —6a+ab—b*+3b

Jeg vil anbefale at du setter et lite merke ved leddene etter hvert som du trekker sammen. Da
kan du til slutt kontrollere at du har fatt med deg alle leddene.

Nar du har flere parenteser inni hverandre, lgnner det seg vanligvis a opplgse parentesene
innenfra, og trekke sammen etter hvert. Dette illustreres i eksemplet nedenfor:

Eksempel 1.1.3: Skriv uttrykket nedenfor enklere:

2a—(b—(a—(2b—a))).

Lasning:

Oppgave 1.1.1.
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1.2. Prioriterings-rekkefaglgen.

La oss se nermere pa uttrykket

3.5 +4.
Nar du regner ut dette uttrykket, starter du med a regne ut potensuttrykket 5° og far 25. Dette
tallet multipliserer du med 3 og far 75. Til slutt legger du til 4 og far 79.

Vi har altsa en fast prioriteringsrekkefalge for slike operasjoner:

1. Farst beregnes alle potensuttrykk.
2. Deretter beregnes multiplikasjoner og divisjoner.
3. Til slutt utfares alle addisjoner og subtraksjoner.

Nar flere operasjoner med lik prioritet skal utfares, regner vi fra venstre mot hgyre. Dersom vi
gnsker & endre denne rekkefglgen, ma vi bruke parenteser.

Her er noen eksempler pa situasjoner der det er lett a gjere feil:
e Nar du skriver —37, betyr det at du farst opphgyer 3° og far 9. Deretter skifter du
fortegn og far —9. Dersom du mener at —3 skal opphgyes i andre (d.v.s. ganges med

seg selv), ma du skrive (—3)2 og far 9.
e Nar du ganger ut uttrykket 3(x—1)(x+2), mé du veere klar over at 3-tallet kun kan
ganges inn i den ene parentesen, for eksempel slik:
3(x-1)(x+2)=(3x-3)(x+2)=3x*+6x—3x-6=3x>+3x-6.
Eller slik:
3(x-1)(x+2)=(x-1)(3x+6)=3x"+6x—3x—6=3x"+3x—6.
e Det er fort gjort & gjere feil nar du skal forenkle uttrykk av formen 2(x —%)2. Du kan

ikke gange inn 2-tallet og f& (2x —1)°. Grunnen er at 2(x —%)2 =2(x-1%)(x—%), og
2-tallet kan kun ganges med den ene av parentesene. Riktig svar skal veere
Z(X—%)2 = 2(x2 —2~x'%+(%)2)= 2(x2 —x+%): 2x* —2x+1.

Oppgave 1.2.1.

1.3. Kvadratsetningene.

Pa grunnlag av reglene ovenfor kan vi utlede flere setninger. De viktigste er
kvadratsetningene:

(at b)2 =a’+2ab+b’ (1. og 2. kvadratsetning)
(a+b)(a—b)=a*-b’ (3. kvadratsetning)

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Disse reglene viser seg a vere viktige nar vi kommer til faktorisering.

Eksempel 1.3.1: Regn ut uttrykkene nedenfor ved hjelp av kvadratsetningene:
a)  (3x-y )2 :
) (21 )’ - (x-2y)
Lasning:
a)  (3x-y?) =(3x)"-2:3x-y2+(y?) =9x" —6xy*+y".
b) (ZX-'Y)Z—(X—-Zy)Z:((2x)2-2-2x-y4-y2)—(xz—-2-x-2y-+(2y)2)
= 4x" —dxy +y* — X" + 4xy - 4y* = 3x* - 3y’

Alternativ: Vi kan ogsa benytte 3. kvadratsetning:
(2x=y) = (x=2y) =((2x=y) +(x-2y))((2x~y) - (x~2y))
=(3x-3y)(x+y)=3(x—y)(x+Y) :3(x2 = y2)

Oppgave 1.3.1.

1.4. Faktorisering.

A faktorisere et uttrykk er neermest det motsatte av & trekke sammen ledd i et uttrykk. Du kan
faktorisere bl.a. ved a:

1) Sette felles faktor utenfor parentes.
2) Bruke en kvadratsetning.

Vi skal senere se pa flere verktay for faktorisering.
Som regel lgnner det seg a starte med a se etter felles faktorer som kan settes utenfor parentes.
Nar du ikke finner flere slike felles faktorer, undersgker du om en av kvadratsetningene kan

brukes. Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 1.4.1: Faktoroser uttrykkene nedenfor:
a) 6a’b —12ab* + 6b°.
b) Ax%y —9xy°.

Lasning:
a)  6a’h—12ab’ +6b* =6b(a’ —2ab+b*)=6b(a—b)".

b) 4x%y —9xy® = xy(4x2 —9y2) = xy((Zx)2 —(3y)3) = xy(2x—3y)(2x+3y).

Det kan vare vanskelig & avgjgre om et tre-leddet uttrykk kan faktoriseres med 1. (eller 2.)
kvadratsetning. Dersom et tre-leddet uttrykk kan faktoriseres, ma disse kravene vare oppfylt:
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1. To av leddene ma vere kvadrater. Skriv ned kvadratrota av disse to leddene.
2. Det tredje leddet ma veere 2 ganger produktet av disse kvadratregttene.

Dette kan virke komplisert, sa la oss se pa et eksempel:

Eksempel 1.4.2: Faktoriser (om mulig)
9x* +30xy + 25y°.

Lasning: Det er ingen felles faktorer som kan settes utenfor parentes. Men farste og siste ledd
er kvadratledd:

9x? = (3x)’

0g
25y% = (5y)2.

Det midterste leddet kan skrives
30xy =2-3x-5y,

slik at du kan bruke 1. kvadratsetning:
9x? +30xy + 25y2 = (3x)° +2-3x-5y + (5y)° = (3x+5y)".

Oppgave 1.4.1.

En gang i blant ma du bruke mer fantasi for a fa til faktoriseringen:

Eksempel 1.4.3: Faktoriser (om mulig)
2ax —6ay + bx — 3by .

Lasning: Det er ingen faktorer som er felles for alle leddene. Men vi merker oss at de to farste
leddene har 2a som felles faktor, mens de to siste leddene har b som felles faktor. Da kan du
omforme slik:

2ax — 6ay + bx —3by = 2a(x—3y) +b(x-3y)
Men na har du fatt et to-leddet uttrykk med (x —3y) som felles faktor. Denne kan settes

utenfor parentes, slik at du far:
2ax —6ay +bx —3by = 2a(x-3y)+b(x-3y)=(x-3y)(2a+b).

Du far samme resultat dersom du slar sammen 1. og 3. ledd til
2ax+bx = x(2a+h),

0g 2. 0g 4. ledd til
—6ay —3by =-3y(2a+h).

Da blir (2a + b) felles faktor. Gjennomfgr regningene selv!

Oppgave 1.4.2.
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2. Brgkregning.

2.1. Forkorting av brgker.
Det er svaert fa ting du kan gjere med en brgk. Det er imidlertid et viktig unntak:

Du kan multiplisere eller dividere bade teller og nevner i en brgk med samme tall.

Merk at du ikke kan multiplisere eller dividere med null.

Disse enkle operasjonene er utgangspunktet for forkorting av bragker. Prinsippet er at dersom
bade teller og nevner har en felles faktor, kan teller og nevner divideres med denne faktoren.
Vi sier at faktoren forkortes bort. Far du kan forkorte, ma du derfor faktorisere bade teller og
nevner, og se om det er noen faktorer som fins i bade teller og nevner. Slike faktorer kan da
forkortes bort.

Merk at det kun er felles faktorer i teller og nevner som kan forkortes bort. | brgker av typen
3x-1
3(x+2)
kan du saledes ikke forkorte bort 3-tallet, fordi 3-tallet er ikke felles faktor for alle leddene i
teller.

Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten:

Eksempel 2.1.1: Forkort (om mulig) brekene nedenfor:
2ab?
Q) —.
4ab -2a
xy — 3x°
yZ _ 9X2 )
3x* —12xy +12y?
x® — 4xy?

b)

c)

Lasning:
2ab? 2ab? b?
a) = = .
4ab-2a 2a(2b-1) 2b-1
b) xy —3x° XM X
y? —9x? (y+3x)M y+3x
3x2—12xy+12y2_3(X2—4XY+4)’2)_ 3(x—2y)\2\ 3(x-2y)

x* — 4xy? - x(x2—4y2) _XM(X+2y) x(x+2y)’

Oppgave 2.1.1.
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2.2. Sammentrekking av brgker.

Nar du skal trekke sammen brgker, ma du farst skaffe deg en fellesnevner, som er produktet
av alle faktorer som inngar i en eller flere av nevnerne. Du ma derfor starte med & faktorisere
alle nevnerne. For hver brgk multipliseres deretter teller og nevner med de faktorene fra
fellesnevneren som ikke inngar i brakens nevner. Deretter settes alt opp pa en brgkstrek (husk
at minus foran en brgk behandles som minus foran en parentes), og telleren trekkes sammen.
Om mulig forkortes den brgken som vi kommer fram til. Se eksemplene nedenfor.

Eksempel 2.2.1: Trekk sammen brgkene nedenfor:

) X 1

X*—4 2x+4
b) X— 2_2 3

X+1 X

3 X—2 6

C) T2 T3

2X—6 X —3x X°—-9x
Lasning:

a) Faktoriserer:
X*—4=(x+2)(x-2)
2x+4=2(x+2)

Fellesnevner:
2(x+2)(x-2).

x 1 X 2 1 x-2 x2-1(x-2)
x2—4 2x+4 (x+2)(x-2) 2 2(x+2) x—2 2(x+2)(x-2)
2X—X+2 1

- 2(x+2)(x sz 2) 2(x-2)

b) Her oppfatter vi 2-tallet som £, slik at vi har nevnerfaktorene x+1, 1, og x. Da blir felles-
nevneren

(x+1)x
slik at vi far:
X-2 ,.8_x-2x 2 (x+1)x 3 (x+1)
X+1 x x+1 x 1 (x+1)x x (x+1)
(x2—2x)—2(x2+x)+(3x+3)
(x+1)x
X =2x—2x2 - 2x+3x+3 x> —Xx+3
X(x+1) X(x+1)
c) Faktoriserer:
2x-6=2(x-3)
x? =3x =Xx(x—3)

x*—9x = x(x2 —32) =X(x+3)(x-3)
Fellesnevner:
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2x(x+3)(x—-3).

3  x=2 6 3 x(x+3) x-2 2(x+3) 6 2
2x-6 x*=3x xX°-9x 2(x-3) x(x+3) x(x-3) 2(x+3) x(x+3)(x-3) 2
(3x* +9x) - 2(x—2)(x +3)-12
2x(x+3)(x—-3)
3P+ 9x—2x% —6x+4x+12-12
2x(x+3)(x-3)

_ o XTx X (x+7)
2x(x+3)(x=3) 2% (x+3)(x-3)
X+7

- 2(x+3)(x-3)

Oppgave 2.2.1.

Noen ganger har vi bruk for & ga den motsatte veien: splitte opp en brgk der nevneren er et
produkt av faktorer til en sum av brgker der nevnerne er enklest mulig. Denne prosessen
kalles delbrgkoppspalting, og blir behandlet i et senere kapitel.

2.3. Brudne brgker.

En brudden brgk er en brek der teller og/eller nevner selv er brgker. Nevnerne i disse
"smabrgkene" kalles gjerne "smanevnere". Slike bragker forenkles ved & multiplisere teller og
nevner i hovedbrgken med "smanevnerne" (eller med fellesnevneren for "smabrgkene™).

Noen ganger kan det Ignne seg a sette teller og/eller nevner som inneholder "smanevnere" opp
pa en brokstrek far du multipliserer med fellesnevneren. | eksemplene nedenfor er begge
metodene benyttet.

Eksempel 2.3.1: Skriv de brudne brgkene nedenfor som en vanlig brak:

a) —*L,

b)

C) X+1

Lasning:
a) Fellesnevner for "smanevnerne" er bare x—1. Vi kan da regne direkte slik:

2+ (2+54)(x-1) 2(x-1)+ MM 2x-2+1_2x-1

x+1 (x+1)(x—1) x? — x? -1 X2 -1

Eller vi kan gjgre om den opprinnelige telleren til en brudden brgk forst:
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b) Fellesnevner for "smanevnerne" er x(x—1). Vi kan da regne direkte slik:
2-1 (2-3)x(x-1) 2 X(x=1)-%- X(x-1)
A sy 3
C2xP-2x—x+1  2x*-3x+1

NG NG

Eller vi kan gjgre om den opprinnelige telleren til en brudden brgk forst:
2-1 2.x_1 _(zyl)'X(X—l) (2x-1)(x-1)
ﬁ 71 - N N X?
_2x —2X —x+1_2x -3x+1
X X

N

c) Fellesnevner for "smanevnerne" er(x+1)(x 1) . Dersom vi regner direkte, far vi:
51 (E-D(xD)(x-1) S5 O (x-1) -1 (X -1)  3(x-1)—x* +1
D=2 (2——)(x+1)(x l) 2(x* _1)_§(X+1)N 22X —2—(x+1)

3% -3-x*+1 —x*+3x-2
2x°—2-x-1 2x*-x-3

Dersom vi farst skriver bade teller og nevner som rene brudne braker, far vi:

el Sem (x-1) _ (2-x)(x-1)
=1 2.00- 72%2:1.(x+1)N (2x-3)(x+1)
2X—2—-x*+Xx —x*+3x-2

2x2 +2X—-3x—3  2x2—x-3

Ver ngye med hva som er hovedbrgkstrek, og hva som er "smabrgk-strek”! Eksemplet
nedenfor viser hva som skjer dersom du roter med hva som er hovedbrgkstrek:

Eksempel 2.3.2: Vis at den brudne brgken
X+ 2

Xx+1

x—1
kan oppfattes pa to forskjellige mater, og vis at de to tolkingene farer til ulike uttrykk nar
brgken omformes til en vanlig bragk.

Lasning: Dersom uttrykket oppfattes som
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X+2
X+1
x—1'
skal teller og nevner multipliseres med x+1. Da far du:
X+2 x+2
P _X+2

x—1 x-1 (x+1) X271

Men dersom uttrykket oppfattes som
X+2

x+1 '
x-1

ma teller og nevner multipliseres med x—1. Da far du:
X+2 _x+2 (X=1) X' -x+2x-2 X’ +x-2

X+1 X+1 - '
o e X+1 X—Jfl

Eksemplet nedenfor viser en situasjon der det er lett & gjere feil:

Eksempel 2.3.3: Skriv den brudne brgken nedenfor som en vanlig brgk:

2_
1+3)@2-%)

Lasning: Her er det fristende a bli kvitt smanevnerne ved a multiplisere teller og nevner med
2. Men da vil du kun bli kvitt "smanevneren™ i den ene nevnerfaktoren. For a bli kvitt alle
smanevnerne, ma du multiplisere teller og nevner i hovedbrgken med 4:

(2-%)-4 _ 8-2x 8—2x

f—;)z(@+;y2y(@—;y2)_(2+xx2—x)=f:}i'

Dette ser du kanskje lettere hvis du farst multipliserer ut nevneren (med 3. kvadratsetning):
2-3 _2-3 (2-3)4 8-2x

%
1

N\x

Oppgave 2.3.1.
Oppgave 2.3.2. (Denne oppgaven er forholdsvis krevende).
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3. Likninger og ulikheter.

3.1. Enkle fagrstegradslikninger.

A Igse en likning bestér i & omforme den opprinnelige likningen til en ny ekvivalent likning
som er sa enkel at du direkte ser hvilke verdier av den ukjente som passer i likningen. Som
hjelpemiddel har du da alle de operasjonene som er behandlet i notatene om algebra og
brekregning. Dessuten kan du:

e Multiplisere eller dividere hele likningen med et tall (unntatt null).

e Legge til eller trekke fra like mye pa begge sider av likhetstegnet.

Det fins ingen generell strategi for hvordan du skal benytte disse teknikkene. Men dersom du
legger til eller trekker fra ledd pa begge sider av likhetstegnet pa en fornuftig mate, er dette
ekvivalent med a flytte ledd over pa andre siden av likhetstegnet med motsatt fortegn. Du vil
da samle alle ledd som inneholder den ukjente pa den ene siden av likhetstegnet, og alle andre
ledd pa den andre siden.

Eksempel 3.1.1: Finn x uttrykt ved a nar
2(a—x)+3x=a(x+3).

Lgsning: Ganger ut parentesene, og samler alle ledd med x pa venstre side av likhetstegnet:
2(a—x)+3x=a(x+3)

& 2a-2X+3x=ax+3a
& —2X+3x—ax=-2a+3a
& X—ax=a
< x(l-a)=a
a
&S X=——
1-a

Oppgave 3.1.1.

Nar likningen inneholder en eller flere braker, og den ukjente forekommer i nevner, er det
ofte lurt & gange hele likningen med fellesnevneren for alle brgkene:

Eksempel 3.1.2: Finn x uttrykt ved a nar
2a _a+l

1-X x+2°

Lesning: Begge sider av likningen multipliseres med fellesnevneren (1—x)(x+2), og vi far:

o B (+2) = 22 (10 o)

o 2a(x+2)=(a+1)(1-x)
& 2ax+4a=a—-ax+1-x
Sa samles alle x-leddene pa hgyre side av likhetstegnet:
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2aXx+ax+x=-4a+a+1
< (3a+l)x=-3a+1

_—3a+l
3a+1

Her ma vi forutsette at a = —1 for & unnga null i nevneren.

(Vanlig slurvefeil: Minustegnet i leddet —3a synker ned foran brgkstreken, slik at svaret ser
3a+1

3a+1

utsom X =-—

som da kan forkortes til x =-1).

Oppgave 3.1.2.

Merk: Det er kun nar du har en likning at du kan multiplisere begge sider av likhetstegnet
med fellesnevneren (eller med et hvilket som helst tall for den saks skyld). Nar du skal
forenkle uttrykk som inneholder brgker, kan du ikke multiplisere uttrykkene med
fellesnevneren. Hvis du for eksempel skal forenkle uttrykket

2a  a+l

1-X X+2
kan du ikke multiplisere med (1—x)(x+2). Du ma gjere slik:

2a _a+l 2a(x+2)-(a+1)(1-x) 2ax+4a-a+ax—1+x
1-X X+2 (1-x)(x+2) (1-x)(x+2)
_ Jax+x-3a-1

- (1-x)(x+2)

Du far ofte bruk for a omforme uttrykk. Da bruker du de samme teknikkene som nar du lgser
likninger. Her er et par eksempler:

Eksempel 3.1.3: Nar en partikkel har startfart v, og akselerasjon a, vil den i lgpet av en tid t
bevege seg en strekning x gitt ved
X =Vt +Lat®.
Omform dette uttrykket slik at du finner
a) Vv, uttrykt ved de andre starrelsene.
b) a uttrykt ved de andre starrelsene.

Lasning:

X
a) x=vt+iat® o yt=x-iat® o y="—>2—=--2_="_l5t,

b) x=vt+iat® < Zlat®=x-vt.
Multipliserer begge sider av likhetstegnet med 2, og deler pé t*:
lat®-2 (x—vt)-2 2(X=Vgt) _2x 2y,

t? t? t? t2 ot
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Lasning: Starter med & multiplisere hele braken med R, R, og R,:

1

—-K-Rl-RZ——R [ (R0 R
R-R,=R-R,+R-R,
R-R,-R-R =R-R,
R1(R_R):R'Rz

R-R,
Rl—ZR

0 ¢ 009

Oppgave 3.1.3.

3.2. Andregradslikninger.

Disse likningene lgses vanligvis med formel. De ma da ferst ordnes slik at de far standard-
formen

ax’ +bx+c=0.
Deretter benytter vi at:

En detaljert utledning av formelen finner du her.

Lasning:
a) Benytter formelen direkte:
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2.3 6 6 6
2(-1xV13) 1413 1436 [28~0.87
23 3 3  |#t=~153

b) Starter med & ordne likningen til standardformen:
x> —5x+4=0.
Na kan vi bruke formel:

_(_5)i\/(_5)2_m=51\/25—16 :5i«/§:513:{
2

X =

2-1 2 2

= S

Noen ganger er det enklere a benytte at:

Side 17

Nar et produkt er lik null, ma minst en av faktorene veere lik null.

Eksempel 3.2.2: Lgs disse likningene uten a bruke formel:
a) x> —4=0.
b) x> —3x=0.

Lasning:
a) Benytter 3. kvadratsetning:
x—-2=0 < x=

X*-4=0 & (x-2)(x+2)=0 < { =
X+2=0 < x=-2

b) Setter x utenfor parentes:
Xx=0

x*-3x=0 < x(x-3)=0 < {—
x-3=0 < x=3

Advarsel: Nar du lgser likninger, ma du ikke forkorte bort en faktor som inneholder den

ukjente. Da mister du en lgsning.

Oppgave 3.2.1.

3.3. Mer faktorisering.

| de siste eksemplene ovenfor brukte du faktorisering til & lgse en andregradslikning. Men du

kan ogsa ga motsatt vei slik:
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Dersom likningen
ax’> +bx+c=0
har lgsningene
X=X%0g X=X,,
sa er
ax® +bx+c=a(x—x)(x-X,).

Dette kan vi bruke til a faktorisere andregradsuttrykk slik eksemplene nedenfor viser:

Eksempel 3.3.1: Faktoriser uttrykket
a) 2x*—6x+4.
b) a*+ab-2b?

Lasning:
a) Likningen
2x° —6x+4=0
har lgsningene

6+\(-6)-4-2:4 6+36-32 6+4 612_{2
4

X c
2.2 4 4 1

Da er
2x* —6x+4=2(x-2)(x-1).

b) Denne er litt finurlig. Men hvis vi betrakter a som en ukjent i andregradslikningen
a’+ab-2b* =0,
kan vi finne a uttrykt ved b:

i _bi\/b2—4.1.(—2b2) _—b+b?+80> —b3p

a =
2 2 2

—b+3b _ 2b _
(naa

b-3b _ ab _ _
= =5=-2b

Altsa er
a’+ab—2b’ =(a-b)(a—(-2b))=(a-b)(a+2b).

Dette kan veere nyttig ved forkorting, slik neste eksempel viser:

Eksempel 3.3.2: Forkort bragken
2X% +2x-12
3x*-12

Lgsning: For a kunne faktorisere telleren, benytter jeg at likningen

2x2 +2x-12=0
har lgsningene
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. 242" -4-2:(-12) 2+4+96 24100 -2+10 |2
2-2 4 4 4 -3
slik at

2x2 +2x-12=2(x-2)(x—(-3)) =2(x-2)(x+3).

Nevneren faktoriseres ved a sette 3 utenfor parentes, etterfulgt av 3. kvadratsetning, slik at
3x* ~12=3(x* - 4) =3(x+2)(x~2).

Da blir

2% +2x-12 _ 2(x~7) (x+3)  2(x+3) 2x+6
3¢ -12 3(x+2)(x~7) 3(x+2) 3x46’

Oppgave 3.3.1.

3.4. System av to fegrstegradslikninger.

Dette er likningssystem som bestar av to farstegradslikninger med to ukjente. Det er flere
metoder for & lgse slike likningssett. De to vanligste er:

Innsettingsmetoden: Las ut den ene ukjente av en av likningene, og sett inn i den andre
likningen. Da far du en vanlig ferstegradslikning med en ukjent. Nar denne er funnet, er det
lett & finne den andre ukjente.

Addisjonsmetoden: Denne metoden gar ut pa kvitte seg med den ene ukjent ved a legge
sammen de to likningene, eventuelt etter & ha multiplisert en eller begge likningene med et
hensiktsmessig tall. Da star vi igjen med en likning med en ukjent. Vi lgser denne likningen.
Deretter finner vi den andre ukjente ved a sette inn i en av likningene.

Vi ser pa et par eksempler:

Eksempel 3.4.1: Las disse likningssystemene bade ved innsettings- og addisjonsmetoden:
a) 2Xx—y=3
X+y=9
b) 2x -3y =17
3X+2y=4

Lasning:
a) Nar vi bruker innsettingsmetoden, kan vi for eksempel starte med a lgse ut y av den siste
likningen:
X+y=9 < y=9-xX.
Sa settes dette inn i den farste likningen, og vi far:
2x—(9-x)=3 & 2x-9+x=3 & 3x=12 & x=4.
Vi ngster oss tilbake, og far at
y=9-x=9-4=5.
Lasningen blir da tallparet (x,y)=(4,5).
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Nar vi benytter addisjonsmetoden, kan vi bare legge sammen likningene direkte. Da faller
y-leddene bort, og vi far:

(2x—y)+(x+y)=3+9 < 3x=12 < x=4.
Denne verdien setter vi inn i den siste likningen, og far

4+y=9 < y=9-4=5.

b) Nar jeg bruker innsettingsmetoden, er det kanskje enklest a lgse ut x av den farste
likningen, og deretter sette inn i den andre:
2x-3y=7 < 2x=3y+7 < x=3y+I.
3x+2y=4 o 3(2y+1)+2y=4 < Ly+Z+2y=4
S y+2y=4-2 o Zy== o y=-1
Til slutt blir
x=3y+3=3-(-)+i=4=2.

2

Lasningen blir da tallparet (x,y)=(2,-1).

Nar vi bruker addisjonsmetoden, ser det ut til & veere enklest a bli kvitt y-leddene. Da ma
vi multiplisere den gverste likningen med 2 og den nederste med 3 fer vi legger sammen
likningene:

(2x-3y)-2=7-2 4x -6y =14

=

(3x+2y)-3=4-3 9x+6y=12
Nar likningene legges sammen, far vi

13x=26 < x=2.
Sa finner vi y av for eksempel den gverste likningen:

2Xx-3y=7 & -3y=7-2x=7-2-2=3 & y=-1.

Oppgave 3.4.1.

Du kommer ofte bort i slike likningssystem med mer enn to ukjente. Selv om du kan benytte
de samme metodene som ovenfor, er det utviklet mer generelle metoder til & lgse slike
likningssystem. Vi skal ikke komme inn pa slike metoder na.

3.5. System av hgyere ordens likninger.

Na gar vi kanskje litt ut over det som kan kalles "forkunnskaper". Men det er nyttig a kjenne
til det, og det inneholder egentlig ingenting nytt. Vi skal bare benytte kunnskaper som vi
allerede har fra for. Dessuten ma vi jobbe systematisk. Vi ma ogsa huske pa at Igsningen av et
slikt likningssystem er et tallsett som skal inneholde en verdi for hver av de ukjente, slik at
alle likningene i likningssystemet er oppfylt.

Vi skal begrense oss til to likninger med to ukjente.

Eksempel 3.5.1: Finn x og y av likningssystemene nedenfor:
Q)  x*-2xy=0
2X+y=5
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b)  x*=4y?
Xy—4y+6x=0
Lasning:

a) Her er det flere mulige strategier. Det enkleste er kanskje a starte med a faktorisere den
gverste likningen:

x*-2xy=0 < x(x-2y)=0.
Sa benytter vi at nar et produkt er lik null, ma en av faktorene veere lik null. Det gir disse
to mulighetene:

x=0eller x-2y=0 < x=2y.
Hittil har vi bare sgrget for at den farste likningen er oppfylt. Men den andre likningen ma
ogsa vaere oppfylt samtidig. Vi ma derfor se pa to muligheter:
Dersom x =0, blir den andre likningen

2-0+y=5 & y=5.
Dette gir lgsningen

(xy)=(05).

Den andre muligheten er at x = 2y . Settes dette inn i den siste likningen, far vi
2-2y+y=5 & 4y+y=5 < bLy=5 & y=1.

Da blir
X=2y=2-1=2.

Dette gir lgsningen

(xy)=(21)

Likningssystemet har altsé to lgsninger, tallparene (0,5) og (2,1).

En annen strategi er a lgse ut y av den siste likningen, og deretter sette inn i den farste. Da
far vi:
2X+y=5 < y=5-2x.
Innsetting i den farste likningen gir
x*-2x(5-2x)=0 < x*-10x+4x*=0 < 5x*-10x=0
< 5x(x-2)=0
Merk at vi kan ikke forkorte bort x. Gjer vi det, mister vi en lgsning.
Na har vi to muligheter: x=0 eller x-2=0 < x=2.
Dersom x =0, blir
y=5-2-0=5,
som gir lgsningen

(xy)=(05).

Dersom x =2, blir
y=5-2.2=1,
som gir lgsningen

(xy)=(21).

b) Her lgnner det seg a starte med den gverste likningen:
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X*=4y° & x=22y.
Sa setter vi inn i den nederste likningen:
Dersom x =2y, far vi
(2y)y-4y+6-2y=0 < 2y’-4y+12y=0 < 2y*+8y=0
< 2y(y+4)=0
Hererenten y=0eller y+4=0 < y=-4.
Da blir
2:0=0
<2y (s
Vi har altsa funnet to lgsninger:
(x,y)=(0,0) eller (x,y)=(-8,—4).

Men vi kan ogsa ha at x = -2y . Da far vi
(-2y)y-4y+6-(-2y)=0 < -2y°-4y-12y=0 < -2y’-16y=0
< -2y(y+8)=0
Hererenten y=0 eller y+8=0 < y=-8.
Da blir
2.0=0
<27y (g

Losningen (x,y)=(0,0) har vi fra far. Men vi har funnet en ny lgsning:
(x,y)=(-16,-8).
Likningssystemet har altsé tre lgsninger, tallparene (0,0), (-8,—4)og (-16,-8).

Oppgave 3.5.1.

3.6. Ulikheter.

Farstegrads-ulikheter lgses med stort sett de samme regneteknikker som farstegradslikninger.
Det er imidlertid ett viktig unntak:

Nar du multipliserer begge sider av en ulikhet med et negativt tall, ma du snu ulikhetstegnet.

En konsekvens av dette er at:

Du kan ikke multiplisere begge sider av en ulikhet med en faktor som du ikke vet fortegnet til.

Et lite eksempel:
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Eksempel 3.6.1: Lgs ulikheten
2(x—1)-x<1-3(3-x).

Lgsning: Bruker samme teknikker som nar jeg lgser en likning:
2(x—1)—-x<1-3(3-x)
& 2X—2-%x<1-9+3x
& 2X—Xx—-3x<2+1-9
& —-2X<—6
< x>3
Merk at jeg ma snu ulikhetstegnet nar jeg deler pa -2 i siste linje.

Oppgave 3.6.1.

Ikke fall for fristelsen til & forkorte bort eller multiplisere med faktorer som inneholder x!
Dette gar sjelden bra, fordi vi kjenner (vanligvis) ikke fortegnet til slike faktorer, og da vet vi
heller ikke hvilken vei ulikhetstegnet skal sta. Dette farer til at ulikheter som inneholder
potenser av x, og ulikheter der en eller flere nevnerfaktorer inneholder x, ma behandles med
forsiktighet. Prosedyren i ramma nedenfor anbefales:

Ulikheter med brgkfunksjoner som har x i nevner, eller ulikheter som inneholder potenser av

X, loses slik:

1. Alle ledd samles pa venstre side av ulikhetstegnet.

2. Venstre side faktoriseres.

3. Sett opp et fortegnsskjema der hver faktor far sin fortegnslinje. Bruk hel strek nar faktoren
er positiv, stiplet strek nar faktoren er negativ.

4. Sett opp fortegnslinja for hele venstre side av ulikheten ved a benytte at 0, 2, 4, ... negative
faktorer blir positivt, mens 1, 3, 5, ... negative faktorer blir negativt.

5. Se av oppgaveteksten om venstre side skal vaere positiv eller negativ, og skriv ned svaret ut
fra fortegnslinja.

Dette ma illustreres med et par eksempler:

Eksempel 3.6.2: Lgs ulikhetene
a) 4x<x’.

by = _>3.

Lasning:

a) Du ma ikke forkorte bort x! Slik forkorting innebeaerer egentlig at du dividerer med x, og
du vet jo ikke om x er positiv eller negativ. Da vet du heller ikke hvilken vei ulikhets-
tegnet skal sta etter forkortingen. Vi ma gjare slik:

4x<x® o 4x-x*<0 < x(4—x2)<0 < x(2-x)(2+x)<0.
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T > Na ma vi sette opp fortegnsskjema med en
> 10 1 | X linje for hver faktor, der en hel strek

X -l __ 4 - markerer positiv faktor mens stiplet strek
markerer negativ faktor. Da kan vi bli lurt

2-X yo—=- av faktoren (2—x), som far hel strek nar
2+ X ———- 2-x>0 & —-x>-2 & x<2.

Ellers er
X(x=2)(x+2) L D S X+2>0 < x>-2.

Hele fortegnsskjemaet blir da som vist ovenfor. Vi leser av:
x(2—-x)(2+x)<0 ndr —2<x <0 eller nér x> 2.

b) Her kan du ikke multiplisere begge sider med (x — 2), fordi du ikke vet om denne

faktoren er positiv eller negativ. Du flytter heller alle leddene over pa venstre side av
ulikhetstegnet, og setter alt opp pa felles brakstrek:

X —3-X_220 - X_3X+620 - —2x+620

X—2 X—2 X—2 X—2
Sa undersgker du nar hver faktor er positiv:
-2x+6>0 < -2(x-3)>0 & x-3<0 < x<3.

X-2>0 < x>2.

Disse resultatene samles i fortegnsskjemaet til venstre.
Merk at vi ikke kan bruke x =2 fordi vi da far null i
nevneren. Videre merker vi oss at oppgaven gar ut pa a
vi finne de x-verdiene som farer til at brgken er starre
enn eller lik null. Av fortegnsskjemaet ser vi at dette er
oppfylt nar

2<Xx<3.

<V

Oppgave 3.6.2.
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4. Litt matematisk logikk og mengdeleere.

4.1. Matematisk logikk.

Matematikk er egentlig logisk tenkning satt i system. Men "matematisk logikk" er likevel blitt
et eget fagomrade innen matematikken. | dette kapitlet skal vi sa vidt se litt pa dette. Vi skal
begrense oss til de viktigste definisjonene, symbolene, og bruken av symbolene. Stoffet
viderefgres med litt fordypning og litt om anvendelser i et tilleggskapitel.

4.1.1. Utsagn.
La oss starte med en viktig definisjon:

Et utsagn er en formulering som er enten sann eller usann.

Merk at formuleringen ma veere sa presis at det er mulig a avgjere med sikkerhet om
pastanden er sann eller usann.

Dersom utsagnet er sant, har det sannhetsverdi T (True) eller 1.
Dersom utsagnet er usant, har det sannhetsverdi F (False) eller 0.

Eksempel 4.1.1: Er formuleringene nedenfor utsagn? Dersom de er utsagn, skal du avgjare
sannhetsverdien.

a) "Oslo er hovedstaden i Norge".

b) "Deter varmt i dag".

c) "Matematikk er morsomt".

d "2+2=5"

Lasning:

a) Dette er et utsagn. Sannhetsverdi T eller 1.

b) Ikke utsagn. Sannhetsverdien avhenger av den subjektive vurderingen til den som
framsetter pastanden.

c) Ikke utsagn, av samme grunn som ovenfor.

d) Utsagn, med sannhetsverdi F eller 0.

Vi bruker ofte bokstavsymboler (gjerne i kursiv) for a angi utsagn, f. eks. slik:
p: "Rosenborg ble seriemester i fotball for menn i 2003”.

Na kan vi bruke symbolet p istedenfor det lange utsagnet ”"Rosenborg ble seriemester i fotball
for menn i 2003”. Slike symboler kalles utsagnsvariabler.

| matematikken kommer vi ofte over formuleringer av typen "x > 2". Sannhetsverdien av slike

utsagn avhenger av verdien av x. | det gyeblikk x er kjent, kan vi ogsa avgjere om utsagnet er
sant eller ikke. Slike utsagn kaller vi apne utsagn.
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Et dpent utsagn er et utsagn der sannhetsverdien forst kan avgjares
etter at en eller flere variabler har fatt tilordnet verdi(er).

Oppg. 4.1.1.

Nar vi bruker en utsagnsvariabel til & angi et apent utsagn, setter vi ofte den eller de ukjente
variablene i parentes slik:

p(x): ”x>2". Sannhetsverdien av utsagnet p kan avgjgres nar vi kjenner verdien av x.
q(x,y):”x<y”. Sannhetsverdien av utsagnet q kan avgjares nr vi kjenner verdiene av
X 0g Y.
Likninger, likningssystemer og ulikheter egentlig er apne utsagn. Nar vi lgser en likning, en
ulikhet eller et likningssystem, gar vi pa jakt etter verdier av den eller de ukjente som gjar

utsagnet sant. Vi skal snart komme narmere inn pa dette, men vi ma ta med oss noen flere
definisjoner farst.

4.1.2. Negasjon, konjunksjon og disjunksjon.

Negasjonen til p er et utsagn som har motsatt sannhetsverdi av p.
Vi bruker symbolet p (eller —p) for negasjonen til p.

p leses "ikke p", og betyr at ”’p er ikke sant”.

Sammenhenger mellom sannhetsverdier til utsagn illustreres gjerne i sannhetsverditabeller.
Sannhetsverditabellen til p og p blir slik:

o
Ol |l

Denne sannhetsverdien leses slik:
Nar p er usann, er p sann.

Nar p er sann, er p usann.

Oppg. 4.1.2.

Vi far ofte bruk for & kombinere enkle utsagn til mer kompliserte utsagn. Da far vi bruk for
definisjonene nedenfor:

|La p og q vere to utsagn. Da gjelder:
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Konjunksjonen p A q leses "p og g", og er et sammensatt utsagn
som er sant hvis og bare hvis bade p og q er sanne.

Disjunksjonen pv q leses "p eller g, og er et sammensatt utsagn
som er sant hvis og bare hvis enten p eller g eller begge er sanne.

Legg merke til at pv q er sant nar enten p eller g eller begge er sanne. Men noen ganger har

vi bruk for et symbol som angir at enten p eller g, men ikke begge, er sanne. Da kan vi bruke
"eksklusiv eller":

p v q kalles eksklusiv eller (engelsk: XOR), og er et utsagn som er
sant hvis og bare hvis enten p eller g, men ikke begge er sanne.

Sannhetsverditabellene for pAq, pvq og p v q blirslik:

pPAg p

Rllo|lo||o
Rlolr|of|a
~lololof >
Rl |lo] <
olr|r|ofik

Eksempel 4.1.2: Vi har disse utsagnene:

p: "Jeg star til eksamen i matematikk".

q: "Jeg star til eksamen i fysikk".

Formuler med ord disse sammensatte utsagnene:

pPAq, pvq, pvq, pAQ, pvQ.

Lasning:
p AQ: "Jeg star til eksamen i bade matematikk og fysikk".
p v q:"Jeg star til eksamen i enten matematikk eller fysikk eller begge".
p v q:"Jeg star til eksamen i enten matematikk eller fysikk, men ikke i begge.”

p AQ: "Jeg star ikke til eksamen i bade matematikk og fysikk".
P v :"Jeg star ikke til eksamen i matematikk, eller jeg star ikke til eksamen i fysikk,
eller begge deler".

Sammenlikner vi de to siste utsagnene, ser vi at de egentlig gir uttrykk for det samme. Slike
utsagn med samme sannhetsverdi er ekvivalente.

Oppg- 4.1.309 4.1.4.
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4.1.3. Implikasjon og ekvivalens.
Vi far ofte bruk for disse viktige sammenhengene mellom utsagn:

La p og q veere to utsagn.

p = q betyr at nar p er sann, er ogsa g sann.
Det leses "p impliserer " eller "hvis p sa g".

p < q betyr det samme som (p = q)A(q= p).
Det leses "p er ekvivalent med g" eller "p hvis og bare hvis g".

Vi bruker ogsa symbolet = for ekvivalens.

Som far sagt er likninger, likningssystemer og ulikheter egentlig dpne utsagn. Nar vi lgser
slike problem, omformer vi det opprinnelige utsagnet til enklere, ekvivalente utsagn. Da bar
vi vaere ngye med a benytte ekvivalenssymbolet § (eller <> ). Dette inneberer at alle verdier

av den eller de ukjente som gjar at utsagnet pa en side av ekvivalenssymbolet er sant, ogsa
farer til at utsagnet pa den andre siden blir sant. | praksis slurver vi dessverre ofte med
ekvivalenssymbolene nar vi foretar slike utregninger, eller vi slgyfer ekvivalenssymbolene
helt for a forenkle skrivingen. Men da er det fort gjort a gjare feil, noe neste eksempel viser:

Eksempel 4.1.3: Pavis feilene i disse “ekvivalensene”:
Q) n=2 o n*=4
b) x*=3x < x=3

Lasning:
a) Vi definerer de to utsagnene p(n): n=2 og q(n): n*=4. Viserathvis p(n) er sant
slik at n= 2, far vi ved kvadrering at n* = 4 slik at ogsa q(n) er sant. Men néar q(n) er

sant slik at n® =4, kan vi ogsé haat n = -2 slik at p(n) ikke er sant. Altsd ma
ekvivalenssymbolet byttes ut med en implikasjon slik:
n=2 = n°=4.

b) Vi definerer de to utsagnene p(x): x* =3x og q(x): x=3. Viser at hvis q(x) er sant
slik at x =3, blir ogsd p(x) sant fordi x> =3*=9 og 3x=3-3=9. Men se hva som
skjer dersom x =0. Da blir p(x) sant fordi x> =0°=0 og 3x=3-0=0 mens q(x)
apenbart ikke er sant. Vi ma pa ny erstatte implikasjonen med ekvivalens, og setter:

x*=3x < x=3.

Vi bruker ogsa ordet "ekvivalens" i en annen sammenheng. Nar vi skriver
x2—4=(x-2)(x+2),
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sa er ikke dette noen likning. Hayre og venstre side av likhetstegnet er like for alle verdier av

x. Vi sier at x> —4 er ekvivalent med (x—2)(x+2). Egentlig burde vi presisert dette med &
skrive

xX*—4=(x-2)(x+2),
men det er sjelden at vi er sa formelle.

4.1.4. deMorgans lover.
Vi skal nd se pa to logiske ekvivalenser som vi ofte far bruk for. De kalles deMorgans lover:

La p og g veere to utsagn. Da gjelder:
pva)=pAq
pAQ)=pvQ

—~
N—

—_~
N—"
1l

Huskeregel: Bryt negasjons-streken og bytt A-og v -symbol.

Oppg. 4.1.5

Vi sd et eksempel pa en av deMorgans lover i Eksempel 4.1.2. Her er et annet eksempel:

Eksempel 4.1.4: En deprimert trgnder sier at:
"Rosenborg blir verken serie- eller cupmester i ar”.
Definer de to utsagnene
p: Rosenborg blir seriemester i ar.
q: Rosenborg blir cupmester i ar.
Bruk en av deMorgans lover til & formulere trgnderens utsagn pa to mater, uttrykt ved p og qg.

Lgsning: Utsagnet omformes farst til "Rosenborg blir ikke seriemester i ar, og Rosenborg blir
ikke cupmester i ar”. Med symboler: p AT . Men den gverste av de to lovene sier at dette er

ekvivalent med pv q, som betyr ”Det er ikke sant at Rosenborg enten blir cupmester eller
seriemester eller begge deler i ar”. Du innser vel at de to formuleringene er ekvivalente?

4.1.5. Mer om matematisk logikk.

De sma smakebitene pa matematisk logikk som vi har sett pa hittil, omhandler kun en liten
flik av dette fagfeltet. Vi skal imidlertid begrense oss til disse smabitene i denne omgangen.
Hvis du er interessert, kan du finne mer om matematisk logikk med anvendelser i et tilleggs-
kapitel. Der finner du bl.a.:

e Litt mer om sammensatte utsagn oq logisk algebra.

e For matematikerne er det svert viktig at matematiske bevis gjennomfares pa en
korrekt mate. Noen slike bevisteknikker er samlet i et eget lite tilleggsavsnitt.
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e Innen elektronikk er det et fagfelt som omhandler logiske kretser. Dette er kretser som
bl.a. brukes til a sla brytere av og pa avhengig av om visse betingelser er oppfylt. Slike
logiske kretser benytter i praksis logisk algebra for & avgjgre om bryterne skal slas pa
eller av.

e Mikroprosessoren som er hjernen” i enhver datamaskin, er i prinsippet en sveert
komplisert logisk krets. Nar du programmerer en datamaskin, benytter du et eller
annet programmeringssprak som igjen baserer seg pa logisk algebra.

4.2. Mengdeleere.

4.2.1. Grunnleggende definisjoner

En mengde er en veldefinert samling av objekter.
Hvert objekt kalles et element i mengden.

| prinsippet kan slike mengder inneholde alle tenkelige elementer (tall, hus, mennesker ...).
Vi skal stort sett konsentrere oss om mengder som inneholder matematiske objekter (tall og
tallsymboler).

Vi bruker gjerne store bokstaver i kursiv til & betegne mengder (for eksempel A, M), mens
sma bokstaver i kursiv betegner elementer i mengden (for eksempel a, X, ).

Dersom et element x er med i en mengde A, skriver vi x € A.
Dersom et element x ikke er med i en mengde A, skriver vi x ¢ A.

Vi kan angi mengder pa to mater. Det enkleste er & ramse opp de elementene som inngar i
mengden. Vi sier at mengden gis pa listeform. De elementene som inngar i mengden, skrives

da vanligvis mellom to klammeparenteser: { }.

Eksempel 4.2.1: Angi at en mengde A inneholder alle hele tall fra og med 1 til og med 5.

Lasning: Vi skriver
A= {1,2,3,4,5} :

Noen ganger inneholder mengden sa mange elementer at det ikke er hensiktsmessig, eller ikke
mulig, & ramse opp alle elementene. Da ramser vi noen av elementene pa en slik mate at det er
"innlysende” hvilke andre elementer som inngar.

Eksempel 4.2.2: Angi at en mengde B inneholder alle hele tall fra og med 1 til og med 100.
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Lasning: Dette kan skrives pa flere mater, for eksempel slik:
B={1, 2,3,---,99,100}.

En noenlunde oppvakt leser vil skjgnne hvilke elementer som inngar.

Lasning: Dette kan skrives pa flere mater for eksempel slik:
C={101112,---}.

Ogsa her er det temmelig innlysende hva som menes.

Noen mengder brukes sa ofte at de har fatt egne symboler og egne navn:

Senere skal vi utvide tallbegrepet til & omfatte mengden av komplekse tall som skrives C.

Dersom vi har mer kompliserte mengder, angir vi hvilke elementer som inngar ved hjelp av
en mengdebygger. Denne ser i utgangspunktet slik ut:

A={x| p(x)}.

Dette leses: "Mengden A inneholder alle elementer x som er slik at utsagnet p(x) er sant”.

Lasning: Dette kan gjeres pa flere mater. En litt uformell skrivemate kan veere:

Q={X|X=£,teZ,neN}.
n
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Dette leses: "Mengden Q inneholder alle elementer x som er av formen x = l, der t er et helt
n

tall og n er et naturlig tall”.

Denne skrivematen stemmer ikke helt med reglene for matematisk logikk. Vi kan uttrykke oss
mer formelt korrekt. Men i dette kurset skal vi koste noen formalismer under teppet og ngye
oss med enklere skrivemater.

Eksempel 4.2.5: Bruk mengdebygger til 2 angi mengden av alle hele, positive tall som er
delelige med 7.

Lasning: Denne mengden kan (litt uformelt) skrives
M ={x|x=T7tteN}.

Eksempel 4.2.6: Bruk mengdebygger til @ angi mengden av alle hele, positive tall under 100
som er delelig med 3.

Lasning: Denne mengden kan (litt uformelt) skrives
M ={x<100|x =3t,t e N}.
Ogsa andre (mer formelt korrekte) skrivemater kan brukes.

En annen mengde som ofte forekommer, er den tomme mengden:

Den tomme mengden har fatt symbolet &.
Denne mengden inneholder ingen elementer.

Oppgave 4.2.1.

4.2.2. Sammensatte mengder.
Vi far ofte behov for & sette sammen mengder. Vi skal na se hvordan det kan gjares.

| de fleste situasjoner er det en begrenset gruppe elementer som kan innga i vare mengder.
Denne samlingen elementer kalles grunnmengden for den aktuelle situasjonen. Vi betegner
gjerne grunnmengden med G eller U (Univers). Da definerer vi:

La A veere en mengde innenfor en grunnmengde U.

Komplementmengden til A skrives A° eller A og inneholder aller elementer som er med i
grunnmengden men som ikke er med i A.
Med symboler:

A® ={xeU|xgA}.
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Videre har vi:

Lasning:
A® ={4,6,8,9}, B¢ ={1,3,4,6,7}.

AUB={12,3,5,7,8,9,10} .
AN B={2,510}.
A-B={137}.

Vi trenger et par definisjoner til:
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Neste definisjon er noksa naturlig:

Slik vi har definert delmengde, er A en delmengde av B ogsa nar A= B . Daer ogsa B en
delmengde av A. Vi trenger imidlertid ogsa begrepet ekte delmengde:

Na gjenstar det bare en definisjon til:

Vi har ikke noe eget symbol som angir at to mengder er disjunkte. Men vi kan definere
begrepet symbolsk slik:

AogBerdisjunkte < ANnB=g.

Oppgave 4.2.2.

4.2.3. Venn-diagram.

Venn-diagram er nyttige til  illustrere definisjonene ovenfor, og nar vi skal jobbe med
mengde-operasjoner. Et Venn-diagram bestar vanligvis av et rektangel som angir grunn-
mengden, og sirkler eller ellipser som angir de mengdene som inngar. Dersom mengdene ikke
er disjunkte, ma sirklene overlappe.
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Til venstre ser du et Venn-diagram for to mengder

A og B.
B e A~ B blir det skraverte omradet.
e AuB bliralt som er fargelagt.

e A—B blir den delen av A som ikke er
skravert.

Slike Venn-diagram er nyttige til & illustrere sammenhenger mellom mengder. De er ogsa
nyttige nar vi skal bevise regneregler. Nedenfor ser du hvordan vi kan vise at

A° N B® =(AUB)".

A rﬂ] B _ A B

Her er A® alt som ligger utenfor A, d.v.s. det som er skravert. P& tilsvarende méte er B® alt
som er utenfor B. Snittet av disse to mengdene blir da alt som er skravert pa begge de to
figurene til venstre ovenfor. Pa figuren til hgyre ovenfor ser vi at dette er det samme som

omrédet utenfor AU B. Da har vi vistat A° "B =(AuU B)C.

Denne regelen er en av de to deMorgans lover for mengder. Disse lovene ser slik ut:

deMorgans lover for mengder:
La A og B vere to mengder. Da er:

(AUB)® = A° N BC.
(ANB)° = A°UBC.

Lovene er enklere & huske dersom vi bruker skrivematen A istedenfor AS for & betegne en
komplementmengde. Med denne skrivematen blir regelen ovenfor:

AUB=ANB.

ANB=AUB.

Huskeregel: Bryt komplementerings-streken, og skift ~/u -tegn.

deMorgans lover inngar i samlingen av regneregler for mengdealgebra.

Oppgave 4.2.3.
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Dersom vi har tre mengder, er det viktig & tegne Venn-
diagrammet slik at alle kombinasjoner av mengder
kommer med. Til venstre ser du hvordan vi tegner et
Venn-diagram for de tre mengdene A, B og C.

Legg merke til hvordan de sammensatte mengdene
AnB, AnC og BN C framkommer. Merk at
“trekanten” AN B N C i midten er med i alle disse tre
snitt-mengdene!

4.2.4. Antall elementer i mengder.
I mange praktiske situasjoner er det viktig a bestemme hvor mange elementer det er i
sammensatte mengder. Vi skal da bruke skrivematen n(A) for & angi antall elementer i

mengden A (noen leerebgker bruker n,). Da har vi denne grunnregelen:

La n(M) sta for antall elementer i mengden M.
Dersom A og B er to mengder med samme grunnmengde, har vi at:

n(AUB)=n(A)+n(B)-n(AnB)

Regelen vises ved hjelp av et Venn-diagram: Nar du summerer antall elementer i A og antall
elementer i B, vil du telle elementene i A B to ganger. For a finne antall elementeri AU B,
ma du trekke antall elementer i A B fra summen av antall elementer i A og antall elementer
i B.

Eksempel 4.2.8: Ved en hggskole var det 57 studenter som gikk opp til eksamen i bade
matematikk og fysikk. Da sensurlistene foreld, var det 38 studenter som hadde statt i
matematikk, og 31 som hadde statt i fysikk. Av disse hadde 24 statt i begge fagene. Hvor
mange studenter hadde strgket i begge fagene?

Lasning: La U vaere mengden av studenter som gikk opp til eksamen i begge fagene. Da er
n(U ) =57. La M og F vaere mengden av studenter som sto i henholdsvis matematikk og

fysikk. Daer n(M)=38 og n(F)=31. Viinnserat M U F er mengden av studenter som

har statt i minst ett av fagene, mens M ~ F er mengden av studenter som har statt i begge.
Situasjonen kan illustreres i et Venn-diagram slik:
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U n(U) =57 Telleregelen i ramma ovenfor gir at

n(MUF)=n(M)+n(F)-n(MnNF)
=38+31-24
=45
Det er altsa 45 studenter som har statt i
minst ett av fagene. Da er det
57-45=12
studenter som har strgket i begge fagene.

Dersom vi har tre mengder A, B og C, blir telleregelen mer komplisert:

n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)
-n(AnB)-n(AnC)-n(BNC)
+n(ANBNC)

Regelen kan vises med Venn-diagram, eller vi kan bruke mengdealgebra.

Hva kan vi bruke mengdelere til? Vi kan raskt ramse opp flere bruksomrader:
e Mengdelara gir oss en terminologi og et sett symboler som viser seg a veere sveert
nyttig i mange sammenhenger.
e Vi bruker matematisk logikk og begrep fra mengdeleara nar vi gar neermere inn pa hva
som egentlig skjer nar vi lgser likninger eller system av likninger.
e Mengdelare er uunnveerlig innenfor sannsynlighetsregning.

Du vil derfor stadig komme tilbake til begrep fra mengdelera, selv om mengdelara i utgangs-
punktet ikke virker serlig nyttig for en ingenigr.

Oppgave 4.2.4.

4.3. Induksjonsbevis.

En dag du ikke har noe bedre & gjare, stiller du opp noen domino-brikker slik at dersom en
brikke velter, sa tar den med seg neste brikke i fallet. Dette gjelder uansett hvilken brikke som
velter. Hvis du na velter den farste brikken, vil alle de andre brikkene ogsa velte etter tur.
Logisk, ikke sant?

R HHE
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Dette lille eksperimentet illustrerer et viktig matmatisk prinsipp som kalles induksjons-
prinsippet. Vi skal bruke det til & fare induksjonsbevis. Det kan formuleres slik:

Induksjonsbeviset:
Gitt et &pent utsagn U (n), der n er et helt tall sterre enn eller lik en verdi n, .

Vi kan vise at U (n) er sann for alle n > n, slik:
1) Visat U (no) er sann. Dette kalles induksjonsgrunnlaget.
2) Visatdersom U (k) er sann, ma ogsd U (k +1) veere sann.
Eller: U(k) = U(k+1).
Dette kalles induksjonstrinnet.
Dama U (n) veere sann for alle n>n,.

Hva har n& denne formuleringen med domino-brikkene a gjare? La oss formulere domino-
eksperimentet matematisk:

U (n): Domino-brikke nr. n velter.

Sett n, =1. Induksjonsgrunnlaget blir da U (1) d.v.s. at den fagrste domino-brikken i rekka

velter. Videre har du stilt opp brikkene slik at dersom brikke nr. k velter, sa velter ogsa nabo-
brikken, d.v.s. at brikke nr. k +1 velter. Eller: U (k) = U (k+1). Dette farer til at brikke

nr. 1 river med seg brikke nr. 2, som river med seg brikke nr. 3, som ... som river med seg
brikke nr. k, som river med seg brikke nr k +1, som osv... Dermed velter alle brikkene etter
tur.

Na er tiden inne til & bruke dette prinsippet til et matematisk bevis:

Eksempel 4.3.1: Bruk induksjon til & vise at:

n(n+1)
1+2+3+---+n:T foralle neN.

Lgsning: Vi formulerer dette som et apent utsagn:
n(n+1
U(n): 1+2+3+~-+n:¥ foralle neN.

Vi starter med & etablere induksjonsgrunnlaget. Vi setter inn n =1 i utsagnet, og far
1(1+1)
2
som er et sant utsagn.

Deretter sjekker vi induksjonstrinnet. Vi setter n =k og far
k(k+1
U(k): 1+2+3+--+k :%.
Sa setter vi n=k +1 og far
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kK+1)((k+1)+1 k+1)(k+2
U(k+1):l+2+3+--~+(k+1)=( i )((2+ )+ )=( i )2( i )

N& skal vi anta at U (k) er sant, og undersgke om dette farer til at ogsé U (k +1) er sant. Vi
merker oss farst at venstre side i U (k +1) kan skrives
14243+ +k+(k+1).

S& forutsetter vi at U (k) er sant. Venstre side av U (k +1) kan da omformes slik:

D k(k+1 ) k(k+1)+2(k+1)® (k+1)(k+2
1+2+3+---+k+(k+1):u+(k+1)= (kr1)+2(k+ )z( Dk )
:k(k+l) 2 2 2
2
Forklaring til overgangene:
k(k+1)

1) Siden vi forutsetter at U (k) er sant, kan vi erstatte 1+2+3+ --- + k med —

2) Setter opp pa felles brokstrek.
3) Setter (k +1) utenfor parentes.

N4 har vi vist at dersom U (k) er sant, s& er ogsd U (k +1) sant. Vi vet at U (1) er sant. Da

ma 0gs& U (2) veere sant, slik at U (3) ma veere sant, og U (4) ma vzere sant, osv... Utsagnet
ma veere sant for alle ne N.

Du bgr merke deg at denne metoden kun kan brukes til & vise at en formel stemmer. Metoden
kan ikke brukes til & utlede en formel. For & kunne bruke metoden, ma du altsa ferst anta at vi
har en eller annen sammenheng, og deretter bruke induksjon til & undersgke om sammen-
hengen alltid stemmer. Eksemplet nedenfor viser en slik situasjon.

Eksempel 4.3.2: En dag du sitter og leker med kalkulatoren din, oppdager du noe pafallende:
1+3=4=2°
1+3+5=9=3"
1+3+5+7=16 =42
1+345+7+9=25=5
Dessuten er det jo opplagt at 1=1°. Det ser ut til & vere et system:
Summen av de n fgrste positive oddetallene er lik n*.
Du har allerede pavist at regelen gjelder for n =1, 2, 3, 4 og 5. Men dermed er det ikke
sikkert at regelen gjelder generelt. Bruk induksjon til & pavise at denne regelen stemmer for
alle ne N.

Lgsning: Farst ma vi formulere pastanden var mer matematisk. Vi legger farst merke til at
oddetall nr. n har verdien 2n—1 (bare sjekk med tallene ovenfor). Pastanden kan forresten

bevises med et eget lite induksjonsbevis, der vi starter med at fgrste oddetall er 1, og at det er
avstand 2 mellom hvert oddetall. Var pastand kan da formuleres som dette utsagnet:

U(n): 1+3+5+--+(2n-1)=n* neN.
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Vi har allerede pavist at utsagnet er sant for n =1, 2, 3, 4 og 5, slik at induksjonsgrunnlaget er
grundig etablert. Sa gar vi i gang med induksjonstrinnet.

Vi setter farst n =k, og far
U(k): 1+3+5+ - +(2k-1) =k*.
Sé setter vi n=k +1, og far
U(k+1): 14345+ +(2(k+1)-1)=(k +1)°.

Vi antar at utsagnet stemmer for en vilkarlig positiv verdi n =k . Da kan venstre side av
U (k +1) omformes slik:
1) 2)

14345+ +(2k—1)+(2(k+1)-1) = k* +(2(k +1)-1) = k* + 2k + 21

—k2

3) ) 4) 5
=k* +2k +1=(k+1)

Forklaring til overgangene:

1) Siden vi forutsetter at U (k) er sant, kan vi erstatte 1+3+5+ --- +(2k —1) med k?.
2) Ganger ut parentesen.

3) Trekker sammen.

4) Bruker kvadratsetning.

Dette viser at dersom U (k) er sant, sa er ogsé U (k +1) sant. Vi har allerede pévist at
utsagnet er sant for n=1, 2, 3, 4 og 5. Daer ogsd U (6) sant, og U (7) er sant, og U (8) er
sant, osv... Utsagnet ma vaere sant for alle ne N.

Oppg. 4.3.1.

Sa tar vi et eksempel der det er viktig a "oversette” den pastanden som skal bevises til
matematisk sprakdrakt.

Eksempel 4.3.3: Bruk induksjon til a vise at 4" —1 er delelig med 3 for alle ne N.

Lgsning: Vi starter med a sette inn noen verdier for n slik at vi ser hva pastanden egentlig gar
ut pa. Samtidig etableres induksjonsgrunnlaget.

=}k 4 -1=4-1=3=3-1.
2: 4* -1=16-1=15=3.5.
3: 4*-1=64-1=63=3-21.

n=4: 4*-1=256-1=255=3-85.
Vi ser at pastanden stemmer for n =1, 2, 3 og 4. Vi ser ogsa at nar et positivt tall er delelig
med 3, ma tallet kunne skrives som 3-t der t € N. Na er vi klar til & formulere var pastand
matematisk:

U(n): Foralle neN eksisterer ettall t e N slik at 4" -1=3-t.

n
n
n

Induksjonsgrunnlaget er allerede etablert. Vi gar i gang med induksjonstrinnet.
U(k): 4-1=3-t, dert, eN.
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U(k+1): 4" -1=3-t, dert, e N.

Viantar at U (k) er sant. S& gar vi i gang med & omforme venstre side i U (k +1):
D G @ @ ®) (
4V 1= 454 1= (34, +1)-4-1=12.t, +4-1 =12t +3 = 3(4t, +1) = 3-t,.
Forklarlng til overgangene:
Bruker potens-regneregel: 4“** = 4% . 4",
Forutsetter at U (k) er sant. Da gjelder 4 -1=3-t, < 4“=3-t, +1.
Ganger ut parentesen.

Trekker sammen.
Setter 3 som felles faktor utenfor parentes.

Setter t, =4t, +1. Siden t, e N, maogsa t, e N.

2

@GR N FE

Vi har altsé vist at dersom U (k) er sant, ma ogsé U (k +1) veere sant. Og siden pastanden
stemmer for n =1, ma den ogsa stemme for alle andre verdier av ne N.

Oppg. 4.3.2.

Hittil har vi bare vist at formler stemmer. Men vi kan ogsa bruke induksjonsbevis til & vise at
ulikheter stemmer, noe neste eksempel viser.

Eksempel 4.3.4: Vis at:
Hvis x > -1,sder (1+x)" 21+nx foralle ne{2,3,4,--}.

Lgsning: Vi starter med & formulere pastanden som et utsagn:
U(n): Hvis x>-1,blir (1+x)" 21+nx foralle ne{2,3,4,-}.

Sa ma vi etablere induksjonsgrunnlaget. Vi setter n =2, og utsagnet blir:
U(2): (1+ x)2 =1+ 2%+ x* >1+ 2x som er sant fordi x> >0 for alle x.

Til slutt kommer induksjonstrinnet. For oversiktens skyld slgyfer vi betingelsene x > -1 og
ne{2, 3 4,---} nérvisetter opp utsagnene:

U(k): (1+ x)k >1+Kkx.
U(k+1): (1+x)" 21+ (k +1)x
Vi omformer venstre side av U (k +1), og forutsetter at U (k) er sant:

o ® ) @ @) @ %)
(1+x) = (1+x) (1+x) = (1+k)(1+x) =1+ x+kx+kx® = 1+ x+kx =1+ (k +1)x

Forklaring til overgangene:

1: Bruker potens-regneregel.
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2: Forutsetter at U (k) er sant. Da er (1+ x)k > 1+ kx . Dessuten har vi forutsatt at x > —1,

slik at 1+ x er et positivt tall. Ulikheten (1+ x)k > 1+ kx er fremdeles oppfylt etter at vi

har multiplisert begge sider med det positive tallet 1+ x.
3:  Multipliserer ut parentesene.

4:  Denne ulikheten ma gjelde fordi kx* > 0.
5: Setter felles faktor x utenfor parentes.

Siden induksjonsgrunnlaget er sant, og induksjonstrinnet ogsa er sant, har vi bevist pastanden.

Oppg- 4.3.3.
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5. Polynomdivisjon.

5.1. Divisjonsteknikken.
Du vet sikkert at et uttrykk av formen
ax"+a, X"'+-+ax+ax+a,
er et polynom av n’te grad. For eksempel er uttrykket
2x3 —x+1
et tredjegradspolynom, mens et tall (for eksempel 4) alene kan oppfattes som et nulltegrads-
polynom.

La oss ga rett pa sak:

Vi skal ikke bevise pastanden, men skal heller demonstrere hvordan vi gar fram for &
omforme bragker av formen

P(x)
Q(x)
K

der P(x) har hgyere grad enn Q(x) til uttrykk av formen
(x)+ —R(X) :
Q(x)

Denne teknikken kalles polynomdivisjon.

Lasning: Jeg foretrekker et oppsett der jeg skriver brgken som en divisjon:
(3x° = x* +2x+4):(x+2).

Sa deler jeg 3x® pa x (som er hgyeste potens i nevnerpolynomet), og far 3x”. Dette farer jeg
slik:

(3x3—x2+2x+4):(x+2)=3x2

Neste trinn er & multiplisere 3x* med nevneren x + 2, og skrive resultatet under teller-
polynomet:
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(3%° = Xx* +2x+4): (x+2)=3%*

3x* +6x°
Sa trekker jeg 3x® + 6x” fra det opprinnelige tellerpolynomet, slik at x*-leddet forsvinner:

(3x3—x2+2x+4):(x+2):3x2
—(3x° +6x)
~7X*+2x+4

Na gjentar jeg prosessen, ved at —7x* deles pa x. Jeg far —7x, som skrives slik:

(3x3—x2+2x+4):(x+2)=3x2—7x
—(3x3+6x2)
—7X*+2x+4

Deretter multipliseres —7x med x + 2, resultatet skrives nederst og trekkes fra slik at x* -
leddet forsvinner:

(3x3—x2+2x+4):(x+2):3x2—7x
—(3x3 +6x2)
—TX*+2x+4
—(-7x* -14x)

16x+4

Na gjenstar det bare a dele 16x pa x og fa 16, multiplisere 16 med X + 2, og trekke fra slik at
x-leddet forsvinner:

(3X° = X* +2x+4):(x+2) =3x* ~Tx+16
—(3x° +6x°)
—7X*+2x+4
~(-7x* -14x)

16x+4
—(16x+32)

- 28
Endelig er vi ved veis ende. Vi har vist at
3 —x*+2x+4 28

=3x°—Tx+16———.
X+2 X+2

Jeg vil anbefale at du er ngye med a skrive ledd med samme eksponent under hverandre, slik
at det er lett & holde oversikten. Om ngdvendig kan du skyte inn 0-ledd slik som i neste
eksempel:

Eksempel 5.1.2: Utfar polynomdivisjonen
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2x4 +x3—3x*+3
X2 —1 '

Lgsning: Jeg skriver bare ned den fullstendige divisjonen uten 8 kommentere hver enkelt
operasjon:

(Zx4 +x° - 3% +0x+3):(x2 +0x—1): 2x% + x—1
—(2x4 +0x° —2x2)

X} —x?+0x+3

—(x3+0x2 —x)

—x*+x+3
—(—x2—0x+1)
X+ 2
Resultatet blir altsa:
4 3 2
2X +x2 3X +352x2+x—1+ x2+2.
X -1 X =1

Oppgave 5.1.1.

5.2. Mer faktorisering.

Vi sier at polynomdivisjonen gar opp dersom restleddet R(x) =0. Da kan vi skrive

P(X)= X) & X)= X)-Q(X).
Q(X)_K() P() K()Q()

Vi ser at polynomet P(x) er blitt faktorisert i de to faktorene K(x) og Q(x).

Det er vanskelig a sette opp generelle kriterier for at en polynomdivisjon skal ga opp uten a
utfgre selve divisjonen. Men ett spesialtilfelle er viktig, og er forholdsvis lett & handtere:

Dersom P(a)=0, vil polynomdivisjonen P(x):(x—a) gé opp.
Visier at P(x) er delelig med (x—a) ellerat (x—a) er faktor i P(x).

Dette ser vi enkelt: Dersom divisjonen P(x):(x—a) gér opp, har vi

i(fxa)z K(x) < P(x)=K(x)-(x-a).

Settinn x=a slikat x—a=0.Hvisn& P(a)=0, ser du at identiteten er oppfylt.
Eksempel 5.2.1: Undersgk om polynomet
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P(x)=x*-x*+x+3
har (x—1), (x+1) eller (x—2) som faktor.
Bruk resultatet til & faktorisere P(x).

Lasning: Regner ut P(1), P(-1) og P(2), og far:
P(1)=1-1"+1+3=4
P(-1)=(-1)' —(-1)" +(~1)+3=0 slik at x—(~1)=x+1 er faktor i P(x).
P(2)=2°-2°+2+3=9.

Vi ser at bare P(-1)=0, slik at P(x) kun er delelig med faktoren x —(-1)=x+1.

Da kan vi utfgre en polynomdivisjon:
(x3—x2 +x+3):(x+1): x° —2x+3

—(x3 + x2)
—2x* +X+3
—(-2x* - 2x)
3X+3
—(3x+3)

0
Dette farer til at
X3 —x? +x+35(x2 —2x+3)(x+1).

For sikkerhets skyld kan du vise at likningen x*> —2x+3=0 ikke har reelle Igsninger, slik at
(x? —2x+3) ikke lar seg faktorisere videre i reelle faktorer.

Eksemplet over illustrerer et vanlig problem: Du har et polynom av typen

P(x)=a,x"+a, X"+ +a,X’ +aX+3a,
der a, er et helt tall, og skal pregve & finne eventuelle faktorer x—a der a er et helt tall slik at
P(x) er delelig med x —a . Da kan du far bruk for setningen nedenfor:

Dersom
P(x)=a,x"+a, X"+ +a,X* +a,X+a,
skal vere delelig med x—a deraog a, er hele tall, ma a veere faktor i a,.

Vaepnet med setningen over kunne du med en gang sagt at i Eksempel 5.2.1 kan
x° —x* + x +3 umulig veere delelig med (x—2) fordi 2 ikke er faktor i a, =3.

Eksempel 5.2.2: Faktoriser (om mulig) polynomet
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P(x)=x*-2x°-7x*+8x+12.

Lasning: Vi ser at a kan veere +1, +2, £3, +4, 6 eller +12 fordi alle disse tallene er
faktorer i 12. Vi pregver oss fram:

P(l):14—2-13—7-12+8~1+12=12.
P(-1)=(-1)"—2-(-1)’ ~7-(-1)° +8-(-1)+12 =0 slik at x+1 er faktor i P(x).
P(2)=2"-2-2°-7-2°+8-2+12=0 slikat x—2 er faktor i P(x).
N4 vet vi at P(x) er delelig med
(x+1)(x=2)=x*=2x+Xx-2=%x"—X-2.

Vi utfgrer polynomdivisjonen:
(x* - 2x° - 7%* +8x+12): (X - x-2)=x* —-x -6

—(x“ —x3 —2x2)

—x®—5x*+8x+12

—(—x3 +x%+ 2x)

—6x*+6x+12
—(—esx2 +6X +12)

0
Til slutt faktoriserer vi x* — x —6 ved hjelp av formelen for lgsing av andregradslikning:

~(1)£(-1) -4-1-(-6) 1+I+24 [LE=3
21 2 _{%?2

X)-x-6=0 < x=
slik at
X2 —x—6=(x-3)(x—(-2))=(x-3)(x+2).
Dermed har vi at
P(x)=x"=2x° = 7x* +8x +12 = (x* - x - 2)(X* —x—6)
=(x+1)(x-2)(x+2)(x-3)

Oppgave 5.2.1.
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6. Delbrgkoppspalting.

Du vet sikkert hvordan vi kan legge sammen flere breker med ulike nevnere til en brgk med
fellesnevner. Delbrgkoppspalting er det motsatte: vi starter med en brgk der nevneren er et
produkt av flere faktorer, og spalter den opp i en sum av flere braker der hver brgk har enklest
mulig nevner. | dette kapitlet skal jeg gi en oversikt over hvordan vi gar fram for a foreta en
delbrgkoppspalting.

6.1. Faktorisering av nevneren.

Vi ma starte med en brgk der bade teller og nevner er polynomer i den frie variable (heretter
kalt x), og tellerpolynomet er av lavere grad enn nevnerpolynomet. Var farste deloppgave er
da a faktorisere nevnerpolynomet.

Et polynom lar seg alltid faktorisere i reelle farste- eller andregradsfaktorer. Vi har allerede
sett pa faktoriserings-teknikker i flere sammenhenger. La oss summere opp:

1. Se etter felles faktorer som kan settes utenfor parentes.
Undersgk om 3. kvadratsetning kan brukes: x* —a* =(x+a)(x—a).

3. Dersom andregradslikningen ax* +bx+c =0 har to reelle ratter x =X, 0g X = X,,
kan ax® +bx+c faktoriseres til a(x—x)(x—X,).

4. Dersom du ser at et polynom blir lik null nér x = x,, kan polynomet deles pa x — x,
slik at du far et polynom av lavere grad som kan faktoriseres som angitt ovenfor.

Eksempel 6.1.1: Faktoriser disse polynomene:
a) x°—3x*+2x.

b) 2x*+3x®-2x°.

c) x*-8x°+16.

d) 2x®-7x*+2x+3.

e) x*+3x°+4x+12.

Lasning:
a) Vi starter med 4 sette x utenfor parentes:
x* —3x%+2x = x(x2 —3x+2).
Sa lgser vi andregradslikningen

Lo 24 [¥-2
xX2-3x+2=0 < x:#:{

Daer
x° —3x% +2x = x(x—-2)(x-1).

b) Vi starter med & sette x* utenfor parentes:

2x* +3x° —2x° = x2(2x2 +3x - 2) :
Sa lgser vi andregradslikningen
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-3+,/9-4.2.(-2 ==L
2x°+3x-2=0 < x= ( ): ‘2
2-2 =5=_2

Daer
2x* +3x° —2x%2 = %2 -2(x—%)(x —(—2)) =x*(2x-1)(x+2).

c) Det gitte polynomet kan faktoriseres ved hjelp av 2. kvadratsetning slik:
x* —8x? +16=(x2)2 —2-%x° -4+ 4% =(x2 —4)2 =((x+2)(x—2))2 =(x+2)2(x—2)2 :

d) Viser ved innsetting at 2x*> —7x* + 2x+3 =0 nar x =1. Da gir en polynomdivisjon (der
jeg hopper over detaljer) at
(2x3 —7x° +2x+3):(x—1) =2x*-5x -3,
som kan faktoriseres videre ved a lgse andregradslikningen

5+./25-4-2-(-3) {%:3
= 7

2-2 L

2x> —5x—-3=0 < Xx=

5-7
4 2

Dermed har jeg at
2x° = 7x% +2x+3=(x-1)-2(x-3)(x—(-3)) = (x-1)(x-3)(2x+1).

e) Her er det plundrete a prave seg fram til en x-verdi som gjar at polynomet blir lik null.
Men med litt smartness kan vi faktorisere slik:

X° +3X° +4x+12 = X* (x+3) + 4(x +3) = (X" +4)(x+3).

Legg merke til at x* + 4 ikke kan faktoriseres videre i reelle 1.gradsfaktorer. Vi ma derfor
finne oss i at faktoriseringen inneholder et 2.gradspolynom.

| resten av dette kapitlet skal jeg forutsette at nevneren allerede er faktorisert, og konsentrere
meg om delbrgkoppspaltingen. Denne gar ut pa a uttrykke den gitte braken som en sum av
enklere brgker som har de faktorene vi har funnet som nevnere. Jeg skal vise framgangsmaten
for de vanligste situasjonene som kan forekomme.

6.2. Forskjellige fagrstegradsfaktorer i nevneren.

Dersom nevneren kun bestar av forskjellige, reelle farstegradsfaktorer, omformer vi til en sum
av braker der tellerne er konstanter og nevnerne er de faktorene som vi har funnet.
Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 6.2.1: Delbrgkoppspalt uttrykkene nedenfor:

3X+2
x(x+2)
2
b) 3X°—7x-4 _
X(x—2)(x+1)
Lasning:
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a) Vi skal na finne to tall A og B slik at
3x+2 A B A x+2 B x_ A(x+2)+Bx

X(x+2) x X+2 X X+2 Xx+2 X X(x+2)
_ Ax+2A+Bx (A+B)x+2A
- X(Xx+2) - X(X+2)

Dette er egentlig en serie identiteter, slik at farste og siste brgk skal veere like for alle
verdier av x. Da ma vi ha at
A+B=3
2A=2
Av den siste likningen far vi direkte at A=1, som innsatt i den farste likningen gir
1+B=3 < B=2.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
3x+2 1 2

X(x+2) X Xx+2

b) Vi skal na finne tre tall A, B og C slik at
3x*-7x-4 A B C  A(x=2)(x+1)+B-x(x+1)+C-x(x-2)

=+ + =
X(x—=2)(x+1) x x-2 x+1 X(x—2)(x+1)
_ AX® — Ax—2A+ Bx® + Bx + Cx* — 2Cx
X(x—2)(x+1)
_(A+B+C)x*+(-A+B-2C)x+(-2A)
- X(x—2)(x+1)
Her ma koeffisientene foran x*, x og konstantleddet veere like i farste og siste brgk. Dette
gir likningssystemet
A +B +C =3
-A +B -2C =-7
—2A =—4
Vi ser direkte av siste likning at A= 2. Hvis vi skifter fortegn pa andre likning og deretter
legger sammen alle tre likningene, far vi
3C=6 < C=2.
Av farste likning far vi na at
B=3-A-C=3-2-2=-1.
Dermed har vi at
X -Tx-4 2 1 2

x(x—2)(x+1) ;_X—2+ X+1

Oppgave 6.2.1.
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6.3. Flere like fgrstegradsfaktorer i nevneren.

Dersom nevneren inneholder flere like farstegradsfaktorer, d.v.s. faktorer av typen (x — a)n :
er det oftest mest hensiktsmessig a bruke delbraker av typen
AL A LA

x-a (x-a) (x-a)"

Eksemplet nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 6.3.1: Delbrgkoppspalt brgken

X2 +2
x(x—l)z'
Lgsning: Vi ma finne tall A, B og C slik at
X2 +2 _A B C  A(x=1)" +Bx+Cx(x~1)
x(x—l)2 X (x—l)2 x-1 x(x—l)2
A —2AX+A+Bx+Cx*-Cx _(A+C)x*+(-2A+B-C)x+A
x(x—l)2 x(x—l)2
Siden dette er en identitet, ma vi ha at
A +C=1
—2A+B-C=0
A =2
Dette likningssystemet lgses uten problemer, og vi far
A=2,
C=1-A=-1,
B=C+2A=3.
Dermed har vi at
x2+2 2 3
———=—+ ———
x(x—l) X (x—l) x-1

Oppgave 6.3.1.

6.4. " Tildekkingsmetoden”.

Nar nevneren bestar av bare ulike farstegradsfaktorer, har vi en snarvei som kan forenkle
delbrgkoppspaltingen. Metoden kalles gjerne ’tildekkingsmetoden” eller ”metoden med
handspalegging”. Den er enklere a gjennomfare enn a forklare. Eksemplet nedenfor viser
bade den formelle og den praktiske framgangsmaten.

Eksempel 6.4.1: Bruk "tildekkingsmetoden” til a delbrgkoppspalte
2

(x+1)(x-1)
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Lgsning: Vi skal altsa finne to konstanter A og B slik at
2 A B
= + :
(x+1)(x-1) x+1 x-1
Formelt gar vi fram slik: For a finne A, multipliserer vi begge sider av likhetstegnet med
nevneren i den brgken som har A som teller, d.v.s. med x+1. Da far vi

2 A B 2 B
—(X+1)(X_l)(x+1):(m-i'mj(x-i'l) = m:A'Fm(X-Fl).
Sasettervi x+1=0 < x=-1,0gfar
2 B

2
- =A (1-1 A=—=-1.
-1-1 +(—1)—1( I 2 —

Vi finner B ved & multiplisere med nevneren i den brgken som har B som teller, d.v.s. med
x—1. Da far vi
;(x—l) (i+ij(x_1) -
(x+1)(x-1) Xx+1 x-1
Sasettervi x—1=0 < x=1.Dafarvi
A-(1-1
2 ( )+ 2

B & B=—=1.
1+1 1+1 2

2 A(x-1)
x+1  x+1

+B.

Den praktiske framgangsmaten er mye enklere. For a finne A, “tildekkes” alle forekomstene
av nevneren x+1, og alle andre delbrgker. Vi far altsa
2 __A B
el (x-1) <L X=X
Sasettervi x+1=0 < x=-1, o9 far
__2 _2__
=7 =2
Vi finner B pa tilsvarende mate:

2 =W+ B
(x+1) <] XL »=<C
Visetter x—-1=0 < x=1,o0q far

5o 2 .1

Oppgave 6.4.1.

Denne"tildekkingsmetoden™ fungerer ikke like bra dersom vi har flere like farstegradsfaktorer
i nevneren. Vi kan likevel komme et stykke pa vei, slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 6.4.2: Bruk "tildekkingsmetoden” til & delbrgkoppspalte braken fra Eksempel
6.3.1:

x?+2
x(x—l)z'
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Lasning: Som far skal vi finne tre konstanter A, B og C slik at
X+2 A B C

——=—+ R
x(x-1)" x (x-1)° x-1
Vi kan na finne A og B med "tildekkingsmetoden”'
X420 2 O2 +2

= =2.
>< M X& C(0-1
x +2 12+2
< B=—-=3.
X M X\ .
N4 finner vi enklest C ved & sette inn det vi allerede vet:
x?+2 _g+ 3 . C _2(x—1)2+3x+Cx(x—1)
x(x—l)2 X (x—l)2 x—1 x(x—l)2
22X —4x+2+3x+Cx*-Cx _ (2+C)x*+(-1-C)x+2
x(x—-1)° x(x—=1)°

Na har vi to likninger som begge gir samme verdi for C:
2+C=1 & C=-1
0g
-1-C=0 & C=-1.
Som far far vi da delbrakoppspaltingen
X+2 2 3 1

x(x—l)2 - XJr(x—l)2 x—-1

6.5. Andregradsfaktorer i nevneren.

Dersom nevneren inneholder andregradsfaktorer som ikke kan faktoriseres videre til reelle
farstegradsfaktorer, ma vi finne en delbrgk der telleren er av farste grad. Eksemplet nedenfor
viser framgangsmaten:

Eksempel 6.5.1: Delbrgkoppspalt
7X+3

(x=1)(x*+2x+2)

Lasning: Vi merker oss at x* + 2x + 2 ikke kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer, for
eksempel ved & prave a lgse likningen x* +2x+2 =0, eller enklere ved & legge merke til at

X2+ 2X 42 :(x2 +2x+1)+1:(x+1)2 ]
som aldri kan bli lik null. Vi ma derfor benytte delbrgkoppspaltingen nedenfor:
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7% 43 __A ., _Bx+C _A(X +2x+2)+(Bx+C)(x-1)
(x—l)(x2+2x+2)_x—1 X2+ 2X+2 (x—l)(x2+2x+2)

_ AX*+2Ax+2A+Bx* -Bx+Cx-C
- (x—l)(x2+2x+2)
_(A+B)x*+(2A-B+C)x+(2A-C)
- (x=1)(x* +2x+2)

Siden dette er en identitet, ma vi ha at

A +B =0
2A -B +C =7
2A -C =3

Vi kan starte med & legge sammen alle likningene. Da far vi
5A=10 < A=2.
Deretter gir den gverste likningen at
B=-A=-2
mens den nederste likningen gir
C=2A-3=2-2-3=1.
Vi har altsa delbrgkoppspaltingen
7X+3 2 —2x+1

(x—l)(x2+2x+2)= e P

Oppgave 6.5.1.

6.6. Flere like andregradsfaktorer i nevneren.
Dersom vi har flere like andregradsfaktorer i nevneren, d.v.s. faktorer av typen

(ax2 +bx + c)n , finner vi etter samme prinsipp som tidligere delbraker av typen

AX+ B A X+ B, A X+ B,
: + St —
ax® +bX+C  (ax’ +bx+c) (ax® +bx+c)

Eksemplet nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 6.6.1: Delbrgkoppspalt
—x*+2x*+6x-9

x(x2 +3)2

Lasning: Den naturlige delbragkoppspaltingen er
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—x“+2x3+6x—9:é+le+(31 B,x+C,
x(x2+3)2 X (x*+3) (x2+3)2
A(X2+3)2+(BlX+C1)-X(X2+3)+(BZX+C2)-X
x(x2+3)2
AX* +B6AX* +9A + B x* +3Bx* + C,x* + 3C,x + B,x* + C,x
) x(x2+3)2
(A+B)x*+Cx*+(6A+3B, +B,)x*+(3C, +C, ) x+9A
x(x2+3)2

Sammenlikning av koeffisienter gir 5 likninger med 5 ukjente. Men dersom vi jobber
systematisk, lgser dette seg lett. Vi starter med konstantleddet, og ser at

9A=-9 < A=-1.
Koeffisienten foran 4.gradsleddet gir na
A+B =-1 < B =-A-1=-(-1)-1=0.
Koeffisienten foran 3.gradsleddet gir direkte
C,=2.
De to siste koeffisientene gir
6A+3B,+B,=0 < B, =—381—6A=0—6-(—1)=§.
3C,+C,=6 < C,=6-3C,=6-3-2=0.
Da blir
—x*+2x°+6x-9 -1 2 6x

(cea) X FA3 (ca)

Oppgave 6.6.1.
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7. Potens- og rotregning.

7.1. Grunnleggende definisjoner og regneregler for potensregning.

Vi har ofte bruk for & gange et tall a med seg selv n ganger. Dette skriver vi som a", der a
kalles grunntallet og n kalles eksponenten. Vi har altsd denne definisjonen:

Med utgangspunkt i denne definisjonen har vi disse regnereglene:

For & vise at Regel 1 stemmer, kan vi farst se pa et eksempel:
a’-a’=(a-a)-(a-a-a)=2a’.

Generelt vises regelen slik:
a"-a"=(a-a-...-a)-(a-a-...-a)=a-a-....a=a""

“ «

m faktorer 1 faktorer m-+n faktorer

Pa tilsvarende mate vises Regel 2. Farst et eksempel:
a° a-a-a-a~a_a-a-a g

a’ aa 1
Generelt far vi (ndr m>n):
a-..-a-a a-..-a-a

m

a . m faktorer __ m-n faktorer _ a.m_n
a" a-..-a-a 1
%f—l

n faktorer

I den midterste overgangen forkortes n faktorer bort, slik at vi star igjen med m —n faktorer i
teller.

Til slutt skal vi se pa regel 3 som sier at
(an )m —a" = (am )n .
La oss som far starte med et eksempel:

(az)3 =(a*)-(a*)-(a’)=(a-a)-(a-a)-(a-a)

a°.
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(a3)2 =(a*):(a’)=(a-a-a)-(a-a-a)=a".

Generelt far vi:

m
(a") =|a-a-..-al-|a-a-..;a|-...-[a-a-..;a|=|a-a-...-a |=a™"
n faktorer n faktorer n faktorer m-n faktorer

Gjentas m ganger

Tilsvarende far vi for (am)n .

Regel 3 kan brukes til a foreta smarte omforminger. Her er et par eksempler pa dette:
(o) = () = (=) = ()"
g =(2°) =2 =(2°)".

Slike omforminger kan ofte veere nyttige. Det er ikke alltid lett a se hvilken form som er mest
gunstig, s vi ma ofte prgve oss fram for a finne den gunstigste formen.

Regel 4 og 5 kan du prgve a bevise selv etter samme framgangsmate som ovenfor.

Ver obs pa denne situasjonen:

4.3 betyr at vi farst skal regne ut 37, og deretter multiplisere med 4. Vi far altsa:
4.3=4.9=36.

Det er en alt for vanlig feil a gange sammen 4 -3 farst, og deretter opphgye i 2. Da far du det
feilaktige resultatet 12> =144 . Dersom du skal gange sammen 4 -3 farst, og deretter opphgye

i 2, ma du skrive (4- 3)2 . Vaer ngye med parentesene!

Vi avslutter med et starre eksempel:

Eksempel 7.1.1: Skriv uttrykket
(29°-(¢) (xY
T[EJ

sa enkelt som mulig.

Lasning: Vi omformer uttrykket slik ved hjelp av regnereglene ovenfor:
(2x)° '(X2)4 (ij 223 x Xt 220 xBx g XM

4x° 2 4x° 2 422 16 X°
1R 1 1 X
2 X i

Oppgave 7.1.1.
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7.2. Negative eksponenter.

Hittil har det vaert underforstatt at eksponentene er hele, positive tall. Men vi har bruk for
potensregning ogsa for andre eksponenter. Vi definerer derfor:

a®=1néra=0. a" = —

Den farste definisjonen begrunnes slik:

n

o - o - 0 a.
Nar vi forkorter pa vanlig mate, er — =1.
a

n

o e . a
Men nar vi bruker regel 2, blir —=a 0
a

=a

n-n

Siden det er hensiktsmessig a fa samme resultat uansett regnemate, er det naturlig a
definere a° =1.

For & begrunne den andre definisjonen, kan vi farst se pa et eksempel:
a’ aa 1 1

Nar vi forkorter pa vanlig mate, blir — = = =,
a® a-aa-p7a a-a-a a

-3

2
. . a )

Men ndr vi bruker regel 2, blir —=a*° =a

a

Siden det er hensiktsmessig & fa samme resultat uansett regnemate, er det naturlig a

. _ 1 _ 1
definere a® =—-, eller generelt a™" = —.
a a"

Med utgangspunkt i den siste av disse nye reglene kan Eksempel 7.1.1 ovenfor lgses litt
enklere etter disse retningslinjene:

=

Samle alle faktorer med samme grunntall.

2. Faktorer som flyttes fra nevner til teller (eller omvendt) skifter fortegn pa
eksponenten.

3. Legg sammen eksponentene for hvert grunntall.

Eksempel 7.2.1: Bruk bl.a. retningslinjene i ramma ovenfor til & forenkle uttrykket

3 2 4 2

(2x)° (") (5}
4x° 2

(samme som Eksempel 7.1.1).

Lasning:
4

(2x)’ (%)

2 3 3 24 2
) (XY JEXXE X anr s gt e
4x 2

X8
2%%5 z

Oppgave 7.2.1, 7.2.2.
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7.3. Rotregning.

Du vet sikkert at
\/25 = 45 fordi (45)° =25

eller at
V100 = +10 fordi (+10)° =100.

Generelt har vi derfor denne definisjonen av kvadratrota til et positivt tall:
Ja=t = a=t?

Na trenger vi ikke & begrense oss til kvadratrgtter. Vi har ogsa tredje rot:
8 =2 fordi 2° =8,

eller
3125 = 5 fordi (-5)° =-125.

Generelt har derfor at

Ja=t = a=t3,

Vi merker oss at nar det gjelder kvadratrgtter, kan vi kun trekke kvadratrota av positive tall.
Resultatet er enten positivt eller negativt. Det skyldes at nar vi kvadrerer et tall (positivt eller
negativt), blir resultatet alltid positivt. Men nar det gjelder tredje rot, kan vi godt trekke tredje
rot av et negativt tall. Det skyldes at nar et negativt tall opphgyes i tredje potens, blir resultatet
negativt, mens et positivt tall som opphgyes i tredje potens alltid blir positivt.

Na er vi Kklar til en generell definisjon av n-te rot av et tall:

Ya=t = a=t".
Vi kaller n for roteksponenten, mens a er radikanden.

Dersom n er et jamt tall, ma a veere positiv mens t kan vere positiv eller negativ.
Dersom n er et oddetall, kan a veere positiv eller negativ mens t har samme fortegn som a.

Legg merke til at:
e Dersom n=2, harvi 4/a som vi skriver enklere som +/a..
e Dersom n er et jamt tall, bruker vi vanligvis bare den positive verdien av rota dersom
vi ikke sier noe annet. Det er derfor vanlig a si at J4 = 2. Dersom vi vil ta med begge
fortegnene, skriver vi gjerne +J4 =42,

Eksempel 7.3.1: Bestem (om mulig) disse rotuttrykkene:

V81, 481, 364, 532, 4-81.

Lasning:
/81 =9 fordi 9> =81.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.




Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 60

4/81=3 fordi 3* =81.
3/~64 = -4 fordi (-4)’ = -64.
§/-32 =2 fordi (-2)° =32,

/-81 eksisterer ikke (mer presist: det fins ingen reelle lgsninger) fordi det ikke eksisterer
noe reelt tall som er slik at nar det opphayes i 4. potens, far du —81.

Oppgave 7.3.1.

Pa samme mate som for potensregning, har vi ogsa noen regneregler for rotregning som det er
kjekt & kunne:

il k
Yab-¥a-tb @=ﬁ o -(va
b b (¥)
Eksempel 7.3.2: Skriv disse uttrykkene enklere:
4 3[qy3 9 4x? 4
ax* , J8x° > 7 (\/5) :
Lasning:

Joxt = Jox? - x2 :\/§~\/x72~\/x7:3x'x=£.

9 _9 3
25 25 5
4x2:\/z-\/?:_x
TN T
(\/5)4=J2—4=\/E=i

Noen ganger klarer vi ikke a kvitte oss helt med rottegnene, men vi kan likevel omforme
uttrykkene noe slik eksemplene nedenfor viser:

Eksempel 7.3.3 Skriv uttrykkene nedenfor med sa enkle rotuttrykk som mulig:

5

2y

7

Lasning:
Vox® = O /X x =34/X X =3x2 X .
Yox' =32 x =32 -x-x-Yx = x2-I2x.
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X ¢ Eax xexlx %2 [x

2y oy Jayryr 2yy y N2

Oppgave 7.3.2.

7.4. Frarotregning til potensregning.

Det er faktisk en mye narmere sammenheng mellom rotregning og potensregning enn vi har
benyttet hittil. Vi har nemlig denne sammenhengen:

Ya=ar.

Begrunnelsen for denne sammenhengen er:
Vi vet at

) .

Men regnereglene for potensregning gir

1

(a") =a"=a'=a.
Da er det fornuftig a definere

Ya=ar.

Denne regelen kan komme til nytte nar vi forenkler rotuttrykk. Men den kommer enda mer til
nytte senere nar vi skal derivere og integrere.

De tre farste eksemplene nedenfor er hentet fra Eksempel 7.3.3, men na er de lgst med potens-
regning. Det siste eksemplet er litt vanskeligere.

Eksempel 7.4.1: Skriv uttrykkene nedenfor med sa enkle rotuttrykk som mulig:

S 2x)_2
NV J2x", X , ( - J8Xy .
2y4 /ya

Lasning:
9x5=(3Z-X5)%:(32)%'(X5)%=32% X2 =3 x* =3x2 . xE = 3x2 X .
32X’ =(2x7)%=2% X5 =28 X% =28 ¢ X%=X2-(2X)%=X2 32x
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N - -2 L 1 1 & 1 123 1 3
(ZX) \/@ _ 27X (23 )5 Xty = 0723 2+ yE oot oty

| enkle oppgaver (som i de tre farste eksemplene ovenfor) kan det virke mer tungvint a ga
veien om potensregning enn & holde seg til rotregning. Men du skal ikke ha mye trening for
du kan hoppe over mange av mellomleddene i eksemplene ovenfor. Og i oppgaver som
inneholder en blanding av potens- og rotuttreykk slik som i det siste eksemplet ovenfor er det
nesten alltid mer hensiktsmessig a benytte potensregning konsekvent enn & holde seg til
rotregning. Det vil du sikkert oppdage nar du jobber med Oppgave 7.4.1.

7.5. Mer om kvadratrgtter.

Sammentrekking av flerleddede uttrykk med kvadratratter fglger vanlige regneregler, og bar
ga uten serlige problemer:

Eksempel 7.5.1: Trekk sammen uttrykkene nedenfor:

a) \/;(1—\/;)+(x+1)

b) (2% -3)(v/x +2)—/x(1+2Vx)

Lasning:

a) &(1—&)+(x+1)=&—(&)2+x+1:\/§—x+x+l=\/§+1.

D (2% -3)(Vx+2) Vx (1+ 29%) = 2(V )| + 4% ~3x -6~ Vx ~2(Vx)
= 2X+ 44X —3/x =6 —~/x —2x =6

Oppgave 7.5.1.

Etter denne innledningen skal vi trekke sammen brgker som inneholder kvadratrgtter. Det
mest systematiske er da a finne fellesnevneren for de brgkene som inngar, skrive alle brgkene
med denne fellesnevneren som nevner, trekke sammen, og om mulig forenkle svaret til slutt.
Men noen ganger kan vi fa enklere regninger ved & forenkle brgker underveis, slik
eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 7.5.2: Trekk sammen brgkene nedenfor, og skriv svaret sa enkelt som mulig:

X+1
it
b) 2\/;+x_1+\/§
X Jx
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Lasning:
a) Fellesnevneren er Jx, slik at vi kan skrive

X_ﬂ_\/;_x+1_\/;_\/;_x+l_(\/;)z . _i
N N N N N S

Vi kan ogsa starte med a forenkle den farste brgken:
X+1 1 \/_& 1
R e R R R

b) Fellesnevneren blir x = Jx-+/x, slik at vi kan skrive

2\/;+x_1+\/§_ 2% +x (l+‘/;)‘/;_ 2% +x ‘/;Jf(‘/;)z

X X x Sxx x X
_(2\/;4”()—(\/;“()_2\/§+x—\/§—x_\/§_ 1
- X - X T x KX

Dersom vi starter med a forenkle leddene, far vi:
20x+x 1+4x {2\/_ XJ & Z)K ( +1j
< WA

2 1 1

:ﬁ+1—ﬁ—1:ﬁ

Oppgave 7.5.2.

Na vil jeg benytte anledningen til 8 komme med en advarsel. Nedenfor har jeg satt opp og
krysset over to regneregler” som ikke gjelder, selv om mange studenter tror at de gjelder:

Jarb=+aslb Jab=va—Jb

Jeg skal illustrere dette med et par eksempler:

V16 +9 =25 =5 mens V16 +/9 =4+3=7.
V132 -12% =\169-144 =/25 =5, mens 132 =122 =13-12=1.

La oss heller se pa regneregler som virkelig gjelder. Heldigvis trenger vi ikke & presentere
noen nye regneregler. Det eneste vi ma gjare, er & benytte regler som vi allerede kjenner. |
praksis innebzrer dette at vi (om mulig) ma faktorisere radikanden slik eksemplene nedenfor
viser.
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Eksempel 7.5.3: Skriv rotuttrykkene nedenfor sa enkelt som mulig:
a) +-v 16
va'-2a’h
b) 2142 3
vah-2b

Lﬂsning'

1A 16 =1 Ja(x - 4) =2 VAX -4 =12 4 =X 4.

| Ja—zab _ya'(a’-20) ) V& Ja=2 _a
) Tan -2 \/bz —2b) P Jae2p B

Oppgave 7.5.3.

Side 64

| Eksempel 7.5.3b ovenfor matte du faktorisere under rottegnene bade i teller og nevner far du

kunne forkorte. Noen ganger er slik faktorisering og forkorting mer krevende:

Eksempel 7.5.4: Faktoriser teller og nevner i disse brokene, og forkort deretter brakene:

X—4
X +2
VX —4x
X%+ 2x

Lasning:

g X )2 (k-2
\/§+2_ Ix+2 - M - '

En annen metode gar ut pa & gange teller og nevner med ~/x — 2 slik:

x—4  x-4 x-2 (x-4)(Jx-2) M(\&_z):\&
Jx+2 2 -2 (x) -2 x4

a)

b)

VX —4x x(x* - 4) )K\/x -2 \/(x 2)(x+2) M-\/x—z

«/x +2x x(x+2) N Jx+2 Jx72

Oppgave 7.5.4.

=/x-2.

Til slutt skal vi se pa sammentrekking av brgker som inneholder kvadratrotuttrykk. Da far vi

bruk for alle de teknikkene som vi har sett pa hittil.

Eksempel 7.5.5: Trekk sammen brgkene nedenfor, og skriv svarene sa enkelt som mulig:

1+ x? X

X J1+ X2

a)
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2 N X—2
X -4 Nx+2

4x
c) Vx}+4x® —
) VX+4

b)

Lasning:

V14 X2 X AL AL —xex (@4xP) - 1

a) - = = =
X NIED'G X -1+ X Xv1+ x? x\/1+ x?
2 X—2 2 \/ 2 JIx- 2+(x-2) X

) Ixi—4 \/x+2 T x=2-Ix+2 \/x+2 \/x 2 Jx—2-Jx+2 \/x _4
[o3 . 1u2 X d— X+ 4 4x
2 X ax _\/ X+4 \/7 x+4 \/x+4 \/— VX+4 \/x+4
x(x+4)-4x X
VX+4 _Vx+4

Oppgave 7.5.5.
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8. Logaritmer.

8.1. Grunnleggende definisjoner.
La oss ga tilbake til disse potensreglene:

n
m n __ ,m+n a n-m

a -a =a , —=a
a

Vi ser at istedenfor & multiplisere eller dividere to tall, kan vi na legge sammen eksponentene
eller trekke eksponentene fra hverandre. Addisjon og subtraksjon er jo mye enklere regne-
operasjoner enn multiplikasjon og divisjon, sarlig nar du ikke har kalkulator til disposisjon.
Denne observasjonen danner grunnlaget for logaritmeregningen.

Nar vi driver logaritmeregning, snakker vi ikke lenger om potenser. Vi snakker heller om
logaritmer. Mer presist har vi denne sammenhengen:

Sammenhengen ovenfor farer til disse to identitetene:

Lasning:
log,8 =3 fordi 2°=8.

logs 25 = 2 fordi 5° = 25.

log,,100 = 2 fordi 10° =100.

log, (§) =2 fordi 2% =% = 1.

log,,0.001= 3 fordi 10 = - = 35 = 0.001.
log, 2 =2 fordi 2¢ = /2.

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 67

Hvis du synes at dette er forvirrende, kan du prave a gjenta for deg selv at:

Logaritmen til et tall er den eksponenten som grunntallet ma opphgyes i for a fa tallet.

Oppgave 8.1.1.

Vi har egentlig bare betraktet eksponenter som er hele tall eller brgker. Men vi kan ogsa bruke
desimaltall som eksponenter, og vi far ofte bruk for logaritmer skrevet som desimaltall.

Du legger sikkert merke til at logaritmen til et tall avhenger av hvilket grunntall vi bruker.
Men det er ett viktig unntak som falger direkte av at a° =1 uansett verdi av a.

I alle logaritmesystemer er log(1)=0.

| praktisk arbeid er noen grunntall mer brukt enn andre. Gjennom flere hundre ar var
logaritmer med grunntall 10 sveert mye brukt. Disse logaritmene kalles Briggske logaritmer
etter den britiske matematikeren Henry Briggs som utarbeidet detaljerte tabeller over
logaritmene til tall i dette logaritmesystemet. Disse logaritmene benyttes fremdeles i mange
fag, for eksempel er kjemikernes pH-verdier, Richters skala for jordskjelv og decibel-skalaen
basert pa Briggske logaritmer.

Innen datateknologi har man stor nytte av et logaritmesystem med 2 som grunntall.

Men i matematikken er det likevel et annet grunntall som er mest brukt. Det er tallet e som
defineres slik:

e=lim(1+1)" ~2.71828..

n—o

Du finner en begrunnelse for denne definisjonen i et lite vedleqgg.

Dette rare tallet e er sa viktig at logaritmer med grunntall e kalles naturlige logaritmer. Vi
skriver In istedenfor log, .

8.2. Regneregler for logaritmer.
Uansett logaritmesystem gjelder disse regnereglene:

La u og v veere positive tall. Da er:
(1): log(u-v)=logu+logv
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<|c

(2): Iog(

(3): log(u")=n-logu

j=|ogu—|ogv

Setning 1 bevises slik: Vi tar utgangspunkt i at u =a"%" og at v=a'%". Nar vi benytter
regneregler for potensregning, far vi at
u-v= aIogau . aIogav — alogau+logav.

Men av definisjonen pa logaritmer ma vi ogsa ha at
u-v=a=tv,

Ved & sammenlikne eksponentene, ser vi at
log, (u-v)=1log,u+log,Vv.

Bevis selv Setning 2!

Sa var det setning 3. Her benytter vi en annen regneregel for potenser:
u" = (aloga u )n _ an.Ioga u
Men av definisjonen pa logaritmer ma vi ogsa ha at

n Ioga(u”)

u"=a .
Ved & sammenlikne eksponentene, ser vi at
log(u")=n-logu..

Eksempel 8.2.1: Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:
a) In(x*)-In(2x).

b) In(x*—y*)-In(x-y)
C) In(\/8_x)+ln(£j—ln2

X
Lasning:
a) In(x*)-In(2x)=In X :In[ﬁjzlnx—an.
2X e
Eller:
In(xz)—ln(2x):2Inx—(|n2+Inx):2Inx—Inx—In2:Inx—In2:In(ij
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o In(@)Jrln(lj—an: In((8x)%)+In(x‘l)—InZ:%(lnSHn x)—1-Inx—In2

X
=1iIn2’+iInx-Inx-In2=%-3In2+1Inx-Inx-1In2

:%InZ—%Inx:%(an—lnx):%Inﬁéj:In(éj :In\/%

Oppgave 8.2.1.

8.3. Omregning mellom logaritmesystem.

Det er nyttig a vite hvordan man regner om fra ett logaritmesystem til et annet. Vi skal
begrense oss til & se hvordan vi kan regne om mellom et vilkarlig logaritmesystem med
grunntall a og naturlige logaritmer. Da gjelder disse sammenhengene:

1
log,u=log,e-Inu=——-Inu.
Ina

Den farste sammenhengen vises slik:
1) N
log, u=log, (e")=Inu-log,e.

Inu

| overgang (1) benyttes at u =e™", og i overgang (2) benyttes logaritmeregel (3).

Vis selv den andre sammenhengen i Oppgave 8.3.1

Eksempel 8.3.1: Du trenger den Briggske logaritmen til tallet 58.3, men har en kalkulator som
kun kan regne med naturlige logaritmer. Bruk regneregelen i ramma ovenfor til & lgse dette
problemet.

Lasning: Grunntallet i det Briggske logaritmesystemet er a =10. Ved hjelp av kalkulatoren
finner du at In10 ~ 2.3026... og at In58.3 ~ 4.0656....
Daer

log,,58.3 = L In58.3 ~ 4.0656 ~1.7657 .
In10 23026 =——

Kontroll: 10*"®" ~ 58.304...

Oppgave 8.3.2.
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9. Grunnleggende trigonometri.

Ordet trigonometri kan oversettes med "maling av vinkler i en trekant”. Trigonometrien ble
forst tatt i bruk bl.a. til landmaling og navigasjon. | dag er trigonometri en av de nyttigste
grenene av matematikken.

Vinkler males tradisjonelt i grader. Utgangspunktet er da at en hel sirkel deles i 360 like store
deler, der hver del kalles en grad. En grad kan deles inn i 60 bueminutter, der hvert bueminutt
igjen kan deles inn i 60 buesekunder. | matematikken bruker vi sjelden denne inndelingen i
bueminutter og buesekunder. Nar det er ngdvendig a dele opp en grad, bruker vi heller vanlige
desimaltall.

9.1. Trigonometriske definisjoner for en rettvinklet trekant.

| utgangspunktet er de trigonometriske grunn-funksjonene sinus, cosinus og tangens definert
i forhold til en rettvinklet trekant pa denne maten:

e Sinus til en vinkel er forholdet mellom motstaende katet og hypotenusen.
e Cosinus til en vinkel er forholdet mellom hosliggende katet og hypotenusen.
e Tangens til en vinkel er forholdet mellom motstaende katet og hosliggende katet.

Dette er illustrert i figuren nedenfor:

La C veere den rette vinkelen i den rettvinklede
5 trekanten ABC. La a, b og ¢ veere motstaende sider
til vinklene A, B og C. Daer:

¢ a e SinustilAer sinA=2.
c

A e Cosinus til A er cosA:E.
b C ©

e Tangenstil Aer tanA:%.

| praksis bruker vi gjerne kalkulator til a finne sinus, cosinus og tangens til en kjent vinkel. Vi
bruker ogsa kalkulator til & finne vinkelen nar sinus, cosinus eller tangens er kjent. Da bruker
vi de inverse trigonometriske funksjonene som vi skal se n&rmere pa senere.

Eksempel 9.1.1: | den rettvinklede trekanten ABC ovenfor vet vi at:
a) Siden ¢ =0.69m og vinkel A=44.1". Finn de andre sidene.

b) Siden a=1.24m og vinkel A=36.9". Finn de andre sidene.

Lasning:
a) sinA:E < a=c-sinA=0.69m-sin44.1' =0.69m-0.6959 =0.48m.
C _—
cosA:E < b=c-cosA=0.69m-cos44.1’ =0.69m-0.7181=0.50m.
C _—
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)  sinA=? o o2 _ 124m _124m _, .
c sinA sin36.9° 0.600 ——
tanA:E - bo a_ _ 1.24m =1.24m _165m.
b tanA tan36.9° 0.7508 ——

Oppgave 9.1.1.

Etter denne innledende oppvarmingen kan vi se pa et mer komplisert eksempel:

Eksempel 9.1.2

I den rettvinklede trekanten ABC til
venstre er strekningen AD =4,

/BAD =23.2°,09 «BDC =37.3".
37,3° : :
Finn lengdene av sidene AB, AC og BC.

Lasning:
g Avfiguren ser vi at:
tan37.3° = Y
X

37 30 y y =X-tan37.3 =0.762x
23,2° ’ og at

A ) C tan 23.2° =L4
4.00 o

y=(x+4)-tan23.2° =0.429(x + 4)

=0.429x +1.72
Setter disse to uttrykkene for y lik hverandre, og far

0.762x =0.429x +1.72 < 0.333x=1.72 < x=£=5.17.
0.333 —
Da blir

y =0.762x = 0.762-5.17 = 3.94.
Na ngster vi opp:

AC = AD + x = 4.00+5.17 =9.17.

BC =y =3.94.
sin232 =Y o ap=—Y -39 1500,
AB sin23.2° 0394 ——

Oppgave 9.1.2.
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9.2. Sammenhenger mellom sinus, cosinus og tangens.

Fra figuren til venstre far vi at:

C in A
a tanA=S
cos A

sin?A+cos’ A=1

Den farste sammenhengen ser vi slik:

sinA 2 a
=t=—=tanA.
cosA 2 b
Den siste sammenhengen fglger av Pytagoras’ velkjente setning:
a> b’ .
a?+b’=c’ o +—=1 o (sinA)+(cosA) =1.
c” c

Dessuten har jeg benyttet vi den vanlige skriveméten sin® A istedenfor (sin A, 0g
tilsvarende for cosinus.

Eksempel 9.2.1:
a) Duvetat sinA==.Finn cosA og tan A uten & finne vinkelen A farst.

b) Duvetat tan A=2. Finn sin A og cos A uten & finne vinkelen A farst.

Lasning:
a) NarsinA==, blir

2 A _ in2 A 5\2 _ 160 25 _ 144 s 12
cos’ A=1-sinA=1-(%) =182 -4  cosA= e

Da blir
i 5
tan A = sinA =£:£
cosA £ 12
Dette kan vi ogsa finne ved hjelp av den
B rettvinklede trekanten til venstre. Nar
13 sin A==, velger vi méleenhetene slik at
€= a=>5 a=50g ¢ =13. Dermed blir
sinA=2=2,
Da blir
A b C b=+c?-a® =13* -5
=169 25 =144 =12
Dette gir
cosA:E:E, tanA:E:E.
c 13 b 12
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b) Oppgaven lgses enklest med utgangspunkt i en rettvinklet trekant av samme type som i
del a). Nér tan A=2, velger vi mdleenhetene slik at a=3 og b =4. Dermed blir

B tanA=2=2
Da blir
¢ a=3 c=vaZ+b? =32 +4% =/02 +16? =/25 =5
Dette gir
sinA=2=%, cosA=2=%,
A b=4 C

Eksempel 9.2.2: Finn en formel for sin A uttrykt ved tan A, og bruk denne formelen til &
finne sin A ndr tan A=23.

Lasning: Vet at
sin A sinA  sin’A
tan A= = = =

tan? A — = — .
COS A cos“A 1-sin“A

Laser ut tan A ved & multiplisere med 1—sin® A pa begge sider av likhetstegnet:

tan? A(1—sin?A) =sin?A < tan’A—tan® A-sin> A=sin’ A
o tan?A=tan?A-sin? A+sinA=(tan> A+1)-sin A

tan® A GinA__ A

Tran’A V1+tan? A
Setter inn tan A=2, og far

tanA 3 B
x/1+tan2A_\/1+(%)2 B B

16

& sin®A=

»lw
»lw

sinA=

EN[SRENTN

lon] w

Oppgave 9.2.1.

Vi tar utgangspunkt i samme figur som fer, og
5 setter opp sinus, cosinus og tangens til vinkelen B.

Da ser vi at:
sinB =cosA, cosB =sin A,
c
a tanB=—+ .
tan A
| den rettvinklede trekanten er
A 5 c A+B+C =180
< A+B=180"-C =180"-90"=90°.
& B=90-A

Av de to farste sammenhengene ovenfor fglger na:
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sin(90°— A) =cos A
cos(90°— A) =sin A

9.3. Noen spesielle vinkler.

Selv om vi i dag har kalkulatorer som gir ut verdier for sinus, cosinus og tangens, er det ofte
nyttig & kjenne eksakte verdier for noen spesielle vinkler som forekommer ofte. Vi skal na se
hvordan vi kan finne fram til noen slike verdier.

Vi starter med vinkler pa 30° og 60°. Vi tar da utgangspunkt i
en rettvinklet trekant med vinkler pa 30° og 60°. Den fram-
kommer ved at det trekkes en rett linje fra et hjgrne til mot-
stdende side i en likesidet trekant med sidelengde a slik figuren
til venstre viser. Da far vi at:

sin30 =2 =1,
2

N |

a
2
a

Deretter finner vi cos30° slik:
sin?30°+c0s?30" =1 & (1) +cos?30" =1

& c0s?30'=1-1=3 & c0s30'=.2=13

Til slutt blir:
. .
tan30°=sm30 =2 =i=l«/§.
c0s30" 143 3 3

Na er det lett & finne sinus, cosinus og tangens til 60°. Vi kan enten bruke samme figur og
samme framgangsmate som ovenfor, eller vi kan benytte at:

sin60° = cos(90° —60°) = cos(30°) = 14/3.

cos60° =sin(90° —60°) =sin(30°) =

IRNIE

e
_sin60 :2\/52\/5'

tan 60°
cos60” 5 =
Sa tar vi for oss en vinkel pa 45° pa grunnlag av figuren til
venstre. Ved hjelp av Pytagoras’ setning finner vi at den lengste
a siden blir
JaZ+a? =+/2a’ =a+/2,
45,0° .
slik at
. a 1 1
sin45" =c0s45" = ——=—"—=24/2.
; a7 2
Da blir
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tan45’ =—=1.

o | o

Jeg vil anbefale at du na samler resultatene i tabellen nedenfor.

Vinkel i grader Sinus Cosinus Tangens

0

30

45

60

90

9.4. Generelle definisjoner av de trigonometriske funksjonene.
Hittil har vi holdt oss til rettvinklede trekanter. Da er det kun mulig & definere sinus, cosinus

og tangens for vinkler mellom 0° og 90°. Vi trenger imidlertid definisjoner som gjelder for
vinkler utenfor dette omradet. Dette ordner vi slik:

Sla en sirkel med sentrum i origo og radius R =1 i et vanlig (kartesisk) koordinatsystem. En
slik sirkel kalles en enhetssirkel. Trekk ei rett linje fra sirkelens sentrum slik at linja danner

en vinkel v med x-aksen. Linja skjerer sirkelen i et punkt P med koordinater (x,y). Se
figuren nedenfor.

Legg merke til at vinkelen v ikke trenger & ligge mellom 0° og 90°. Na kan vi definere sinus,
cosinus og tangens slik:

Pa denne maten kan sinus, cosinus og tangens til en vinkel defineres ut fra koordinatene til et
punkt pa enhetssirkelen. Legg merke til hvordan du finner fortegnet til sinus, cosinus og
tangens til vinkelen ut fra plasseringen til punktet P i koordinatsystemet.

._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Sinus, cosinus og tangens er egentlig funksjoner der v er den fri variable mens sinus-, cosinus-
og tangens-verdiene er funksjonsverdier. Vi burde derfor skrevet v-en i parentes slik: sin(v),
cos(v) og tan(v). Nar vi taster inn pa kalkulatorer, ma vi som regel benytte denne

funksjons-skrivematen. | vanlig skrift er det imidlertid blitt vanlig a slgyfe parentesene nar
dette kan gjeres uten at det oppstar misforstaelser.

Vi kan na sette opp mange sammenhenger mellom sinus, cosinus og tangens til vinkler, men
vi skal ngye oss med disse (som du selv kan overbevise deg om ved hjelp av en figur):

sin(180°— A) =sin A, cos(180°— A) =—cos A

9.5. Inverse trigonometriske funksjoner.

Hittil har vi ngyd oss med a finne sinus, cosinus og tangens til vinkler. Men vi far ofte det
motsatte problemet: Vi kjenner sinus, cosinus eller tangens til en vinkel, og skal finne
vinkelen. Vi ma da benytte inverse trigonometriske funksjoner, som ogsa kalles arcus-
funksjoner. P& kalkulatoren er disse merket sin™*(x) eller arcsin(x), og tilsvarende for
cosinus og tangens. De er definert slik:

y=sin(v), ve[-90°90°] < v=arcsin(y)=sin"(y)
y=cos(v), ve[0,180°] < v=arccos(y)=cos(y)
y=tan(v), ve(-90°90°) < v=arctan(y)=tan"(y)

Vi ma begrense definisjonsomradet for vinkelen v for a fa entydige definisjoner.

Eksempel 9.5.1: Hva er:

a) arcsin(1)?
b) arccos(-1)?
c) arctan (1) ?
Lasning:

a) arcsin(4)=30" fordi sin(30°) =1.
b)  arccos(-1)=180" fordi cos(180")=-1.
c)  arctan(1)=45 fordi tan(45)=1.

Oppgave 9.5.1.
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9.6. Trekantberegning.

Hittil har vi holdt oss til rettvinklede trekanter. Men de fleste trekanter vi kommer bort i i
praksis, er ikke rettvinklet. Da far vi bruk for setningene nedenfor:

La A, B og C vere hjgrner i en vilkarlig trekant. La a, b og ¢ veere hjgrnenes motstaende
sider. Da gjelder disse setningene:

Sinus-setningen (sinus-proporsjonen): C

sinA_sinB _sinC

a b c

Cosinus-setningene:

a’=b®+c® —2bccos A

b? =a®+c® —2accosB

¢’ =a’ +b*-2abcosC
Areal-setningen:

Trekantens areal F er
F =ZabsinC =Zbcsin A=1acsinB.

Merk at:
e Alle versjonene av cosinus-setningen starter med kvadratet av en side og slutter med
cosinus til sidens motstaende vinkel. Dette er en grei huskeregel.
e | alle versjonene er arealet lik halvparten av produktet av to sider, multiplisert med
sinus til sidenes mellomliggende vinkel.

Bevis for disse setningene finner du i et lite tillegg.

Eksempel 9.6.1: Finn siden b og de ukjente vinklene i en trekant der du vet at siden
a=51.0cm, siden ¢ =80.0cm, og vinkel A=35.5".

Lasning:
Trekanten er tegnet til venstre. Vi
bruker sinusproporsjonen til & finne

vinkel C:
sinC _sinA
c a
sinC=sinA-£:sin35.5"~@
a 51.0
‘B =M

B 80,0 >

Men vi vet at det er to vinkler mellom 0° og 180° som har sinusverdien 0.911. Vi kan derfor

fa to forskjellige lgsninger. Dersom vi velger den vinkelen som er mindre enn 90° (og som
kalkulatoren gir ut) blir

/C =sin"1(0.911) = 65.6° .
Da blir
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/B =180"-ZA- ZC =180"-35.5" -65.6" =78.9".

Bruker igjen sinusproporsjonen til a finne b:

sinB _sinA b:a,S!LB=(51.0cm) ;

.sin 78.9°

o

=86.2cm.

Den andre vinkelen som har sinusverdien 0.911, er
ZC'=180"-65.6"=114.4".
Som du ser av figuren, gir ogsa denne vinkelen en lgsning som tilfredsstiller kravene i
oppgaveteksten (se den stiplede linja BC’). Dersom vi velger hjarnet C’ istedenfor C, blir
£B'=180"- ZA-ZC'=180"-35.5" -114.4" =30.1".

Bruker igjen sinusproporsjonen til a finne b’:

sin B =smA sinB :(51.Ocm)~3m30'1

[

— & b'=a- =44.0cm.

b' a sin A sin35.5

Den tvetydigheten som framkommer i eksemplet ovenfor, vil vi alltid stgte pa nar vi bruker
sinus-setningen til & finne en vinkel. Vi ma derfor alltid stgtte oss til en god figur for a avgjere
om begge lgsningene kan brukes.

Oppgave 9.6.1.

Som du har sett av eksempel 9.6.1 og oppgave 9.6.1, kan vi fa to lgsninger nar vi bruker
sinus-setningen. 1 en del tilfeller kan det vaere vanskelig a avgjgre om vi kan bruke begge
Igsningene, eller om vi bare kan bruke den ene. Noen ganger kan det veare ngdvendig a
kontrollere med andre metoder. Da er cosinus-setningene uunnveerlig. Setningene brukes ogsa
I mange situasjoner der sinus-setningen ikke kan brukes.

Eksempel 9.6.2: Bestem de sider og vinkler som ikke er kjent i disse trekantene:
a) Siden ¢=70.0cm, siden b =85.0cm, og £A=29.0".
b) Siden a =46.6cm, siden b =63.6cm og siden ¢ =57.0cm

Lasning:

a)
Vi finner siden a ved hjelp av cosinus-
setningen:

a’ =b? +¢* — 2bccos
=85.0%+70.0> —2-85.0-70- cos(29°)
=1717

Daer

B 70,0 | a=+1717 = 41.4

\ |
Na er det fristende a finne en av de ukjente vinklene med sinus-setningen. Men da stater
vi pa den tvetydigheten som vi sa i forrige eksempel. Vi bruker heller cosinus-setningen
selv om den gir litt mer regning:

A
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b?=a’+c’>—-2accosB <« 2accosB=a’+c?-hb?
a’+c’—b® 1717+70.0° -85.0°

CcosB = =-0.105
2ac 2-41.4-70.0 -
Da blir
/B =cos*(-0.105) =96.0°

0g
ZC =180"-ZA- /B =180"-29.0" - 96.0° =55.0".

b) Her benytter vi bare cosinus-setningen:
b® =a’ +c* —2accosB

< 2accosB=a’+c?-b?

a’+c®>—b?
cosB=————
2ac
3 46.6° +57.0° — 63.6°
2-46.6-57.0
=0.259
Da blir

/B =c0s(0.259) = 75.0° .

Vi motstar fremdeles fristelsen til & bruke den enklere sinu-setningen, og benytter heller
den sikrere cosinus-setningen til & finne ZA:

a?=b’+c*-2bccosA < 2bccosA=b?+c?-a?
2,2 o2 2 2 2
b +c°—a _ 63.6° +57.0° —46.6 _ 0.7065
2bc 2-63.6-57.0

COSA=

Da er
/A=45.0".

Til slutt blir
£ZC=180"-ZA- /B =180"-45.0°-75.0' = 60"

Oppgave 9.6.2.

Til slutt ma vi ta et eksempel med arealberegning:
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Eksempel 9.6.3:.
En firkantet tomt ABCD har de

dimensjonene som er vist pa figuren til
venstre. Finn arealet av tomta

A 47,0 y, B

Lgsning: Vi starter med a finne ZA:
BD? = AB>+ AD?-2-AB-AD-cosA < 2-AB-AD-cosA= AB?+ AD? - BD?
2 2 2 2 2 2
AB’ + AD* —BD* _ 47.0° +53.9° ~56.8 e
2-AB-AD 2.47.0-53.9 BE—

COSA=

Daer
ZA=cos™(0.3726) = 68.1°
slik at arealet av A ABD blir
Faep =+ AB-AD-sinA=1.47.0-53.9-sin(68.1) =1175.
Sa finner vi ZC pa samme mate:
BD*=BC?+CD?-2-BC-CD-cosC <« 2-BC-CD-cosC =BC?+CD?-BD?
BC?+CD? - BD? _ 34.5% + 48.3° —56.8° _ 0089
2-BC-CD 2-34.5-48.3 -

cosC =

Daer

/C =co0s"(0.089) =84.9°
slik at arealet av ~ABD blir

Fyep =+-BC-CD-sinC =1.34.5.48.3-sin(84.9') =830.
Samlet areal blir da

1175m? +830m? = 2005m? .

Oppgave 9.6.3.
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10. Vektorer.

10.1. Definisjoner.

Mange av de starrelsene vi benytter i matematikk, er fullstendig definert bare med et tall,
eventuelt med en maleenhet i tillegg. Slike starrelser kaller vi gjerne skalare sterrelser. |
fysikk viser det seg imidlertid at vi ogsa ma kjenne en retning. Slike stgrrelser som bestar av
tallverdi (gjerne med maleenhet i tillegg) og retning, kaller vi vektorer. For eksempel er
krefter og hastigheter vektorer. | tillegg til tallet som angir hvor stor kraften eller hastigheten
er, ma vi ogsa vite retningen for at kraften eller hastigheten skal vere fullstendig definert.

Nar vi bruker bokstaver for a angi en vektor, skriver vi bokstavene med uthevet skrift eller
med en pil over: v eller V er vanlige mater a angi en vektor. Noen ganger brukes begge
deler: V. Nar vi skriver for hand, bruker vi helst pil over eller en strek under bokstaven: vV

eller v. | dette notatet skal jeg stort sett benytte uthevet skrift: v.

Noen ganger er vi kun interessert i starrelsen (lengden) av en vektor, uten & bry oss om
retningen. Vi bruker da skrivematen |v||, |v| eller bare v for & angi sterrelsen av v.

Vi definerer likhet slik: To vektorer u og v er like hvis og bare hvis begge vektorene har
samme stgrrelse og samme retning.

10.2. Multiplikasjon av vektor med skalar.
La v veere en vektor, mens t er en skalar (et vanlig tall). Da definerer vi:

Dersom t >0, er u=t-v en ny vektor der |u[=t-|v|, og som har samme retning som v.
Dersom t <0, er u=t-v en ny vektor der |u|=t-|v|, og som har motsatt retning av v.

Vektorer illustreres gjerne med en vanlig pil, der pilens lengde og retning angir vektorens
starrelse og retning. Nedenfor ser du en vektor v samt vektorene u=3v og W = -2V -

=N

har motsatt retning av v.

ﬂ
% Legg spesielt merke til at —v er en vektor som er like stor som v, men som

10.3. Addisjon og subtraksjon av vektorer.
Figuren nedenfor viser hvordan vi adderer to vektorer u og v:
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Til venstre ser du de to vektorene u og v som skal adderes.

| midten ser du den ene maten & ga fram pa: Vi lar v starte der u slutter. Vektorsummen u + v
blir da en vektor som gar fra starten pa u til slutten av v.

Til hgyre ser du en annen mate & ga fram pa: Vi lar u og v starte i samme punkt slik at de
definerer et parallellogram. Da blir u + v en vektor som faglger diagonalen fra vektorenes
felles startpunkt.

Dersom vi skal addere tre eller flere vektorer, starter vi med & addere to av dem. Deretter
legger vi til den tredje. Figuren nedenfor viser hvordan vi kan ga fram for a finne a+b +c:

—g b
b

C

a+b+c

Ved hjelp av slike figurer kan vi vise at regnereglene nedenfor ma gjelde, der u og v er
vektorer mens s og t er skalarer:

at+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

t-(Uu+v)=t-u+t-v

(s+t)-u=s-u+t-u

Subtraksjon av vektorer skjer enkelt ved & benytte at u—v=u+ (—v). Figurene nedenfor
viser hvordan det kan gjares:

Vi starter som far med to vektorer u og v. Figuren i midten viser hvordan vi gar fram nar vi
adderer u og —Vv, mens figuren til hgyre viser hvordan vi benytter den andre diagonalen i

parallellogrammet som u og v utspenner til & finne (—v)+u.
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Eksempel 10.3.1: Nedenfor til venstre ser du to vektorer u og v. Finn:

a) 2u-—-v
/ / b) 3v-1u
Lasning: b)
a)
u
2 2u—v -V

Oppgave 10.3.1.

10.4. Dekomponering av vektorer.

La oss starte med et plant (to-dimensjonalt) koordinatsystem.
| dette koordinatsystemet fastlegger vi to retninger, for
eksempel ved & tegne to ikke-parallelle linjer I, og I,. A
dekomponere en vektor v i disse to retningene bestar da i a
finne to nye vektorer v, og v,, en i hver av de to retningene,

slik at v =v, +v,. Figuren til venstre viser hvordan vi kan

gjere dette. Vi parallellforskyver v slik at den begynner der
linjene krysser hverandre. Sa trekker vi paralleller med linjene
l, og I, gjennom “’spissen” av v. Dermed framkommer et

parallellogram, og v, og v, gar da langs sidene i dette
parallellogrammet.

| et tre-dimensjonalt koordinatsystem gar vi fram pa samme maten: Vi fastlegger tre retninger
ved & trekke tre ikke-parallelle linjer. Deretter bestemmer vi tre vektorer v,, v, og Vv, eni

hver av de tre retningene, slikat v=v, + Vv, + V.

Oppgave 10.4.1.

10.5. Enhetsvektorer.

Vi skal na plassere en vektor v i et rettvinklet
koordinatsystem. | starten skal vi begrense oss til et
todimensjonalt koordinatsystem. Da kan v dekomponeres
I to andre vektorer, en vektor v, parallell med x-aksen

og en vektor v parallell med y-aksen. Vi har da at

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Forkunnskaper. Side 84
v=v, +v,. Sefiguren til venstre.
A y o - 0 - - o
. o1 Ao o Na viser det seg a veere hensiktsmessig a
90°< 0 <180° | 0°<0 <90 endre litt p& denne tolkingen. Istedenfor &
v, =lvlcos@ <0 | v, =|vicos® >0 benytte to vektorer v, og v, , innfarer vi to
v, =Iv[sind>0 | v, =|v[sind>0 skalare komponenter v, og v, slik:
» .
180° < 6 < 270°| 270°< 0 <360° * v, =|V|-cos8, v, =[V]-siné.
v, = Iv|cosé <0 v, = IV|cosé > 0 I(;I;:/er 6 vinkelen mellom positiv x-akse
v, =Ivlsind<0 | v, =[vlsing<0 '

Legg spesielt merke til at disse definisjonene farer til at v, og v, far korrekte fortegn. Se
figuren til venstre, og husk fortegnet til cos@ og sin@ nar @ ligger i de angitte intervallene.

er det hensiktsmessig a definere to enhetsvektorer i 0g ] slik:

____________ i har retning langs positiv x-akse.
j har retning langs positiv y-akse.
. 4

j

Da kan en vektor v skrives slik:
V=V i+V .

Se figuren til venstre.

\ 4

[
»

X

’ v, =|v|cosd

| et tredimensjonalt koordinatsystem har vi
en z-retning vinkelrett pa x- og y-aksene, slik
at xyz danner et hgyrehandssystem. Dette
kan defineres slik: Grip om z-aksen slik at
tommelen peker i positiv z-retning. Da vil de
fire andre fingrene peke fra positiv x mot
positiv y slik figuren til venstre viser.

S& innfarer vi en enhetsvektor K i z-retningen. Et tredimensjonalt koordinatsystem med
enhetsvektorene i, ] 0g K inntegnet er vist i midten ovenfor.

| et slikt koordinatsystem kan en vektor v skrives
% =vxf+vyj+vzl2 .

Her er v, komponenten av v langs z-aksen. Vi sier at v er skrevet pa komponentform.

Slik dekomponering er sveert nyttig i mange sammenhenger, for eksempel nar vi skal addere
eller subtrahere vektorer slik eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 10.5.1: Vi har gitt vektorene
u=2i- ] +k
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Lasning:
2u—v=2(2i—j+|2)—(—€+3j—2|2)=4?—2j+2|2+?—3j+2|2=5i—5]—|2.

u+3v=(2€-]+12)+3(—?+3]—2|2)=2?-]+|2-3i+9}-6|2=—i+8j-512.

Oppgave 10.5.1, 10.5.2.

Dersom det ikke kan fore til misforstaelser, kan vi unnlate & skrive enhetsvektorene i, ] 0g
k . Da skriver vi bare ned komponentene v, , v, og v, iriktig rekkefalge slik:

v=[V,,V,,V, | eller uten bruk av komma: v =[v, v, v,

Hittil har vi forutsatt at enhetsvektorene gar langs x- y- eller z-aksen. Men det er slett ikke
ngdvendig. Vi kan ha enhetsvektorer som peker i hvilken som helst retning. Dersom ev eren
enhetsvektor som peker i samme retning som vektoren v, har vi at v = |v|év . Dermed har vi
en grei mate & finne en enhetsvektor i samme retning som v:

10.6. Skalarproduktet.
Vi definerer skalarproduktet av to vektorer slik:

Vi kan med en gang merke oss noen viktige konsekvenser av denne definisjonen:
e Siden bade |u[, |v| og cosé er skalarer (vanlige tall), blir ogsa u-v en skalar, ikke

en vektor.
e Skalarproduktet er kommutativt, d.v.s.at u-v=v-u.
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e Dersom u og v star vinkelrett pa hverandre, er 8 =90° slik at cos@ = 0. Dette farer til
at dersom verken u eller v har lengde lik null, ma vi ha at:
u-v=0 < ulv.

. v-v:|v|-|v|-c030°:|v|2-1 < |v|=Vv-v.

La oss se hva som skjer dersom vi beregner skalarprodukt av enhetsvektorene i, ] 0g K:

A

] j= k -k =1 fordi bade 1, j 0g K har Iengdelik 1.

~

=
J=j-i=i-k=k-i=j-k=k-j=0 fordi i, j og k star vinkelrett p& hverandre.

Dette gir oss en enkel regneregel for skalarprodukt nar vektorene er skrevet pa komponent-
form:

Dersom u=u,i+u j+uk og v=v,i+v j+vk,er
U-v=u,V,+U -V, +U,-V,.

For oversiktens skyld skal jeg ngye meg med a bevise dette for todimensjonale vektorer:

U'VZ(UX'+UyJ)'(Vx'+VyJ)ZUXVXL;lj+UxVyu+Unyu+UyVyuZUXVX+UyVy-
= =0 =0 =1

Beviset for tredimensjonale vektorer er helt likedan, bare med mer skriving.

Na er det lett & finne lengden av en vektor pa komponentform:

V[ =VVv-v=vZ+v7+vz?.

Eksempel 10.6.1: Vi har gitt vektorene
u :Zf—j+l2 0g v:—f+3]—2f<.
Finn u-v, |u[, |v|, og vinkelen & mellom u og v.

Lasning:
u-v=2-(-1)+(-1)-3+1.(-2)= 7.

Jul=y2° +(-1)° +2 = 6.
M=) +3 +(-2)° =14

u-v=ul-|v|-cos® < cosé= ~-0.7638 < 6~139.8.

IUI |V| "% J_
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Oppgave 10.6.1.

Lasning: Nar to vektorer star vinkelrett pa hverandre, er skalarproduktet lik null:
uv=0 < 2-(-1)+(-1)-t+1:(-2)=0 & -4-t=0 < t=—4.

Oppgave 10.6.2, 10.6.3.

Til slutt skal jeg uten bevis fare opp disse setningene:

10.7. Vektorproduktet.

La u og v veere to vektorer. Av figuren til venstre ser
du sikkert at arealet av det parallellogrammet som

|
|
\Y}
i h— |v|sin 0 vektorene utspenner, er
) ! A=|ul-h=|u|-|v|-sing
I -
' W > der @ er vinkelen mellom vektorene.

Vi skal né tilordne dette arealet en enhetsvektor n vinklerett pa flata som utspennes av u og
v, slik at u, v og n danner et hgyrehandssystem. Pa figuren vil da n peke ut av papirplanet.

Den vektoren som har sterrelse A og retning n skal vi kalle vektorproduktet eller kryss-
produktet av u og v. Vi definerer altsa:

Vi kan med en gang merke oss noen viktige konsekvenser av denne definisjonen:

e UxV blir en vektor som star vinkelrett pa bade u og v.

o Vektorproduktet er ikke kommutativt. Tvert imot har vi at
Uxv=-vxu

fordi n skifter retning nar u og v bytter plass.
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Dersom u og Vv er parallelle, er 8 =0° slik at sin@ =0. Dette farer til at dersom
verken u eller v har lengde lik null, ma vi ha at:
luxv|=0 < ulv.

La oss se hva som skjer dersom vi beregner vektorprodukt av enhetsvektorene i ] 0g K:

i~ jxj-kxk=3.
ixjk, jxk=1, kxi-]
ik, kxjo, ixk=-]

Disse sammenhengene kan du selv kontrollere ved hjelp av
figuren til venstre og hgyrehandsregelen!

Vapnet med disse sammenhengene kan vi na sette opp vektorproduktet pa komponentform:
Uxv= (ux?+ uyj+uzlz)x(vxf+vy]+vzlz)

:uX[vXLx_HHvy|><J+vzle<)+uy(vx]x|+vyJ><J+vZJ><kj

-k =0 =i

=0 R =—j
+uz(vxkxi+v kxj+v,K k]
R,A_J y ZA,‘—J

=j i =0

A A~

= (uyvZ — uzvy)i —(uv, —uv, ) j+ (uxvy —uva)k

Dette uttrykket er ikke lett & huske. Men dersom du kan regne med determinanter, vil du se at
uttrykket kan skrives pa determinantform slik det er gjort i ramma nedenfor:

Lasning:
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i j k
uxv=|2 -1 1
-1 3 -2
=((-2)(-2)-1:3)i~(2:(-2) ~1-(-1)+ (2:3~(-1)- (-D)k
:—f+3]+5l2

Oppgave 10.7.1, 10.7.2.

Det fins en mengde setninger for vektorprodukt, og for kombinasjoner av skalarprodukt og
vektorprodukt. Jeg skal ngye meg med disse:
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11. Tillegg.

I dette tilleggs-kapitlet bilr underkapitlene numrert ut fra de hovedkapitlene som tilleggene
tilharer.

4.4. Mer om matematisk logikk

I hovedkapitlet om matematisk logikk har vi definert hva vi mener med utsagn, og vi har ogsa
definert de grunnleggende sammenhengene mellom utsagn. Na skal vi se litt mer pa slike
sammenhenger.

4.4.1. Logiske strukturer og sannhetsverditabeller.

Vi kan bruke negasjon, konjunksjon og disjunksjon til & bygge opp sammensatte utsagn. Slike
sammensatte utsagn kalles ofte logiske strukturer. Vi skal la uttrykket utsagn omfatte bade
utsagn og logisk struktur. Vi far ofte bruk for a sammenlikne og forenkle logiske strukturer.
Dette kan gjgres pa flere mater. Vi skal stort sett bruke sannhetsverditabeller, men skal ogsa
si litt om logisk algebra.

Sannhetsverditabeller har du allerede stiftet bekjentskap med. Slike tabeller settes opp ved at
vi undersgker sannhetsverdien av den logiske strukturen for alle mulige kombinasjoner av de
logiske variablene som inngar i strukturen. Det er greit & ha et system for oppsett av
sannhetsverditabell slik at du sikrer deg at hver mulig kombinasjon av utsagnsvariablene
forekommer en og kun en gang. Jeg vil anbefale at du gar fram slik:

Dersom strukturen inneholder 2 utsagnsvariabler (p og q) som hver kan ha 2 ulike verdier (0
eller 1), kan disse kombineres pd 2> =4 ulike mater slik at tabellen far 4 rader. Da skriver du
verdier av p i farste kolonne (lengst til venstre). Under skriver du farst to nuller, deretter to
enere. | neste kolonne skriver du verdier av g som vekselvis null og en.

Dersom strukturen inneholder 3 utsagnsvariabler (p, g og r) som hver kan ha 2 ulike verdier
(0 eller 1), kan disse kombineres pa 2° =8 ulike mater slik at tabellen far 8 rader. Da setter du
opp tabellen slik:

e | kolonnen for p skriver du farst 4 nuller, deretter 4 enere.

e | kolonnen for q skriver du vekselvis 2 nuller og 2 enere.

e | kolonnen for r skriver du vekselvis 1 null og 1 ener.

Har du generelt n utsagnsvariabler, far du 2" ulike kombinasjoner slik at tabellen far 2"
rader. Dersom du har n = 4 utsagnsvariabler, starter du med 8 nuller og 8 enere i farste
kolonne. | neste kolonne blir det vekselvis 4 nuller og 4 enere. Deretter fortsetter du som
ovenfor.

Dersom du har veert borti binzere tall, vil du se at dette systemet farer til at kombinasjonene av
de n utsagnvariablene utgjar tallene 0, 1, ..., 2" —1 skrevet pa binar form.

Etter at du har satt opp alle kombinasjoner av variablene, ma du bygge opp sannhetsverdi-

tabellen for den logiske strukturen. Jeg vil anbefale at jobber trinnvis innenfra og utover. Se
eksemplet nedenfor.
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Eksempel 4.4.1: Bruk sannhetsverditabell til & forenkle den logiske strukturen

(pva)a(Pna).

Lgsning: Denne logiske strukturen inneholder kun to logiske variabler, p og q. Vi far da en
slik tabell:

ol

olo|r|o| >

(pva)a(Prq)

o)

N =]=] k=]
R|lO|R|o] 2
PR |O] <
o|lo|r|(r| T
=1 S
R |o|lo| >

Herserduat (pvg)A(PAq) har samme sannhetsverditabell som p. dette betyr at

(pva)A(PAq) erekvivalent med p, og skriver det slik:
)

(pva)a(PAqg)=p
eller

(pva)a(pPrd)e=p.

Oppgave 4.4.1004.4.2.

Et par definisjoner til slutt:

En tautologi er et utsagn som er sant for alle verdier av tilstandsvariablene.
En selvmotsigelse er et utsagn som er usant for alle verdier av tilstandsvariablene.

Eksempel 4.4.2: Vis ved hjelp av en sannhetsverditabell at:
pv p eren tautologi.

p AP erenselvmotsigelse.

Lasning:
p| P | pPVvD PAD
0| 1 1 0
110 1 0

Viserat pv p alltid er sant, mens p A p aldri er sant.

4.4.2. Mer om implikasjon og ekvivalens.

Vi har tidligere benyttet uttrykkene “implikasjon” og "ekvivalens" for & angi at dersom ett
utsagn er sant, ma ogsa et annet utsagn veere sant. Dette kan illustreres som en sammenheng
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mellom to kolonner i en sannhetsverditabell. Men uttrykkene p = q og p <> g kan ogsa
oppfattes som selvstendige utsagn som i seg selv kan vere sanne eller usanne. Dermed kan de
ogsa brukes til & bygge opp sammensatte utsagn. Sannhetsverditabellene for de logiske
strukturene p =g og p < q er gitt nedenfor:

Rlr|lolo|o
R|o|lr|lola
Rlo|k| |
oo~

Vi ser av tabellen at p < @ er et sammensatt utsagn som er sant hvis og bare hvis bade p og
g er sanne, eller hvis begge er usanne.

Sannhetsverditabellen for p = q viser at dette sammensatte utsagnet er usant hvis og bare
hvis p er sant og q er usant. | alle andre situasjoner er det sammensatte utsagnet p = q sant.

Dette kan virke litt merkelig i praksis. Kan vi i det hele tatt avgjere sannhetsverdien av dette
sammensatte utsagnet dersom p er usant? Dette illustreres i eksemplet nedenfor:

Eksempel 4.4.3. Vi har disse to utsagnene:

p: "Du har statt til eksamen."

g: "Du far 100 kroner."

Hva inneberer de to utsagnene p<q og p=q?

Lgsning: Det sammensatte utsagnet p <> q blir da: "Hvis og bare hvis du har statt til
eksamen, far du 100 kroner". Det virker helt rimelig at p <> g er sant dersom du har statt til

eksamen og far 100 kroner, eller dersom du ikke har statt til eksamen og ikke far 100 kroner.
Det er ogsa rimelig at p <> q er usant dersom du ikke har statt til eksamen, men far 100

kroner likevel, eller dersom du har statt til eksamen uten & fa 100 kroner.

Det sammensatte utsagnet p => g blir: "Hvis du har statt til eksamen, sa far du 100 kroner".
Det virker helt rimelig at p = q er sant dersom du star til eksamen og far 100 kroner, og at
p = q er usant dersom du star til eksamen, men far ikke 100 kroner. Men hvilken
sannhetsverdi er det rimelig a tillegge p = q dersom du ikke har statt til eksamen? "Sunn
fornuft” gir oss ikke noe svar. Men sannhetsverditabellen viser at p = q da er sant. Dette er

naermest et valg man har gjort for a kunne lage enkle og fornuftige regneregler for slike
sammensatte utsagn.

Ved hjelp av sannhetsverditabeller kan vi vise at:

pP=9 = J=7P.

Uttrykket g = p kalles den kontrapositive formentil p=q.
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Ekvivalensen i ramma ovenfor brukes mye i bevisfaring, noe vi skal se etter hvert.

Oppg- 4.4.3.

Eksempel 4.4.4: Vi har fremdeles disse utsagnene:

p: "Du star til eksamen."

q: "Du far 100 kroner."

Vis at ekvivalensen p=q = @ = p virker fornuftig.

Lgsning: Utsagnet p = g betyr “"Dersom du star til eksamen, skal du fa 100 kroner”.
Utsagnet @ = p betyr "Dersom du ikke far100 kroner, sa har du ikke statt til eksamen".

Det virker rimelig a si at disse to sammensatte utsagnene er ekvivalente. Hvis vi ikke hadde
satt opp sannhetsverditabellen for p = qslik vi gjorde, kunne vi heller ikke satt opp

ekvivalensen ovenfor.

Eksempel 4.4.5: Elektro-leereren sier til en student: "Hvis du ikke far godkjent lab.journalen,
far du ikke ga opp til eksamen". Studenten satt oppe hele natten og jobbet med journalen, og
fikk den godkjent. Likevel fikk ikke studenten ga opp til eksamen. Har leereren brutt lgftet?

Lasning: Vi definerer disse to utsagnene:
p: "Du har fatt godkjent lab.journalen".
q: "Du far ga opp til eksamen".

Leererens utsagn kan skrives p=> @, som er ekvivalent med q = p, d.v.s. "Hvis du far ga

opp til eksamen, sa har du fatt godkjent lab.journalen”. Men dette er noe helt annet enn
p = q, d.v.s. "Hvis du har fatt godkjent lab.journalen, sa far du ga opp til eksamen". Dette

framgar av sannhetsverditabellen nedenfor:

p q p=(q qg=2p
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 1 1

Altsa har ikke lereren brutt noe lgfte (dersom studenten tror det, ma han sette seg bedre inn i
reglene for matematisk logikk).

Oppg. 4.4.4.

Eksempel 4.4.6: Vis ved hjelp av sannhetsverditabell at
(p=a) = (Pva).

Lasning: Setter opp sannhetsverditabellen:
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
pPlaj P [ P=0] Pvq
0[O0 1 1 1
0|1 1 1 1
110 O 0 0
111 O 1 1

Vi tar en toffere oppgave til slutt: Oppg. 4.4.5.

4.4.3. Logisk algebra.

Ved hjelp av sannhetsverditabeller kan vi undersgke om to sammensatte utsagn er
ekvivalente. Men det er ofte lettere & benytte et sett regler som til sammen utgjer
grunnreglene for logisk algebra (eller Boole'sk algebra):

Alle disse lovene lar seg lett bevise ved hjelp av sannhetsverditabell. Det samme gjelder
sammenhengene nedenfor, som du ogsa ofte far bruk for:
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Lasning: (pva)a(PAq)
=(pva)a(Ppva) deMorgans lov
=(pva)a(pva) opphever dobbel negasjon
= pv(qAQ) distributiv lov
=pvO0
=p

I1f
o

Altsder (pva)Aa(PAq)

Oppg. 4.4.6.

4.5. Bevisteknikk.

Vi skal na se hvordan vi benytter regler fra matematisk logikk nar vi farer matematiske bevis.
Vi skal se pa flere former for bevis, og skal vere adskillig mer formell enn vi ellers vil vare i
et slikt matematikk-kurs. Men farst skal vi se hva som kan skje dersom vi slurver. Da kan vi
fa mange "morsomme” resultater, noe "beviset” nedenfor er et eksempel pa.

Eksempel 4.5.1: Finn feilen i ”beviset” nedenfor:

Vi stanter med a sette
a=2.

Sa multipliserer vi med a pa begge sidex:
a’=2a.

Tnelber fra 4 pa begge sidex:
a’-4=2a-4.

Bruuker feadratsetning pa venstre side, og faktorisener ut 2 pa hayre side:
(a-2)(a+2)=2(a-2).

Deler med (a—2) pa begge sider, og fer:
a+2=2.

Men siden vi startet med at & =2, hax vi ved innsetting at
2+2=2 < 4=2.

Lasning: Her har vi gjort flere formelle feil. Men den feilen som farer til katastrofen, er at vi

deler med (a—2). For nér vi startet med & sette a=2, blira—2=2-2=0. Og som du
sikkert vet, kan vi ikke dele et tall med null.

4.5.1. Direkte bevis.

Den enkleste bevis-formen er det direkte beviset. Det gar i korthet ut pa & omforme uttrykk
ved hjelp av regneregler.
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Eksempel 4.5.2: Vis at
(a+b)2 =a’ +2ab +b?
(farste kvadratsetning).

Lasning: Vi bruker kjente regneregler:
® () ®3)
(a+b)2 =(a+b)(a+b) = a’+ab+ba+b* = a’+2ab+b?.

Forklaringer til overgangene:

1: Bruker definisjonen pa en potens.

2: Multipliserer ut.

3: Benytter at ab =ba og trekker sammen.

Dersom vi skal veere pirkete, bgr kvadratsetningen skrives slik:

(a+b)2 =a’+2ab+b’.
Symbolet = betyr at (a+ b)2 alltid skal veere lik a* + 2ab +b*, uansett verdier av a og b. Vi
skal imidlertid ikke vere sa pirkete, og benytter derfor det vanlige likhetstegnet.

Sa tar vi et mer komplisert eksempel, der vi ma drive malrettet triksing:

Eksempel 4.5.3: Finn en formel for lgsing av andregradslikningen
ax’> +bx+c=0,
der a, b og c er konstanter, og presiser betingelsene for at formelen er gyldig.

Lasning: Andregradslikningen oppfattes som et utsagn, der vi skal finne eventuelle x-verdier
som gjer utsagnet sant. Vi skal na utfare noen operasjoner som (under visse betingelser) gir
0ss ekvivalente utsagn, som er slik at vi direkte ser hvilke verdier av x som gjgr utsagnet sant.

ax’ +bx+c=0
§ dersoma=0

b ¢
X +—X+—=0
a a

{§ Multipliserer og dividerer andre ledd med 2

x2+2~£x+£:0
2a a

U Gjer klar til a bruke 1. kvadratsetning

; b c cC b\’ b\ ¢
X 4+2—X+— —+|— | =| — | ——
2a a a \2a 2a a

Legger til like mye pa
begge sider av likhetstegnet
{ Ordner venstre side, og finner fellesnevner for hgyre side

2 2
x2+2£x+(£j _b _cda

2a 2a) 4a® a-4a
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{ Bruker 1. kvadratsetning pa venstre side, og trekker sammen hgyre side
( b jz b? —4ac
X+— | =———
2a 43°

{ Forutsetter at hgyre side er et positivt tall, og trekker kvadratrota
b b® — 4ac b b® —4ac
X+—= — |V X+—=- >
2a 4a 2a 4a

_X__£+x/b2—4ac]\{x_ b b’ —4ac}
2a 2a

Dermed ser vi at:

2a 2a

—b ++/b* - 4ac

2a

ax’ +bx+c=0 < x=

forutsatt at a = 0 og at b*> —4ac>0.

Legg merke til at vi hele veien i eksempel 4.5.3 ovenfor var ngye med & benytte ekvivalens-
symbolet § (eller <> ). Dette inneberer at alle x-verdier som gjgr at utsagnet pa en side av
ekvivalenssymbolet er sant, ogsa farer til at utsagnet pa den andre siden blir sant.

4.5.2. Bevis ved moteksempel.

Noen ganger ser det ut til at en regel gjelder, men vi klarer ikke a bevise regelen. Da kan det
lgnne seg a sjekke grundig om regelen virkelig gjelder. Dersom vi kan pavise et eksempel pa
at regelen ikke gjelder, har vi bevist (ved moteksempel) at regelen ikke gjelder generelt.

Eksempel 4.5.3: Undersgk om dette utsagnet stemmer:
“Dersom n er et primtall, er ogsa 2" —1 et primtall.”

Lasning: Du husker sikkert at et primtall er et tall som kun er delelig med 1 og med seg selv.
Vi setter noen enkle primtall inn i utsagnet:

n=1: 2"-1=2'-1=2-1=1 somer et primtall.
2" —1=2?-1=4-1=3 som er et primtall.
2" -1=2°-1=8-1=7 somer et primtall.
2" -1=2°-1=32-1=31 somer et primtall.
2" -1=2"-1=128-1=127 som er et primtall.
Sa langt ser alt vel og bra ut. Men se hva som skjer nar vi setter n =11 som er neste aktuelle
verdi av n:
2" —1=2"-1=2048-1=2047 =23-89.

Regelen gjelder altsa ikke for n=11. Da har vi ogsa vist at regelen ikke gjelder generelt.
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4.5.3. Kontrapositivt bevis.
Utsagnet i eksempel 4.5.3 kan skrives:
"neretprimtall = 2" -1 eretprimtall”.
Vi kommer ofte over slike utsagn av typen
P = Q.
Men vi vet allerede at
(p=a) = (@=0)
Nar vi skal bevise utsagn av typen p = q, er det noen ganger lettere & vise at a:> E som
kalles den kontrapositive formen av p = ¢ . Eksemplet nedenfor viser framgangsmaten:

Eksempel 4.5.4: La a og b vaere hele tall. Bevis pastanden:
"Dersom a+b>5,sderenten a>3 eller b>3".

Lasning: Vi definerer disse utsagnene:
p:a+b>5 q:a>3 r:b>3.
Vi skal altsa vise implikasjonen
p=(qvr).
Vi setter da opp disse ekvivalensene:
p=(qvr) = (qvr)=p = TqAT=D].
| den siste overgangen har vi brukt en av deMorgans lover. Men na er (husk at a og b er hele
tall):

p:a+b<4 g:a<2 r:b<2
Ognara<2ogb<2,mijoa+b<4,slikat
gAT=1p

opplagt ma vere sant. Dermed har vi bevist pastanden.

Dersom vi skal bruke kontrapositiv bevisteknikk for a vise ekvivalensen p < g, ma vi bevise
begge de to implikasjonene p = q og q = p. Eksemplet nedenfor viser teknikken:

Eksempel 4.5.5: Bevis pastanden:
La n veere et helt tall. Da gjelder:

neretpartall < n® eret partall .

Lasning: Jeg minner om at et partall inneholder 2 som faktor. Tallene 2, 4, 6, 8, ... er alle
partall. Generelt har vi at dersom n er et partall, ma det eksistere et helt tall a slik at n=2a.
Vapnet med denne kunnskapen gar vi i gang.

Farst skal jeg vise at:
neretpartall = n” eret partall.
Dette gjeres med direkte regning:
neretpartal < n=2a = n’=4a
Merk at vi har en implikasjon under veis i beviset.

? < n®eretpartall.
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S& ma jeg vise at:
n® eretpartall = neretpartall.
Her vil jeg benytte kontrapositiv teknikk. Jeg viser da at:
n er ikke et partall = n” er ikke et partall .
Nar n ikke er et partall, ma n vere et oddetall, d.v.s. at det ma finnes et helt tall b slik at

n=2b+1. Da far vi:
nerikkeetpartall < n=2b+1

= n2=(2b+1)° =4b>+4b+1=4b(b+1)+1
< n? erikke et partall

Na har jeg bevist begge implikasjonene, slik at jeg har bevist ekvivalensen
neretpartall < n®eretpartall .

Oppg.-. 4.4.7, Oppg. 4.4.8.

4.5.4. Bevis ved selvmotsigelse.

Denne teknikken minner litt om kontrapositiv bevisteknikk. Problemet gar na ut pa a vise at
en pastand p er sann. Men vi viser isteden at p er usann. Metoden illustreres med eksemplet

nedenfor. Resultatet var kjent allerede av greske matematikere flere hundre ar for Kristi
fadsel.

Eksempel 4.5.6: Vis at ~/2 er et irrasjonalt tall.

Lasning: Jeg minner om at et rasjonalt tall er et tall som kan skrives som en brgk der teller og
nevner er hele tall. Vi skal altsa vise at det ikke er mulig & skrive v/2 p& formen 1, dertogn
er hele tall.

Vi farer beviset slik: Vi antar at v/2 er et rasjonalt tall, d.v.s. at det fins hele, positive tall t og
n slik at

J2=1.

n
Videre forutsetter vi at broken + er forkortet s& mye som mulig, slik at t og n ikke har noen

felles faktorer. Da kan heller ikke
t t t?

nn n

ha noen felles faktorer. Men dersom +/2 = l, far vi ved kvadrering at
n

2 2
S P

Men dette innebaerer at t* er et partall. Vi har allerede i eksempel 4.5.5 vist at da ma ogsa t
selv vaere et partall, d.v.s. at det ma finnes et tall a slik at t = 2a. Na ngster vi opp:
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t?=2n" o (2a)’=2n> o 4a’=2n*> < 2a’=n’.
Dermed er ogsd n? et partall, slik at n blir et jamt tall. Men nar bade t og n mé veere partall,
strider dette mot forutsetningen om at broken + er forkortet s& mye som mulig. Vi har dermed
vist at antakelsen om at /2 er et rasjonalt tall ferer til en selvmotsigelse. Vi ma derfor sla fast
at v/2 ikke kan vzre et rasjonalt tall.

Oppg. 4.4.7.

4.6. Digital elektronikk.

Digital elektronikk gikk i utgangspunktet ut pa a lage kretser som slar lyspzarer, motorer,
releer osv. pa og av. | dag brukes digitale kretser pa en mengde ulike omrader, ikke minst
innen datateknologien. Innen digital elektronikk er det utviklet en egen terminologi meg egne
symboler som skiller seg fra terminologi og symbolbruk i matematisk logikk. Eksempler:

p A g kalles p AND g, og skrives p e q.
pv g kallesp OR g, og skrivesp + g.
—p kalles NOT p, og skrives p.

Nar elektro-ingenigrene tegner krets-skjemaer, har de tre ulike sett symboler & velge mellom:

e |EEE/ANSI-settet, som brukes i USA. De fleste databgker benytter dette settet.
e DIN-settet, som benyttes mest i Tyskland (og noen andre europeiske land).
e |EC-settet, som er det offisielle standard-settet, men som stort sett bare brukes i leerebgker.

De vanligste IEC-symbolene er:

A A A | A
e P a8 p2 | e X | ] 1pX
B B B B
AND OR NOT NAND NOR
X =AeB X =A+B X =A X =AeB X =A+B

NAND og NOR-kretsene er AND og OR-kretser med invertert utgang. De brukes mye fordi
bade AND, OR og NOT kan lages pa grunnlag av NAND eller NOR. Nedenfor ser du
hvordan NOT og OR kan lages av NAND-kretser:

A
A& o—

T>|

il
(EU' j>|
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Pa tilsvarende mate kan du lage NOT og AND av NOR (prgv!).
Du ser vel at det er en av deMorgans lover som benyttes i det siste eksemplet?

Logisk algebra (med bl.a. deMorgans lover) benyttes mye til & forenkle og bygge om krets-
skjemaer. Men dersom det er mange variabler (og det er det ofte i digital elektronikk) benyttes
gjerne andre metoder (f.eks. Karnaugh-diagram). Slike metoder skal vi ikke ta opp her.

4.7. EDB-programmering.

Mange programmerings-sprak har innebygd logiske variable, d.v.s. variable som kun kan ha
verdiene TRUE eller FALSE. Pascal er et slikt sprak. Her deklarerer vi logiske variable slik:

BOOLEAN positiv, negativ;
De to variablene positiv 0g negativ er na to logiske variable.
Logiske variabler kan gis en verdi f. eks. slik:
positiv = (x > 0);
Her blir positiv TRUE dersom variabelen x har en verdi stgrre enn null, FALSE ellers.
Vi kan bygge opp logiske strukturer med operatorene OR, AND og NOT. Eks.:
negativ := (NOT positiv) AND NOT(x = 0);
(men det kan gjagres mye enklere).

De vanligste lgkke-strukturene i Pascal er repeat-lgkka og whi le-lgkka. Dersom variabelen
ferdig er en logisk variabel, er disse lgkkestrukturene slik:

repeat while (NOT ferdig)
(instruksjoner) do (instruksjoner)
until ferdig;

Merk at lakke-betingelsen ma negeres (inverteres) nar du gar fra den ene lgkkestrukturen til
den andre.

Eksempel 4.7.1: Du skal sgke i en database. En logisk variabel funnet settes TRUE nar du
finner sgkeordet, og en logisk variabel data_slutt settes TRUE nar du har sgkt gjennom
hele databasen. Planlegg et lite program som utfarer et slikt sgk.

Lgsning: Du ma starte med a sette begge variablene FALSE:

funnet := FALSE;
data slutt := FALSE;

Ei repeat-lgkke som sgker inntil sgkeordet er funnet, eller til databasen er gjennomsgkt, blir
da slik:
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repeat
(sgk)
until (funnet OR data_slutt);

Ei ekvivalent whi 1e-lgkke blir slik:

while NOT (funnet OR data_slutt)
do (sgk);

whi le-lgkka kan ogsa utformes slik:

while ((NOT funnet) AND (NOT data_slutt))
do (sgk);

Du ser vel at du bruker en av deMorgans lover nar du gar fra den ene whi le-lgkka til den
andre?

En slav programmerer kan lett utforme whi le-lgkka slik:

while ((NOT funnet) OR (NOT data_slutt))
do (sgk);

Men dette blir veldig galt, fordi while-lgkka vil surre og ga sa lenge den sammensatte
betingelsen ((NOT funnet) OR (NOT data_slutt)) er TRUE, d.v.s. sa lenge minst en av
de to variablene NOT funnet 0g NOT data_slutt er TRUE. For a fa stoppet lgkka, ma bade
NOT funnet 0g NOT data_slutt vare FALSE, d.v.s. at bade funnet 0g data_slutt ma
vaere TRUE. Dette medfarer at dersom sgkeordet finnes, fortsetter programmet a sgke
gjennom databasen helt til slutten. Og dersom sgkeordet ikke finnes, vil programmet fortsette
sgket forbi enden av databasen. Hva som da skjer, er umulig a forutsi. Som regel vil
datamaskinen henge seg opp eller programmet vil krasje.

| praksis kommer du ofte ut for mer kompliserte logiske strukturer. Du innser sikkert at det da
kan lgnne seg a sjekke tankegangen din med en sannhetsverditabell eller ved a benytte reglene
for logisk algebra.

4.8. Mengdealgebra.

Dersom du skal jobbe mye med mengder, er det tungvint a tegne Venn-diagram hver gang du
skal undersgke sammenhenger mellom mengder. Venn-diagram er heller ikke seerlig nyttig
dersom du her mer enn tre mengder. Da er det greiere a benytte generelle regneregler som kan
bevises en gang for alle. Her er de viktigste reglene:

La A, B og C vaere tre mengder med samme grunnmengde U. Da gjelder:

ANnA=A
AUA=A
AND =0
Aud=A
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
Disse reglene kan bevises med Venn-diagram. De kan ogsa vises ved hjelp av regneregler for
logisk algebra.

Eksemplet nedenfor viser hva vi kan bruke mengdealgebra til:

Lasning: Vi starter med a skrive
AUBUC=AU(BUC).

Da blir
n(AUBUC)=n(Au(BuUC))=n(A)+n(BuC)-n(An(BuUC)).

Sa bruker du den grunnleggende telleregelen til & skrive
n(BuC)=n(B)+n(C)-n(BNC).

For & omforme n(An(BuwC)), benytter du at
An(BuC)=(AnB)U(ANC),

slik at
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n(An(BuC))=n((AnB)U(ANC)) |
=n(AnB)+n(AnC)-n((AnB)n(ANC))

Da gjenstar det bare a bruke mengdealgebraen til & innse at

(AnB)n(ANC)=ANnBNC.

Ved & samle tradene, far vi na at

n(AuBUC)=n(Au(BUC))=n(A)+n(BuUC)-n(An(BuC))

=n(A)+(n(B)+n(C)-n(BNC))
~(n(AnB)+n(AnC)-n(AnBNC))
n(A)+n(B)+n(C)-n(BNC)-n(AnB)-n(ANC)
+n(ANBNC)

4.9. Mer om lgsing av likninger.
La oss farst sla fast at:

En likning eller et system av likninger er egentlig et apent utsagn.

A Igse en likning eller et system av likninger gar ut pa & finne den eller de verdiene av
den eller de ukjente som gjgr utsagnet sant.

Samlingen av slike verdier kalles lasningsmengden.

Eksempel 4.9.1: Formuler disse likningene og likningssystemene som apne utsagn:

a)
b)

c)

d)

2x-1=3(x+2)

X—-y=4
X+2y=-1

X —4x=0

x> —xy=0
2X+y=3

Lasning: Benytter p som utsagnsvariabel i alle oppgavene.

a)
b)
c)

d)

p(x): 2x-1=3(x+2).
p(x,y): 3x—y=4 A x+2y=-1.
p(x): x> —4x=0.

p(x,y): X’ =xy=0 A 2x+y=3
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Hva er det egentlig vi gjgr nar vi lgser en likning:

Vi lgser en likning ved a omforme utsagnet til et ekvivalent utsagn som er sa enkelt at vi
direkte ser hvilke verdier av den eller de ukjente som gjer utsagnet sant.

Merk at vi hele tiden ma omforme til ekvivalente utsagn. Da kan vi benytte at:

Dersom to apne utsagn p og q er ekvivalente, har utsagnene samme lgsningsmengde.

Vapnet med denne kunnskapen gar vi i gang med a lgse likningene og likningssystemene i
eksempel 4.9.1:

Eksempel 4.9.2: Lgs likningene og likningssystemene i Eksempel 4.4.1.

Lasning:
a) p(x):2x-1=3(x+2)
§ Multipliserer ut parentesen
2X—-1=3x+6
§ Legger til like mye pa begge sider av likhetstegnet
2X—-1-3x+1=3x+6-3x+1
§ Trekker sammen

-X=7
§ Multipliserer med —1 pa begge sider av likhetstegnet
q(x):x=-7

Vi har veert ngye med a sikre oss at vi hele tiden har ekvivalenser. Vi ser direkte at
lasningsmengden til q(x) er L, ={-7}.Daerogsa L, ={-7}.

b) p(xy):3x-y=4 A x+2y=-1
§ Multipliserer utsagnet til venstre med 2
6Xx—-2y=8 A x+2y=-1
Legger til like mye pa begge sider av
g likhetstegnet i utsagnene
6X—-2y+X+2y=8-1 A X+2y—-x=-1-X
§ Trekker sammen
IX=7 A 2y=-1-X
{ Deler venstre likning pa 7, og setter inn i hgyre likning
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§ Trekker sammen
X=7 A 2y=-1-X
{0 Deler venstre likning pa 7, og setter inn i hgyre likning
x=1 A 2y=-1-1=-2
§ Deler hgyre likning pa 2
q(x,y): x=1 A y=-1
Siden vi hele veien har ekvivalenser, blir L, =L, ={(1,-1)}.

Legg merke til at vi har kun en lgsning, som bestar av tallparet x=1 A y=-1.

€)  p(x):x*—4x=0

{§ Faktoriserer ut x

(x—4)x=0

§ Nar et produkt er lik null, ma en av faktorene veere lik null

Xx-4=0 v x=0

§ Legger til like mye pa begge sider av venstre likning

X-4+4=0+4 v x=0

§ Trekker sammen

q(x): x=4 v x=0
Siden vi hele veien har ekvivalenser, blir L, =L, = {0,4}.
d) p(xy):xX°-xy=0 A 2x+y=3
{ Faktoriserer ut x i utsagnet til venstre
X(x-y)=0 A 2x+y=3
{0 Nar et produkt er lik null, er en av faktorene lik null
(x=0vx=y) A 2x+y=3
{ Bruker en regel fra logisk algebra
(x=0A2x+y=3) v (x=ya2x+y=3)
{ Erstatter x med henholdsvis 0 og y
(x=0A2:-0+y=3) v (x=yA2y+y=3)
§ Trekker sammen
(x=0Ay=3) v (x=ya3y=3)
§ Ordner
q(xy): (x=0Ay=3) v (x=yay=1)
Siden vi hele veien har ekvivalenser, blir L, =L, ={(0,3),(11)} .

Vi far altsa to lgsninger, som hver inneholder et tallpar.
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| disse eksemplene har vi veert pinlig ngye med a fare lgsningene slik at vi er sikre pa at vi har
ekvivalenser hele veien. | praksis gjer vi det mindre formelt. Vi benytter da regneteknikker
som sikrer at vi har ekvivalenser, selv om vi ikke sier det uttrykkelig hver gang. Et eksempel
pa en slik regneteknikk er at nar vi har en likning, flytter vi ofte ledd over pa andre siden av
likhetstegnet med motsatt fortegn. Det vi egentlig gjer, er at vi trekker fra eller legger til like
mye pa begge sider av likhetstegnet.

Hva skjer dersom vi et eller annet sted i vare omforminger har en implikasjon istedenfor en
ekvivalens? Da ma vi benytte regelen nedenfor:

La L, og L, veere lgsningsmengdene til de to dpne utsagnene p og g. Da gjelder:
Dersom p=q,saer L cL,.

Dette betyr at Lq kan inneholde elementer som ikke er med i L,, d.v.s. at vi kan fa “falske"
lasninger.

Noen ganger benytter vi omforminger som farer til at p <= q. Dette betyrat L, o L, slik at
vi risikerer & miste lgsninger.

Eksempel 4.9.3: Hva er galt med disse forsgkene pa a lgse en likning?
a) Vi lgser likningen
p(x):x*=3x=0
slik:

forkorter

x*-3x=0 < x(x-3)=0 < x-3=0 < x=3

b) Vi lgser likningen

p(x):Vx+2=x
slik:

kvadrerer

X+2=X < x4+2=%X> < x*—x-2=0

foi;mel - _(—1)i\/(—1)2 —4.1.(=2) _1i\/§ _1+£3
2 2 2

Lasning:
a) Vi kan ikke uten videre forkorte bort en faktor som inneholder en ukjent stgrrelse, fordi
vi da risikerer a dividere pa null. Korrekt lgsning er altsa

x*-3x=0 < x(x-3)=0 < x=0vx-3=0 < x=0vx=3.
Slik regningen er utfart i eksemplet, ville det veert formelt korrekt a sette

x*-3x=0 < x(x-3)=0 < x-3=0 < x=3.
Dersom vi na definerer q(x):x =3, vil implikasjonen midt inne i utregningen farer til at
L, = L,, noe vi ser stemmer.
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b) Vi har ikke ekvivalens nar vi kvadrerer. Vi burde fart lgsningen slik:
IX+2=x = x+2=x> < x*—x—2=0 0sv...
Hvis vi definerer
q(x):x*—x-2=0
blir L, = L, . Og dette stemmer, fordi L, ={-1, 2} mens L, ={2}. Ved innsetting ser du
at ndr du setter inn x =-1i p(x) far du feil fortegn (prov!).

8.1. Tallet e

Du har sikkert stusset over den rare definisjonen av tallet e som er grunntall i det naturlige
logaritmesystemet. Her skal jeg prgve a gi en (av mange) begrunnelser for at dette tallet er
viktig.

Anta at du har satt et belgp K, inn i en bank som gir p prosent rente pr ar. Det vil si at etter ett
ar er innskuddet vokst til
K, = Ko + Ko - 15 = Ko (1+ 25 ).

La oss for enkelhets skyld sette >~ =r, slik at
K, =K, (1+T).

Na far du den lure ideen at du vil ta ut innskuddet med renter etter et halvt ar, og med en gang
sette dette belﬂpet med renter inn i banken igjen. Det belgpet du kan ta ut etter et halvt ar, er

Ko+ Ky 2155 =K, (1+1%).
Nar dette belgpet forrentes det neste halve aret, sitter du igjen med et innskudd pa

r r r 2
(Ko(1+5))(1+5) =Ko (1+5) .
Som den flinke matematiker du er, oppdager du straks at
(1+5) =1+2-L+(5) =1+r+o,
slik at du tjener et belgp pa K, % pa a ta ut innskuddet og sette det direkte inn igjen etter et
halvt ar.

Na far du blod pa tann. Hva skjer dersom du tar ut og setter inn belgpet n ganger (med renter)
i lopet av ett ar? Tilsvarende resonnement som ovenfor viser at da vil belgpet vokse til

Ko(1+5)".
En kombinasjon av gradighet og interesse for matematikk farer til at du vil se hva som skjer
nar n — oo . Da far du

lim K, (1+£)" =K, - lim(1+£)".

N& innfarer vi

Videre ser du at ndr n — o vil 0gsd x — oo. Da blir
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((1+§)*)r .

imK, (1+£)" =K, - lim(1+£)" = Ky - lim(1+ )" = K, - lim

n—oo n—oo X—0 X—>00

Men Iim(1+§)X er jo nettopp lik tallet e, slik at
limK, (1+£)" =K, -e".

n—oo

Na vil du sikkert innvende at det er umulig a ta ut og sette inn et belgp uendelig mange ganger
i lopet av ett ar. Men i naturen skjer det mange slike kontinuerlige "forrentninger”. For
eksempel kan veksten av en bakteriekoloni betraktes som en slik kontinuerlig ”forrentning”
av den opprinnelige kolonien.

9.6. Setninger for trekantberegninger.

Vi skal na bevise sinus-setningen, cosinus-setningene og arealsetningen. Vi bruker da
figuren nedenfor, der hjelpelinja h star vinkelrett pa AC mens hjelpelinja y star vinkelrett pa
forlengelsen av AB. Merk at to av vinklene er mindre enn 90°, mens den tredje er stgrre enn

90°.

A

Vi starter med & merke oss at

sinA:E < h=csinA

C
og at
sinC:E < h=asinC.
a
Vi setter disse to uttrykkene for h lik hverandre, og far
csinA=asinC < ﬂ=£
a C
Videre ser vi at
sinAz% < y=DbsinA

og at
sin(180'=B) =Y <« y=asin(180'—B)=asinB.
a

Vi setter disse to uttrykkene for y lik hverandre, og far
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bsinA=asinB < ﬂ=m
a b

Ved a sette disse to resultatene sammen, far vi sinusproporsjonen. Merk at setningen gjelder
uavhengig av om vinklene er stgrre enn eller mindre enn 90°.

Sa gar vi lgs pa cosinus-setningene. Ved hjelp av Pytagoras far vi at
b2 =(c+x)" +y2 =(c? +2cx + x?) + y? = c? + 2cx + (X2 + y?)
—c2+2cx+a?=c? +2c(acos(180° — B)) + a?
=c” +2ca(-cosB)+a”=a”+c* —2accosB

Under veis har vi benyttet at

c0s(180° —B) =X « x=acos(180°—B)=a(-cosB).
a

Vi ser altsa at setningen stemmer nar vinkelen er starre enn 90°. Na skal vi vise at setningen
ogsa stemmer for en vinkel som er mindre enn 90°. P& ny benytter vi Pytagoras, og setter opp:

c2=h?+(b—2)" =h?+(b? —2bz + 22) = (h? + 22) + b? — 2bz
=a’+b’-2bz=a’+b*-2b(acosC) =a* +b* - 2abcosC
Setningen stemmer altsa ogsa for en vinkel som er mindre enn 90°.

Den siste versjonen av setningen er falger direkte ved & bytte om bokstavene pa hjgrnene A
og C, og pa sidene a og c.

Til slutt skal vi vise formelen for arealet av en trekant. Vi ser at arealet blir
F=1c-y=1c-asin(180°-B)=1c-asinB

eller at arealet blir
F=3b-h=3b-csinA.

De andre to versjonene av setningen far vi pa tilsvarende mate.
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12. Oppgaver.

12.1. Smaoppgaver fra teksten.

Du finner lgsningsforslag pa oppgavene ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1.1.1
Trekk sammen disse uttrykkene:

a) (a-2b)(2a-(a-b))
b) 3a-(a-h)(2a+h)—(b*+ab)

) (2x-3y)(3-2(x+2y))—(x- y)2

Oppgave 1.2.1

| uttrykkene nedenfor skal du sette inn a =—2 og b=—3, og regne ut:
a) 3-a’+4b-1

b) a-2°-(2a*+4)b-1

Oppgave 1.3.1
Regn ut disse uttrykkene ved hjelp av kvadratsetningene:

a) (2x—3y)2

b) (x—4y)(4y+x)

c) (
(

d)

2
X+Yy+12)
a+b)2 —(a—b)2

Oppgave 1.4.1
Faktoriser disse uttrykkene:

a) Xy-—2x’y?

b) 2a’b+4ab® + 2b°
c) 9x’y-16xy’

d x*'-16

Oppgave 1.4.2
Faktoriser disse uttrykkene:
a) 2ab-a-8b+4

b) x®—4x*+x-4

) xX*-4x*-—x+4

d x*+2x*-4x-8
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Oppgave 2.1.1
Forkort disse brgkene:

X —4
a)
2X+4
3 py?
b) X 26x +9x
X —3X

Oppgave 2.2.1
Trekk sammen disse brakene, og firkort om mulig:

2) 2_a—2b a
a+b a-b
b) g_3+2x+1_ >§—3
X Xx-1 X" =X
X 3 x-1
C) - +
X—2 2X—-4 x®-2x
d) 3x—y_2_£+ X—Yy

X+Yy X X +Xy

Oppagave 2.3.1
Skriv disse brgkene enklere:

X_l
a X
) 1-x
o_ 3
b) X+1
2x—-1
x-4 1
c) 2X x-1
X
x-1

Oppgave 2.3.2
Trekk sammen brakene nedenfor. Hint: Det kan lgnne seg a forenkle hver "hovedbrgk" for
seg far du trekker sammen.

2X
X;Z_i
2) x+1 x+1
X
1- 21 2X

X +
b) X +x+1
x—1 2
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12, 1
X+1 X X+1
9 7 X +1
- +1 I
X 2

Oppgave 3.1.1
Finn x av disse likningene:

a) 2ax—6a+x=(a+2)x

b) 3(x-2)+1=%1

0 x—2a a+2x _3(x-1)
3 6 2

Oppgave 3.1.2
Finn x av disse likningene:
1-x

a) 2—-——=4
X+2
b) a+2x—2X+1:2x+1
a+3 a-1

Oppgave 3.1.3
a) Nar en partikkel A med massen m, og fart u, kolliderer rettlinjet med en annen

partikkel B som har masse m,; og som ligger i ro, er partiklenes fart v, og v, etter
kollisjonen gitt ved

MU, =MV, + MgV
Finn m, uttrykt ved de andre starrelsene.

b) Dersom resistansen i en motstand er R, nar temperaturen er T,, og motstandens
temperaturkoeffisient er «, er resistansen R ved temperaturen T gitt ved
R=R,(1+a(T-T,)).
Finn T uttrykt ved de andre starrelsene.

Oppgave 3.2.1
Finn x av disse likningene:

a) 2x°+4=06x

b) x*-4x=0

c) x'-5x*+4=0
d x*+3x*-x-3=0
e) x*-x-a’-a=0

Oppgave 3.3.1
Forkort disse brakene (om ngdvendig etter farst a ha lgst passe likninger):
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X* +2x-3
Q) 00
X®—3x+2
b) 2x* —3x+1
x* -1
0 x* —ax—2a’
x* —3ax + 2a’
d) XX —x?—4x+4
X2 +X—2

Oppgave 3.4.1
Las likningssystemene nedenfor.

a) x-4y=11
3x+2y=5

b) 2x+5y=1
5x -3y =-13

Oppgave 3.5.1
Las likningssystemene nedenfor.

8 x-y?’=0

2x+y=1
b) 4xy—y?*=0
OX*+y*=25

Oppagave 3.6.1
Lgs disse ulikhetene:

a) (2x—-1)—(x+3)<3(x+2)
b) x-1_2x+3 >2(x+%}

Oppagave 3.6.2
Lgs disse ulikhetene:

a) x°—4>3x
b) x*-4x<x*-4

0 2 _1<2
x-1 X

d) 2x—4 B 1 <1 2X
X°=—x-2 x+1 X—2
4x -2

e <1

) x? +1

Bjarn

Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper.

Bruk gjerne flere metoder.
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Oppgave 4.1.1

Avgjer hvilke av formuleringene nedenfor som er utsagn, hvilke som er apne utsagn og hvilke
som ikke er utsagn:

a) 2 eretnegativt tall.

b) Hvor er jeg?

c) De er ikke gift.

d) Han har veert norgesmester.

e) 289 41 eretprimtall.

f) Melk er godt.

g) Melker sunt.

Oppgave 4.1.2
Hva er negasjonen til disse utsagnene:

a) x=5.
b) ax>1.
c) O0<x<1.

Oppgave 4.1.3

Vi har disse utsagnene:

p: "Jeg far studielan".

g: "Jeg vinner minst 10 000 kroner i tipping".
Formuler med ord disse sammensatte utsagnene:
a) pvq

b) png

) (pva)

d) (pnq)

Oppgave 4.1.4

Setningene nedenfor kan oppfattes som konjunksjoner eller disjunksjoner mellom to utsagn.
Definer utsagnene, og sett opp den logiske strukturen.

a) Jeg har Kklippet plenen og raket den.

b) 0<x<5

c) Dukan ikke fa bade i pose og sekk.

Oppgave 4.1.5
Vis ved hjelp av sannhetsverditabell at deMorgans lover stemmer:

Oppgave 4.2.1
Skriv mengdene nedenfor pa listeform:

a) A={xeN|x* <10}.
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b) B={xeZ|x <10}.
c) C={XEN|X3—9X=O}.
Oppgave 4.2.2
La grunnmengden vare

U ={01,2,34,56}.
Definer disse mengdene:

A={1,35}.

B= {0,1,2,3} :

C={1,2,4,6}.
a) Skriv disse mengdene pa listeform:

A°, B®, AUB, B-C, ANBNC, (C-B)".
b) Avgjer om utsagnene nedenfor er sanne eller usanne:

(AnB)cC, (A-B)cC°C.
Oppgave 4.2.3

Bruk Venn-diagram til & vise at
A°UB® =(AnB)".

Oppgave 4.2.4

50 studenter blir spurt hva de gjgr mens de spiser frokost. 30 svarer at de ser Frokost-TV pa
NRK, 15 ser God Morgen Norge pa TV2, mens 10 lytter pa radio. 5 av de som ser Frokost-
TV pa NRK lytter ogsa pa radio, mens 3 av de som ser God Morgen Norge pa TV2 ogsa lytter
pa radio. Ingen ser bade Frokost-TV og God Morgen Norge.

La N veere mengden av studenter som ser Frokost-TV pa NRK, T er mengden av studenter
som ser God Morgen Norge pa TV2, mens R er mengden av studenter som lytter pa radio.
a) Lag et Venn-diagram over situasjonen.

b) Hvor mange av studentene ser verken pa TV eller lytter pa radio?

Oppgave 4.3.1
Du husker sikkert at en geometrisk rekke er definert ved at hvert ledd er lik leddet foran
multiplisert med et fast tall k. For eksempel er de 5 farste leddene i en geometrisk rekke der
farste ledd er lik 3 og k = 2 slik:

3+6+12+24+48

Generelt er de n fgrste leddene i en geometrisk rekke der farste ledd er a, slik:

a,+a,-k+a,-k*+a,-k>+--+a, k"™
Vis ved hjelp av induksjon at summen av disse n leddene er
k" -1

ao-k foralle neN.
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Oppgave 4.3.2
Vis at n® —n er delelig med 3 for alle hele tall n>2.

Oppgave 4.3.3
Du har n forskjellige punkter i et plan. Vis ved hjelp av induksjon at disse punktene kan
forbindes med

n(n-1)

2
forskjellige rette linjer.

Oppgave 4.4.1
Bruk sannhetsverditabell til & vise:

a) pv(pAg)=Pvq
b) pA(pvag)=pag
c) pv(pag) = pa(pva) = p

Oppgave 4.4.2
Vis ved hjelp av sannhetsverditabell at

pva = (pva)a(p~aq).

Oppgave 4.4.3
Vis ved hjelp av en sannhetsverditabell at

pP=9q = g=p.

Oppgave 4.4.4
Sett opp sannhetsverditabellene for de logiske strukturene nedenfor.
Er noen av dem tautologier?

a)  p=>(pnrq)

by (prg)=p

o0 (p=a)=>(=p)
d  palp=a)=q

Oppgave 4.4.5

Vi har disse utsagnene:
p: Sola skinner pa Mallorca.
q: Per reiser til Mallorca.
r: Per blir solbrent.

a) Skriv uttrykt ved p og q:
"Huvis sola skinner pa Mallorca, sa reiser Per til Mallorca".
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b) Hva er den kontrapositive formen til a)?
Formuler resultatet med ord.

c) Hva blir negasjonen til strukturen i a)?
Bruk bl.a. resultatet i eksempel 4.1. og en av deMorgans lover til & vise at negasjonen til
utsagnet i a) kan formuleres slik:
”Sola skinner pa Mallorca, og Per reiser ikke til Mallorca.”

d) Uttrykk med ord: (pAg)=r.

e) Hva blir negasjonen til strukturen i d)? Formuler resultatet med ord.
Bruk bl.a. en av deMorgans lover til & vise at negasjonen til utsagnet i a) kan formuleres
slik:
Sola skinner pa Mallorca, og Per reiser til Mallorca, og Per blir ikke solbrent.”

Oppgave 4.4.6
Skriv de logiske strukturene nedenfor enklere ved hjelp av logisk algebra. Kontroller svarene
ved a sette opp sannhetsverditabeller.

a)  pa(pviprq)
b) qaA(paq)
C) Uipvqi/\rivq)

Oppogave 4.4.7
La m og n veere to hele tall.:
a) Bevis pastanden:
Bade mog neroddetall = m+n er partall.
b) Kan vi erstatte implikasjonspila i oppgave a) ovenfor med en ekvivalenspil?
c) Bevis pastanden:
Bade mog neroddetall <> m-n eretoddetall.

Oppgave 4.4.8
Vis at:
Dersom c er et oddetall, kan likningen
X*+X=¢C
kun ha partall som lgsninger.

Oppgave 5.1.1
Utfar disse polynomdivisjonene.

a) (x3—4x2+3x—6):(x+2)
b) (3x4+x2—2x—1):(x2+3)
c) (x4+2x3+x—6):(2x2—x+1)
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Oppgave 5.2.1
a) Visat (x*—4x*+x+6) er delelig med x -2, og forkort deretter braken

XX —4X* +X+6
x> -9 '

b) Forkort brgken
x> +4x*+x—6
X2 —4x+3

Oppgave 6.2.1
Delbrgkoppspalt disse brakene:

2) X+5
x>+ X—2
X+18
b
) X(x—2)(x+3)
—2x?+14
c)

(x+1)(x—2)(x—3)

Oppgave 6.3.1
Delbrgkoppspalt disse brakene:

~X* +4x+3

S I
X + X

2X2 +9X+7
b) —

(x=1)(x+2)

—X* +9x -2
c)

(x—3)(x+1)2

Oppgave 6.4.1
Bruk "tildekkingsmetoden” til a delbrgkoppspalte de samme brgkene som i oppgave 2.1:

2) X+5
X>+X—2
X+18
b
) X(x—2)(x+3)
—2x* +14
c)

(x+1)(x—2)(x-3)

Oppgave 6.5.1
Delbrgkoppspalt brakene nedenfor:

3x* -4
a) 3 .
X7 +4X
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2x* =X +5
b) -
(x* +1)(x-1)
3x* —5x -1
c)

(x—2)(x2 —4x+5)'

Oppgave 6.6.1
Finn koeffisienter A, A,, B, og B, slik at braken

“2x% + x+1
(x2+1)2
omformes til
Ax+B, AX+B,
2 + 2"
X+1 0 (x*+1)

Oppgave 7.1.1
Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:

8y (3x) (Zj

y ey

(<y)

Oppgave 7.2.1
Vis at:

Oppgave 7.2.2
Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:

i
K (%] '(Esz §

b)
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Oppgave 7.3.1
Hva er:

a) 327
b) 416
c) I-125

d 3

e) /243

Oppgave 7.3.2
Skriv disse rotuttrykkene sa enkelt som mulig ved a sette mest mulig utenfor rottegnet:

a) <81
b) 27x°

C) 4| ——

d)  ¥-32x°

Oppgave 7.4.1
Skriv disse uttrykkene enklere:

a)

b)

c)

d)
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Oppgave 7.5.1
Trekk sammen uttrykkene nedenfor:

a) (Vx+1)(Vx-1)-(Vx-2)Vx
D) (Vx+2Jy) +(2vx-y)
0 2456 T) (S -7) 5 245

Oppgave 7.5.2
Trekk sammen brgkene nedenfor:

a) Jx +1+\/;
1-vx  Jx

(x—2)Vx

) R

9 (1-vx)" x+1
1+ Jx

Oppgave 7.5.3
Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:

a) JAxly-x°
c

b) X% —4xy®
X% = 2xy

) i+2+x
X

Oppgave 7.5.4
Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:

4% — x
a)
2x+1
2y, 9y3
b) X7y = 2X
}yZ _4X2
2

X+ 2xy
K X' —4x?y®
y
Q) x\/3x2y+6xy2 +3y°
xy® — x°y

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.

Side 122



Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 123

Oppgave 7.5.5
Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:

ﬁf

X Jx-1

W1 s

0 X _x/x —2X
VX2 = 2x X

b)

Oppgave 8.1.1
Finn disse logaritmene ut fra definisjonen av logaritmer:

a) log,,10.
b) log, (3).
c) log 125.

d) log, (%j

Oppgave 8.2.1
Vis at disse omformingene er riktige:

a) log,(8x*)=3(1+log,X).
10 1 3
X 2 2
c) In(x2—4)—In(x+2):ln(x—2).

d) In(3Ve)=Mn3+1.

b) logy, 10g,, X

Oppgave 8.3.1
Vis at

1
log,u=——-"Inu.
Ina

Oppgave 8.3.2
I denne oppgaven forutsetter jeg at du har en kalkulator som kan beregne naturlige logaritmer.
a) Finn log,,861.

b) Finn log,, 2.44, og benytt resultatet til & beregne log, 2.44.
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Oppgave 9.1.1

B Vi har den rettvinklede trekanten ABC til
venstre, der C er den rette vinkelen.
¢ a
A 5 C
a) | trekanten ABC ersiden ¢=0.14m 0g Z4 =38.6". Finn de andre sidene og vinkel /B.
b) | trekanten ABC er siden »=0.84m 0g B =53.1°. Finn de andre sidene og vinkel /4
c)

| trekanten ABC er siden a=0.84m 0g /B =28.4". Finn de andre sidene og vinkel /4.

Oppagave 9.1.2
a)

Du har funnet et fint tre, og vil gjerne vite hvor hgyt det er. Du plasserer derfor din venn
Petter (som er 1.84 m hgy) ved siden av treet, og finner at vinkelen mellom bakken og

siktelinja til toppen av Petters hode er 9.3°. Den tilsvarende vinkelen til treets topp er 33.7°.
Vi antar at bakken horisontal. Hvor hgyt er treet?

b)

Na klatrer Petter opp i et tarn som
vist pa figuren. Du maler de tre
vinklene som er vist pa figuren. Vi
antar fremdeles at bakken er
horisontal. Hvor hgyt er tarnet?

L AR

T,
X 3

2
e

Voo
RXX

Pav,
g
Y
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Oppgave 9.2.1

I denne oppgaven skal vi forutsette at ~£A ligger mellom 0° og 90°.
a) Finn sin A og tan A nar du vet at cos A= 0.6 uten a finne ZA farst.
b) Finn sin A og cos A nar du vet at tan A= 2 uten a finne ZA farst.

c) Finn cosA og tan A nér du vet at sin A=$+/7 uten & finne ZA farst.

Oppgave 9.5.1
Bestem:

a) arcsin (%\/5 )
b)  arccos(0)

c) arctan (0)
d  arccos(-3)
e) arcsin(—1)

f) arctan(—/3)

Oppgave 9.6.1
| oppgavene nedenfor er a, b og ¢ motstaende sider til hjgrnene A, B og C.

a) |trekanten ABC er Z/A=50.2°, /B =71.6", og siden ¢ =7.00. Finn de ukjente sidene i
trekanten.

b) Itrekanten ABC er Z/A=50.8", siden a=5.58, og siden ¢ =7.00. Finn siden b og de
ukjente vinklene i trekanten.

Oppgave 9.6.2
| disse oppgavene a, b og ¢ motstaende sider til hjgrnene A, B og C i trekanten ABC.

a) |trekanten ABC ersiden a=5.00, ¢=6.00 og B =126.9". Bestem siden b og de
ukjente vinklene.

b) | trekanten ABC er siden a=5.62, b=3.80 og ¢ =7.00. Bestem vinklene i trekanten.
Oppgave 9.6.3

a) len firkant ABCD er sidene AB=63.0, BC=60.8, CD=51.0 og AD =36.1. Dessuten
er diagonalen BD =64.0. Finn arealet av trekanten.

b) Figuren nedenfor viser malene til ei tomt. Pa grunn av huset som star pa tomta, er det
ikke mulig & male diagonalene. Du merker derfor av punktet P, og maler avstandene AP
og BP. Bruk de oppgitte malene til & finne arealet av tomta.
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Oppgave 10.3.1
Nedenfor til venstre finner du to vektorer u og v. Konstruer disse vektorene:
a) 2u+v

/uv \/ b) v-u

Oppagave 10.4.1

Til venstre finner du to retninger gitt ved linjene |, og |,,
samt to vektorer u og v. Dekomponer u og v langs |, og |,.

A

Oppgave 10.5.1
Vi har gitt to vektorer u = i+ 2] og V= —3i—j :

a) Regnut 2u-3v.
b) Tegn inn u og v i et koordinatsystem, og bruk figuren til & kontrollere resultatet fra a).

Oppgave 10.5.2
Finn koordinatene til u—2v nar u har lengde 2 og danner en vinkel &, =30° med positiv x-

akse, mens v har lengde 3 og danner en vinkel 8, =240° med positiv x-akse.

Oppgave 10.6.1
Finn |u[, |v|, u-v og vinkelen mellom u og v nér:

a) u=[23], v=[-1-1] b) u=[-113], v=[-321].
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Oppgave 10.6.2
Bestem a slik at disse vektorene star vinkelrett pa hverandre:

a) [2.1] og [-1, a].
b) [a 1] og [-1, 2a°].
c) [a —a 1] og[2a,1, —1].

Oppgave 10.6.3
a) Finn en vektor i xy-planet med lengde 5 som star vinkelrett pa vektoren [2, 1] .

b) Finn en vektor xy-planet med lengde 4 som star vinkelrett pa vektoren [1, —1].

Oppagave 10.7.1

Finn v, x v, nar:

a) vlzi—j 0g vzzf+j.
b) v1:3?+4] 0g V2=|2.
Ilustrer lgsningene med en figur.

Oppgave 10.7.2
Finn en enhetsvektor som star vinkelrett pa bade U og V nar:

a) u=[1-2,0]o0gv=[31-1].
b) u=[0,21] og v=[-13, 2].
c) u=[12-1]ogv=[0,23].

12.2. Lgsninger pa smaoppgaver.

Oppgave 1.1.1

a)
(a—2b)(2a—(a-b))=(a—2b)(2a-a+b)

=(a—2b)(a+h)
=a(a+h)-2b(a+b)
=a’ +ab - 2ab - 2b?
=a’ —ab - 2b?
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b)
3a—(a—h)(2a+b)-(b*+ab)=3a—(a(2a+b)-b(2a+hb))-b*-ab
:3a—[2a2+ab—2ab—b2J—b2—ab
=-ab
=3a-2a*+ab+b*-b*—ab
=3a-2a’
9

(2x-3y)(3-2(x+2y))—(x- y)’ :(2x—3y)(3—2x—4y)—(x2 —2xy + yZ)
=2xX(3-2x—4y)-3y(3-2x—4y)—x* +2xy - y*
=6X —4xX* —8xy — 9y +6xy +12y* — X* + 2xy — y?
=-5x* +6x+11y* -9y

Oppgave 1.2.1
Setter inn a=-2 og b=-%, og far:

8 3-a’+4b-1=3-(-2)"+4(-1)-1=3-4-2-1=4.

b)) a-2-(2a2+4)b-1=(-2)-2° - (2(-2)" +4)(-4) -1
=—2-8-(2-4+4)(-1)-1
=-10-12(-%)-1=-10+6-1=-5

Oppgave 1.3.1
8 (2x-3y) =(2x)" —2.2x-3y +(3y)’ = 4x* —12xy +9y°.

P) (x-ay)(4y +x)=(x-4y)(x+4y) =x* - (dy)' =X’ ~16y°

©) (x+y+2) =((x+y)+ z)2=(x+ y) +2(x+y)z+2°
= X2+ 2Xy + Y +2X2+2yz+ 7°

= X2+ Y+ 27+ 2Xy +2X2 + 2z

d) (a+b)’ —(a-b)’ :(a2+2ab+b2)—(a2—2ab+b2)
:a2+2ab+b2—a2+2ab—b2:Lm

Eller: Vi kan ogsa oppfatte oppgaven som en differens
mellom to ledd, og bruke 3. kvadratsetning:

(a+b)’ - (a-b)’ =((a+b)-(a-b))((a+b)+(a-b))

- (20)(2a) = 4ab
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Oppgave 1.4.1
a) X’y —2xy? = x*y(x—2y).

2

b)  2a+4ab® + 2b° = 2b(a® + 2ab+b?) = 2b(a +b)’.

c) 9x’y —16xy° = xy(9x2 —16y2) = xy((3x)2 —(4y)2) =xy(3x+4y)(3x-4y).
d v _16 :(xz)2 4 = (x2 +4)(x2 —4) :(x2 +4)(x2 —22) :(x2 +4)(x+ 2)(x-2)

Oppgave 1.4.2

a) 2ab—a-8h+4= 2b-1)-4(2b-1)=(2b-1)(a—4)

(x— 4)(x2+1).

+
><
.|>

~
I

( )
b) x3—4x2+x—4:(x3—4x2)+

( )

( 2

d) x3+2x2—4x—8:(x3+ xz)— 4x+8)=x*(x+2)—4(x+2)
=(x+2)(x2—4):(x+2)((x+2)(x—2))
=(x+2)2(x—2)

Oppgave 2.1.1
) xt—4  (x+7)(x-2) x_2

2x+4 2(x+7) 2
x3—6x2+9x_X(X2—6X+9) X(x- )\Z\

b = -3.
) x® —3x x(x—3) /)(N —
Oppgave 2.2.1
a) Bruker (a+b)(a—b) som fellesnevner.
_a-2b  a :2_(a+b)(a—b)_a—2b_a—b+ a_ a+b

a+b a-b  (a+b)(a-b) a+b a-b a-b a+b
2(a’-b*)—-(a-2b)(a—b)+a(a+b)
(a+b)(a-b)
a’-2b” - (a* —ab - 2ab+2b”) +a” +ab
(a+b)(a-b)
_2a° +4ab—4b?
(a+b)(a—b)
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b) Serat
x> —x=x(x-1)
som ogsa blir fellesnevner. Da blir

2 2x+1 x-83 2 x-1 _ x*-x 2x+1 x x-3

——3+ > =— 3-— + =
X x-1 x-x x x-1 X=X x-1 x X" =X
2(x-1)-3(x* —x)+(2x+1)x—(x-3)
- X® =X
C2X—2-3 43X+ 2X* + X—X+3
- X2 — X
X2 45x+1
X=X
c) Faktoriserer:
2x—4=2(x-2)
x> —2x=x(x-2)
Fellesnevner:
2x(x—2).
Da blir

X 3 Xx-1 X 2X 3 X Xx-1
_ + > — —_—
X—2 2x—-4 x*-2x x-2 2x 2(x-2) x x(x-2)
C2xP-3x+2x-2 22X —x-2

2x(x—2) 2x(x—2)

NN

d) Serat
X* 4+ Xy =X(X+Y)
som ogsa blir fellesnevner. Da blir

3X—-y 1+ X—y :3x—yl_ .x2+xy_£x+y+ X—y

—2-= 2 2 2 2
X+Yy X X 4+Xy X+Yy X XP4+xy X X+y X +Xxy
XXy - 2K —2Xy —X— Y+ X—Y
- X2 + Xy
_X2-3xy -2y
X +xy

Oppgave 2.3.1

R P ae |
1—x_(1—x)-x_x—x2_ _XN X

3 3 3
- 2——— 1) 2 1)-——
b) 2 X+1_( X+1j(x+ )_ (X+) )(/‘F/IM_ 2X+2-3 2x -1

2x -1 (2x-1)(x+1) - (2x-1)(x+1) T 2x—x-1 2 +x-1
som kan forkortes videre til
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1

X+1'
fordi 2x* + x—1=(2x-1)(x+1).

) x-4 1 (x—4 1) X—4 1
L X222 Jox(x-1) X2Taf(x-1 2
T + X(X )_ P 2% (X )+X\~L XN

X X ) %

1 (MJZXM
(x=4)(x=1)+2x x> —x—4x+4+2x x> -3x+4

2% - 2% S

Oppgave 2.3.2
a) 2X 2X

x—2 3 X2 X2 3 X 2X 3 x-2
X—2

x+1 X (x+1)(x—2)_x+1'x—2

2x-3x(x—-2)  2x-3x*+6x _—3x*+8x

(x+1)(x-2) XTSI 2X 4 X—2 XP—x=2

b 2 Xl 2 x+1-2
x+1 2X 7 x+1 x+1 2X _ x+1 + 2X
X x+1 X x+1 X X+1
x-1 2 x-1 2 x-1 2
x-1
mM(x—l) 2x 2 (x=1)(x-1) 4x x
I .(x+1)N+X+1'Z: X(x+1) X1 x
=1 2
X2 =2x+1+4x% 55X -2x+1

X(x+1) X(x+1)
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1 2 5_ 1 1 5_3 X+1 5. x+1 1
€) x+1 X Xx+1 _x+1 x x x+1_ x+1 x+1
1 X+1 1 X X+1
~+1 — —+1.— —
X 2 X X 2
X=2(x+1) 2(x+1)-1 X=2X=2 oy p_1
_ X(x+1) X+l X(x+1) . x+1
1+X X+1 1+X X+1
X 2 X 2
—X-2 2x +1

XOwl) X0l ed 2067
l+/x/X X(x+1) ><;:1 R (x+1)

o —Xx=2 (2x+1)-2  —x-2-4x-2
C(L+x)(x+1) (x+1)(x+1)  XP+2x+1
_ —bx-4

X +2x+1

Oppgave 3.1.1
) 2ax-6a+x=(a+2)x < 2ax—6a+Xx=ax+2X

& 2ax+X—ax—2x=6a < ax—Xx=6a

6a

a—

b) 3(x-2)+:=%! < 3HX-6+i=% & 6x-12+x=x-1

2 2

& (a-l)x=6a < x=

& bx+x-x=12-1 & 6x=11 < x=%

c) X—2a_a+2x:3(X—1) - x-2a ._ﬂ. :3(X—1)._
- > Fi -2 % 8 7 3.7
(x—2a)-2—-(a+2x)=3(x-1)-3

3
=
& 2X—4a-a-2x=9x-9
=
=

2X—2X-9x=4a+a-9

~9x=5a-9 < x:_5a9+9 :%5a+1

Oppgave 3.1.2
D 2 X4 o o(xe2)-
X+2

& 2X+4-14+4x=4x+8 < 2x+x—4x:—4+1+8

x+2

& —x=h & x:—_5
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b) a+2x 2x+1_
a+3 a-1

o ZLB{ZXM(a—l)— ;l”(aw)N:(zxu)(aw)(a_l)

N (a2—a+2ax—2x)—(2ax+6x+a+3):(2x+l)(a2—a+3a—3J

=2a

2X+1

a’—a+2ax—2x-2ax—6x—a—-3=2a’x+4ax—6x+a*+2a-3

0

2ax—2Xx—2ax—6x—2a’x—4ax+6x=-a’+a+a+3+a’*+2a-3
(—2a° -4a-2)x=4a
4a 4a -2a

T T 42 —2(a”+2a+1) ~(a+1y

0

0

Oppgave 3.1.3

a) mu,=m\V,+myV, < muu, —mV, =MV,
mBVB
Up —Va

S Mu(Uy—Va)=Mgyy & my =

R R
b) R=R,(1+a(T-T,))) < R—=1+a(T—TO) = a(T—T0)=R——1

0 0

= T—T0=l i—1 = T=T0+l 5—1
a\ R, a\ R,

Oppgave 3.2.1

a) 2x2+4=6x < 2x*—6x+4=0
_(8)2\(-6)-4-2:4 6+V36-32 642 [%=2
- 2.2 - 4 4 &2
b) X*-4x=0 < x(x2—4)=0 < x(x+2)(x-2)=0.
Tre lgsninger: x=0, x+2=0 < x:—=2,x—2:0 o x:g.
c) X' -5x°+4=0 < (x2)2—5x2+4:0
o ~(B)*(-5)'-414 5+(25-16 543 _[%=4
21 2 2 |%2=1

Menndr x> =4, er x=42.
Ognér x* =1, er x==1.
Likningen har altsa 4 lgsninger.
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d) X +3x2-x-3=0 < (x3+3x2)—(x+3):0 & X*(x+3)-(x+3)=0
=S (x+3)(x2—1):0 & (x+3)(x+1)(x-1)=0
X+3=0 < x:—=3

b= X+1=0 < x=

[N

Xx-1=0 < x=

=

()£ (-2f ~4-1-(-a’-a) 14147+ dm
2-1 2 '
For & komme videre, ma vi se at under rottegnet star det

42’ +4a+1=(2a)" +2(2a)+1* =(2a +1)’
der vi har brukt 1. kvadratsetning. Da blir

e) X¥-x-a’-a=0 < x=

1+(2a+1) 2a+2

1t 1+4az+4a_111/(2a+1)2 1+(2a+1) 2 2 ac

2 2 2 1—(2<51+1)__2a__a
2 2 =
Oppgave 3.3.1
a) X% +2X—3
X2 —3X+2

Faktoriserer telleren:

24,22 -4(-3) _ - 24 1
aox_3-0 o xo N ( ): 21\/4+12: 214:{ i

2 2 2

Da er
X2 + 2x—3=(x—1)(x—(—3)) =(x-1)(x+3).
Faktoriserer nevneren:

2
X2-3x+2=0 < x:_(_?’)im:?vi\/ﬁ:wl:{%ﬁ

2 2 2 =1

2

Daer
X*=3x+2=(x-2)(x-1).
Dermed har vi at

X*+2x-3 (X+3)_x+3
x2—3x+2_(x_2)N_ X—2
b) 2x2 —3x +1
x> -1

Faktoriserer telleren:
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(- (—3Y —4.2. lo_ga 31 _
2x*=3x+1=0 < x= (-8)+y(-8) -4 21:3i 9-8 _3+1_|%=1
2.2 4 4 -1

Daer

2x* =3x+1=2(x-1)(x—1) =(x-1)(2x-1).
Faktoriserer nevneren med 3. kvadratsetning:

x> —1=(x+1)(x-1).
Dermed har vi at

2x2—3x+1_N(2X—1)_2x—1
x2-1 (X”)N X+l

c) x? —ax — 2a’
x? —3ax + 2a*
Faktoriserer telleren:

x> —ax—-2a’=0

sy a1 (7)) aslaiiea 3{_2

< a-3a
2= —-a

2-1 2 2
Daer
x* —ax—2a’ =(x—2a)(x—(-a))=(x—2a)(x+a).
Faktoriserer nevneren:
x* —3ax+2a’=0

—(—Sa)i\/(—Sa)Z -4-1-2a" 3a+y9a’-8a’ 3ata _ {%: 2a

2-1 2 2

& X=

3a-a __
> =a

Da er
x* —3ax+2a’ =(x—2a)(x—a).
Dermed har vi at

X —ax—2a®  (X=23)(x+a) xia

x? — 3ax + 2a’ _M(X_a) X—a

d) X3 —x?—4x+4
X2+ X—2
Faktoriserer telleren:
x3—x2—4x+4:(x3—x2)—(4x—4): x*(x-1)—4(x-1)
=(x-1)(x+2)(x-2)
Faktoriserer nevneren:

(x—l)(x2 —4)

1+, /12 -4.1-(-2 _ _ 113 _q
X*+X-2=0 & Xx= ( ): 1+v1+8 -1£3 | =
2-1 2 2 A3 _ 9

2

Daer
X2+ x=2=(x-1)(x=(-2)) =(x-1)(x+2).
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Dermed har vi at

x3—x2—4x+4:MM(x_2)
X2+ X—2 MN

N

=X—-

Oppgave 3.4.1
a) Xx—4y=11
3X+2y=5

b)

Innsettingsmetoden: Laser ut x av den farste likningen:
X—4y=11 < x=4y+11.

Setter inn i den andre:
3x+2y=5 < 3(4y+11)+2y=5 < 12y+33+2y=5

< ldy=-28 & y=-2

Da er
x:4y+11:4(—2)+11=—8+11=§.

Lasningen er da tallparet

(x)=(3-2).
Addisjonsmetoden: Multipliserer andre likning med 2 og legger sammen likningene:
Xx—4y=11 X—4y=11

(3x+2y)-2=5-2  6x+4y=10
Far etter addisjon likningen

7x=21 < x=3.
Setter inn i den gverste likningen:

X-4y=11 & 3-4y=11 & -4y=8 < y=-2.
Dette er samme lgsning som far.

2X+5y=1
5x -3y =-13
Innsettingsmetoden: Laser ut x av den farste likningen:
2x+5y=1 & x=-2y+3.
Setter inn i den andre:
5x-3y=-13 < 5(-2y+31)-3y=-18 & -Z2y+3-3y=-13
o —Jy=-3% o y=1
Da er
X=—2y+3=—31+5=22.
Lasningen er da tallparet
(xy)=(-21).
Addisjonsmetoden: Multipliserer farste likning med 3 og andre likning med 5, og legger
sammen likningene:
(2x+5y)-3=1-3 6x+15y =3
(5x-3y)-5=-13-5  25x—15y=-65
Far etter addisjon likningen
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3lx=-62 < x=-2.
Setter inn i den gverste likningen:

6x+15y=3 < 6:(-2)+15y=3 < -12+15y=3 < 15y=15 < y=1.
Dette er samme lgsning som far.

Oppgave 3.5.1
a) X—y?=0
2x+y=1

Av den farste likningen far vi
2

X=y".
Dette setter vi inn i den andre likningen:
2.y’ +y=1 & 2y*+y-1=0

C1xP-42.(-1) 1x9 | =3 o x=y'=(3) =1
=

2z
y= 2:-2 4 L3_ g

Lasningene blir derfor
(xy)=(+3) 0g (xy)=(L-1).

b) 4xy +y? =0
x> +y* =25
Starter med a faktorisere den farste likningen:
4xy+y’=0 < y(4x+y)=0
som har lgsningene
y=0eller 4x+y=0 < y=-4x.
Setter disse mulighetene inn i den andre likningen:
Dersom y =0, far vi

X +0°=25 o x*=2 < x=x2.

wlu

Dersom y = —4x, far vi

9x? +(—4x) =25 < 9’ +16x°=25 o 25X°=25 & x*=1 o x=#l,
Deretter blir

y =—4x=—4-(+1)=F4 (pass pa fortegnene!)
Vi far 4 lgsninger:

(xy)=(5.0), (xy)=(-5.0), (x,y)=(L-4), 09 (x,y)=(-14).

Oppgave 3.6.1
) (2x-1)—(x+3)<3(x+2) < 2x-1-x-3<3x+6

& 2X—X-3Xx<1+3+6 & -2x<10 & x>-5
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b) x- -
) x 1_2x+3>2(x+1) o X 1-6—2X+3-6>2(x+1j.6
2 3 3 2 3 3

< 3(x-1)-2(2x+3)>12x+4 < 3x-3-4x-6>12x+4

& 3X—4x-12x>3+6+4 < -13x>13 < x<-1

Oppgave 3.6.2
8 x*-4>3x o x*-3x-4>0 —t—+— >
4 0 1 2 3 4
3+4/9+16 | %:=4
X=————= X—4
2 =1 i i —
(x—4)(x+1)>0. Xx+1/
Av fortegnsskjemaet til hgyre ser
vilgsningen: x<-leller x>4. (x=4)(x+yl |
b) X*-4x<x’-4 o x-4x-(x"-4)<0 — >
2 -1 0 1 2 X
& X(xP-4)-(x*-4)<0
(¢ ~4)=(x*-4) NPT L
& (x=1)(x*-4)<0
( )( ) X+2 -+
& (x-1)(x+2)(x-2)<0
Av fortegnsskjemaet til hgyre ser vi at X=2 ==q=======-- R
lasningen blir:
x<-2 eller 1<x<2. (x=2)(x+2)(x2 O--0
C) L—1<g.
X—-1 X
Samler alt pa venstre side av ulikhetstegnet, og setter alt pa en brakstrek.
2-x-1-x(x-1)-2-(x-1 >
()()<0 4 0 1 2 X
(x—1)x
2X— X2 + X —2X+2 (—1)—""—“"""'"'
<0
(x=1)x X+1---
—X*+X+2
— <0 =40
(x—1)x
A Fes (A= O i e
-2 =2 X ———1--<
—(x+1)(x—-2) ~(x+1)(x-2)
<0 —
(x—1)x (x=1)x__} = &

Fortegnsskjemaet viser at lgsningen blir:
x<-leller 0<x<1 eller x>2.
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d) 2x—4 1 <1- 2X
X*=x—-2 x+1 X—2
++/ L3_2
X¥*-x-2=0 < x:ﬂz{l_z3
2 T:—l
Samler alt pa venstre side av ulikhetstegnet, og setter alt pa en brakstrek:
X—4 1 (x=2) , (x=2)(x+1) 2x (x+1)
— . -1. + . <0
(x=2)(x+1) x+1 (x-2)  (x=2)(x+1) x-2 (x+1)
| | >
| >
x—4—x+2—x2—x+2x+2+2x2+2x<0 P2 L
(x—2)(x+1) B X —==f-===-- - —
2
X+ g X(x+3) . X43-——
(x=2)(x+1) (x=2)(x+1) NS I N o
Av fortegnsskjemaet til hgyre ser vi at
lgsningen blir: X+1l===g==-=- 9
—3<x<-leller 0<x<2. X(x+3)
(x=2)(xx1) L | S s
e) 4x -2 | | >
<1. ;
X2+1 0 1 2 3 X
Her vet vi at x* +1 er positiv siden x* aldri (<1) ———f--m- ___
kan bli negativ. Altsa kan vi multiplisere
begge sider av ulikheten med x? +1: X=3 -1~ O
T2 | o ax-2<x+1 X—1---0———
X“+1
& —x"+4x-3<0 —(x=3)(x=1) L

< —(x-3)(x-1)<0
Av fortegnsskjemaet ovenfor til hayre far vi lgsningen
x <1 eller x> 3.

Oppgave 4.1.1

a) Utsagn (galt).

b) Ikke utsagn.

¢) Apent utsagn. Sannhetsverdien kan avgjgres sa snart vi vet hvem "de" er.
(I dagligtalen kan formuleringen tolkes pa to mater: "De er ikke gift med hverandre" eller
"Begge er ugifte”. At det fins ulike tolkinger har ingen betydning i denne sammenhengen,
sa lenge alle tolkningene tilhgrer samme kategori).

d) Apent utsagn. Sannhetsverdien kan avgjgres sa snart vi vet hvem "han" er.

e) Utsagn - men bare spesialister kan avgjere sannhetsverdien (det er sant).

f) Ikke utsagn. Avhenger av subjektive vurderinger.

g) Dersom begrepet "sunt" er definert sa presist at vi uten tvil kan avgjgre om pastanden er
sann, er dette et utsagn. | dagligtalen er dette neppe tilfelle, og formuleringen er da ikke et
utsagn.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Forkunnskaper. Side 140
Oppgave 4.1.2
a) Xx=#b.
b) a<l1.
c) x<0 eller x> 1. Med symbolene fra neste avsnitt kan vi skrive (x <0)v(x >1).
Oppgave 4.1.3
a) "Jeg far enten studielan, eller jeg vinner minst 10 000 kroner i tipping (eller begge

b)

c)
d)

deler)".

"Jeg far bade studielan og vinner minst 10 000 kroner i tipping".

"Jeg far ikke studieldn, og jeg vinner heller ikke minst 10 000 kroner i tipping."
"Jeg vil ikke bade fa studielan og vinne 10 000 kroner i tipping".

Oppgave 4.1.4

a)

b)

Definerer disse utsagnene:

p: "Jeg har klippet plenen™.

g: "Jeg har rakt plenen”.

Det sammensatte utsagnet blirda paq.

Definerer disse utsagnene:
p: x>0 g: x<5
Det sammensatte utsagnet blirda pAq.

(Ogsa andre strukturer er mulig).
Flere mulige lgsninger, f.eks. disse:
p: Du kan fa i pose.

q: Du kan fa i sekk.

Det sammensatte utsagnet blir da (p A q) eller pv .

Oppgave 4.1.5

a)

b)

ol

O|O(O|F| >

pvq pvq
0 1
1 0
1 0
1 1 0
Viserav tabellenat (pvg) = pAT.

R|IO(O|T

=l =] Ee]
O[O Q9

PAG | (p

A
0 1
0 1
1
0

Q|

R|IO(O|f ©

0
1 1

Vi ser av tabellen at (p A q

=l =] e}
O[O Q
ol <

=pv(.

N—"
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Oppgave 4.2.1
a)  A={xeN|x*<10}={123},

b)  B={xeZ|x*<10}={-3-2-10123}.

c) Her ma vi farst lgse likningen
X-9x=0 < x(x*-9)=0 < x(x-3)(x+3)=0
& x=0 v x=3 v x=-3

Men verken x =0 eller X=-3 er elementer i N . Da star vi igjen med at:
C={xeN|x*-9x=0}={3}.

Oppgave 4.2.2
U={012345,6}.

A={135}.
B={0,123}.
C={12,46}.
a)  A°={0,2,4,6 B® ={4,5,6} AUB={01235} B-C={0,3]}

ANBNC={1}

Viserat C—B=1{4,6},slik at
(C-B)" ={01,2,35}.
b)  (AnB)={13}. Siden 3¢C, er det ikke santat (AnB)c=C.

Eller:
(AnB)£C.

A-B={5}, mens C°={0,35}.
Vi ser at det er sant at
(A-B)c=C°.

Oppgave 4.2.3
Vi tar utgangspunkt i figuren nedenfor:

h ;s
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Daer A° alt som ligger utenfor den bla A-sirkelen, mens B er alt som ligger utenfor den
gule B-sirkelen. Unionen av disse to mengdene ma da bli hele grunnmengden unntatt det
dobbeltskraverte omradet A B, fordi dette omradet ligger innenfor bade A og B. Dermed

har vi vistat A° UBS =(ANB)°.

Oppgave 4.2.4
Siden ingen ser bade Frokost-TV og God Morgen Norge, far vi dette Venn-diagrammet:

it

Av dette Venn-diagrammet ser vi at:
e Deter 30-5=25 studenter som kun ser Frokost-TV pa NRK uten & hgre pa radio.
e Deter 15-3=12 studenter som kun ser God Morgen Norge pa TV2 uten a hgre pa
radio.
e Deter 10-5-3=2 studenter som kun hgrer pa radio uten a se pa TV.

U nU)=50

Da summerer vi opp antall studenter som enten ser TV eller hgrer pa radio eller begge deler:
25+5+2+3+12=47.

Siden vi har spurt i alt 50 studenter, er det 50 — 47 =§ studenter som verken ser pa TV eller
lytter pa radio.

Oppgave 4.3.1
Vi skal altsa vise pastanden:

n

U(n):a0+a0-k+a0~k2+a0-k3+---+a0-k”‘1za0-kk

foralle neN.

Vi starter med & etablere induksjonsgrunnlaget:
n=1:
Venstre side blir bare a,.
Hayre side blir
.k”—l_a_kl—l k-1
T
Viserat U (1) stemmer.
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Strengt tatt er det nd ungdvendig a se hva som skjer nar n = 2. For treningens skyld sjekker vi
likevel for denne n-verdien:
n=2:
Venstre side blir
a,+3,-k=2a,(1+k).
Hayre side blir
e T e SIP e VCE VS
RS NS k=1 % '

Vi ser at U (2) stemmer.

Na er det pa tide a sjekke induksjonstrinnet. Vi antar da at pastanden stemmer for en tilfeldig
n-verdi n=t. Dersom dette stemmer, blir

k' —1
Ult)=a,-
(t)=a, 1
09
kt+l_1
Ut+l)=a,- )
(t+1)=a, 1

Dersom pastanden stemmer, blir summen av de t +1 farste leddene i rekka slik:
a,+a,-k+a,-kP+a, K+ +a, k' +a,-k'

k'—1

=%
k' —1 k' —1
=a,- + -kt:a-( +ktj
° k-1 % * k-1
(kt—l k%k—lf) kK'—14+Kk'-k—k!
=a,- + =a,-
k-1 k-1 k-1
14k -k k-1

° k-1 % k-1

Og det er nettopp det uttrykket vi skal fram til, slik at vi har vist at dersom U (n) stemmer for
en verdi n=t, ma den ogsa stemme for neste verdi n=t+1. Sammen med induksjons-
grunnlaget har vi na vist at pastanden stemmer for alle ne N

Oppgave 4.3.2
Vi skal nd vise at n® —n er delelig med 3 for alle hele tall n>2.

Vi starter med & etablere induksjonsgrunnlaget. For n=2 blir
n-n=2"-2=8-2=6=3-2.
Vi ser at n® —n inneholder 3 som faktor, og er fglgelig delelig med 3.

For vi gar i gang med a sjekke induksjonstrinnet, merker vi oss at et tall er delelig med 3 hvis
og bare hvis det kan skrives pa formen a-3 der a er et helt tall. Vi har da at:

U (n): Det ma eksistere et helt tall aslikat n° —n=3a.
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Anta at pastanden stemmer for en verdi n=t. Neste n-verdi blir da n=t+1. For denne n-
verdien far vi:

n*—n=n(n?-1)=t+D(t+1° 1) =t +D((2 + 2t +1) 1)
—(t+D(+2t) =P+ 22 +t2 + 2t =3 + 32+ 2t

Tilsynelatende farer ikke dette noe sted hen. Men se hva som skjer nér vi antar at U (t) er

sann, d.v.s. at det fins et helt tall a slik at t*> —t = 3a. Da legger vi til og trekker frati
uttrykket ovenfor, og far:
£ +3t2+2t=t>—t+3t> + 2t +t=3a+3t2+ 3t =3(a+t> +t).
=3a
Her ser vi at dersom n® —n delelig med 3 ndr n=t, ma uttrykket ogsa veere delelig med 3 nér
n=t+1. Og siden vi vet at pastanden er sann for n =2, ma pastanden vere sann for alle hele
tall n>2.

Oppgave 4.3.3
Vi skal altsd vise at nar vi har n forskjellige punkter i et plan, kan disse punktene forbindes
med

n(n-1)

2
forskjellige rette linjer.

Vi starter med a etablere induksjonsgrunnlaget. Det er dpenbart riktig for n =1 (ett punkt). Da
blir det ingen forbindelseslinjer, og formelen gir da ogsa

n(n—1)_1(1—1)_0
2 2 7

For sikkerhetsskyld sjekker vi ogsa for n=2. Det er innlysende at nar vi har to punkter, kan
disse forbindes med kun en rett linje. Formelen gir

n(n-1) 2(2-1)
2 2

=1.

Sa var det den generelle situasjonen. Vi starter med n = p punkter, og antar at disse punktene
er forbundet med

p(p-1)

2
forbindelseslinjer.

Sa fayer vi til ett punkt, slik at n = p +1. Fra dette nye punktet kan vi na trekke linje til hvert

av de p opprinnelige punktene, slik at antall linjer blir
p(p—1)+p: P’-p,2p_p°-p+2p_p'+p_p(p+l)
2 2 2 2 2 2

Dersom vi setter inn n = p +1 i den antatte formelen, far vi
n(n-1) _(p+1)((P+1)-1) (p+1)p

2 2 2
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Men dette er jo ngyaktig det samme som vi fikk da vi antok at formelen stemte for n=p. Vi
har altsa vist at dersom formelen stemmer for n = p, ma den stemme for n = p +1. Og siden

formelen stemmer for n =1 og for n =2, ma den stemme for n=3, for n=4, osv. for alle
heltallige verdier av n.

Oppgave 4.4.1

a)
pla] P | Prd| pv(pag) | PV
00 1 0 1 1
01 1 0 1 1
1]0] 0 0 0 0
11100 1 1 1

Vi ser at ﬁv(p/\q) har samme sannhetsverdier som pv q. Daer ﬁv(p/\q)z pvq.

b)
plaf P | Pva| pal(pva) | PAC
0[O0 1 0 0 0
0Oj1(| 1 1 1 1
1(0} O 1 0 0
11 0 1 0 0
Vi ser at ﬁ/\(pvq) har samme sannhetsverdier som pAq. Daer ﬁ/\(pvq)z pPACQ.
c)
plagf Prd | pv(pag) | PVA | pa(pva)
00 0 0 0 0
0|1 0 0 1 0
1(0 0 1 1 1
1)1 1 1 1 1
Viserat pv(pAq) har samme sannhetsverdier som p A(pv q) og som p. Daer
pv(pag)=pa(pvag)=p.
Oppgave 4.4.2
plaj pva| Pva | PAd | (prag) | (pva)alpaq)
00 0 0 0 1 0
01 1 1 0 1 1
110 1 1 0 1 1
111 0 1 1 0 0

Vi ser at tabellenat pvg=(pvg)A(pAaq).
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Oppgave 4.4.3
pla]l P | @ | P=0] g=p
0|0 1 1 1 1
0|1] 1 0 1 1
110 O 1 0 0
111 O 0 1 1

Vi ser av tabellen at

Oppgave 4.4.4
a) og b)
pla| PAA | p=(paa) | (pag)=p
00 0 1 1
01 0 1 1
110 0 0 1
1|1 1 1 1
(pAg)= p eren tautologi.
c)
pla| P=04|9=P | (p=g)=(a=p)
00 1 1 1
01 1 0 0
110 0 1 1
1)1 1 1 1
d)
Pla| P=9 ]| pa(p=9) | palp=d)=0
00 1 0 1
01 1 0 1
110 0 0 1
1|1 1 1 1
pA(p=q)= q eren tautologi.
Oppgave 4.4.5
a) P=q.
by d=1p
"Huvis sola ikke skinner pa Mallorca, sa reiser ikke Per til Mallorca.”
o) (p=q) = (Pva) = (PAT) = paT.
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”Sola skinner pa Mallorca, og Per reiser ikke til Mallorca.”
d) "Hvis sola skinner pa Mallorca, og Per reiser til Mallorca, sa blir Per solbrent.”

e) (prg)=r) = ((p/\q)vr) = ((p/\q)/\F) = (pAQ)AT.
Sola skinner pa Mallorca, og Per reiser til Mallorca, og Per blir ikke solbrent.”

Oppgave 4.4.6
a) p/\(ﬁvip/\qi) Forklaring:
= pa((pvp)a(pva) Distributiv lov
= pAlA(Pv) pvp = 1
= pa(pva) Ianp = p
= (pap)vi(paq) Distributiv lov
= O\/(p/\q) pAp = O
= pa(Q Ovp = p
plaj P | Pra] pviprg) | pa(Pv(pag)
0(0] 1 0 1 0
0j1] 1 0 1 0
1(0] 0 0 0 0
111 0 1 1 1

D) (qa(pnrg) Starter med & Igse opp den innerste parentesen:
(aa(pv)) deMorgans teorem

(@A p)v(arq)) Distributive lov

(@~ p)vO) qAq = 0

= (anp) pvO = p

= qvp deMorgans teorem, og opphever dobbel negasjon.

Du kan ogsa starte med a lgse opp den ytterste parentesen med deMorgans teorem
(muligens lettere i denne oppgaven).

pla| P | d|Prd| (pra) | galpaq) ar(pag qvp
0|0 1 1 0 1 0 1 1
o111 1 0 0 1 1 0 0
1{0f O 1 0 1 0 1 1
111 O 0 1 0 0 1 1
C) (H PV Q)AT)v q) Opplaser den ytre parentesen:

= (pvag)ar)agq deMorgans lov, og opphever dobbel negasjon.

= (pva)aragq Assosiativ lov.

= (pvag)ag)ar Kommutativ lov.

gar "Absorbsjons-lov".
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plalr| @ | pva | (pva)ar | ((pva)ar) | ((pvaar)vg | daT
ojojo] 1 0 0 1 1 0
0|0 |1] 1 0 0 1 1 0
0|1|0] O 1 0 1 1 0
Oj1]1] O 1 1 0 0 1
1100 1 1 0 1 1 0
1101 1 1 1 0 1 0
111]0] O 1 0 1 1 0
1111 O 1 1 0 0 1

Vi ser at nér nest siste kolonne inverteres, far vi samme verdier som i siste kolonne.

Oppgave 4.4.7

a)

b)

Nar bade m og n er oddetall, ma det finnes to hele tall a og b slik at
m=2a+1og n=2b+1.

Da blir
m+n=(Ra+1)+(2b+1)=2a+2b+2=2(a+b+1).

Vi ser at m-+n har 2 som faktor. Da har vi vist pastanden:
"Bade mog neroddetall = m-+n er partall.”

Dersom vi gnsker a erstatte implikasjonspila i oppgave a) ovenfor med en ekvivalenspil,
ma vi undersgke om pastanden nedenfor er riktig:
"m+n erpartall = Bade mog n er oddetall.”

Men hvis bade m og n er partall, bli jo m+n et partall. Dette ser vi formelt slik:
Dersom m og n er partall, ma det eksistere hele tall a og b slik at m=2a og n=2b. Da
er

m+n=2a+2b=2(a+b)
som er et partall. Altsa kan vi ikke slutte at dersom m+n er et partall, ma bade m og n
veere oddetall. Implikasjonen i oppgave a) kan derfor ikke erstattes med en ekvivalens.

Nar vi skal bevise pastanden:
"Bade mog ner oddetall <> m-n er et oddetall”,
ma vi gjennomfare beviset i to trinn. Farst viser vi ekvivalensen
"Bade mog ner oddetall = m-n er et oddetall”.
Dette gjar vi slik: Nar bade m og n er oddetall, ma det finnes to hele tall a og b slik at
m=2a+1og n=2b+1.
Da blir
m-n=(2a+1)-(2b+1)=4ab+2a+2b+1=2(2ab+a+b)+1.

Dette viser at m-n blir et oddetall.
Sa skal jeg bevise implikasjonen

"m-n eretoddetall = bade m og n er oddetall”.
Jeg bruker da kontrapositiv bevisteknikk. Da ma jeg legge merke til at negasjonen av
"bade m og n er oddetall” blir “enten m eller n eller begge er like tall”. Eller enklere sagt:
"Minst ett av tallene m og n er et like tall”. Da gar jeg i gang med a bevise at:

"Minstett av tallene mog neretliketall” = “m-n eret like tall”.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 149

Anta at m er et like tall. Da ma det eksistere et tall a slik at m = 2a, og vi far:
"meretliketal = m-n=2a-n”

som apenbart er et like tall uansett om n er like eller odde. Vi far helt tilsvarende resultat
derom n er et like tall. Altsa har vi vist at:
"Minst ett av tallene mog neretliketall” = ”m-n eret like tall”.

Vi har na bevist begge implikasjonene i ekvivalensen.
"m-n eretoddetall = bade m og n er oddetall”,

og ekvivalensen er dermed bevist.

Oppgave 4.4.8
Istedenfor & bevise at den oppgitte pastanden er sann, skal jeg bevise at negasjonen av
pastanden er usann. Den gitte pastanden kan skrives slik:

"ceretoddetall = likningen x* + x = c kan kun ha partall som lgsninger.”
Negasjonen av dette utsagnet blir:
"ceretoddetall = likningen x* + x = ¢ kan ha et oddetall som lgsning.”

Dersom likningen har et oddetall x som lgsning, kan vi skrive
Xx=2a+1
der a er et eller annet helt tall. Da far vi:

X’ +Xx=c¢

0

(2a+1)°+(2a+1) =c

0

(4a? +4a+1)+(2a+1) =c
g

4a’+6a+2=cC

0

2(2a2+3a+1)=c
Men na ma c vere et partall, i strid med forutsetningen om at ¢ skal veare et oddetall.

Oppgave 5.1.1

2) (x3—4x2+3x—6):(x+2):x2—6x+15—i
X+ 2
~(x*+2x)
—6x*+3x-6
—(-6x* —12x)
15x -6
—(15x+30)

—-36
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Forkunnskaper.
b) (3x4+0x3+x2—ZX—l):(X2+OX+3):3X2_8+%
—(3x* +0x* +9x*)
—8x?—2x-1

_(—8x2 —0x— 24)

—2X+23
Ly 5t
o (K20 x=6) (2 —x+l) =Xt ixr it
—(X4 —1x +%X2)

S —1x*+x-6
_(gx3 —2x? +%X)

Oppgave 5.2.1
a) Setter inn x=2, og far
2°—4.2°4+2+6=8-16+2+6=0

som viser at (x° —4x* +x+6) er delelig med x—2.
Utfarer da polynomdivisjonen
(x*—4x* +x+6)=(x-2)=x"-2x-3
~(x*-2x*)
—2X°+X+6
—(-2x* +4x)
-3Xx+6
—(-3x+6)

0
Faktoriserer x*> —2x —3 ved hjelp av formel for lgsning av andregradslikninger:

\/(—2)2—4'1*(—3) _ Zi\/l—GZ{%“=3
2

-(-2)=x
(=2
2-1

Nevneren faktoriseres med 3. kvadratsetning. Da blir

X°—4x* +X+6 :(X_Z)N(X_(_l)):(X—Z)(X+1): X —x-2
X2 -9 (x+3)N X+3 X+3

24 _
-=-1
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b) Beste strategi er a starte med a faktorisere nevneren med formel for andregradslikning:

—(—4)%4/(-4)" -4-13 _4x4 :{3

X*—4x+3=0 < Xx=

2-1 2 1
slik at nevneren kan skrives (x—3)(x—1).

Ser at nar jeg setter inn x =1 i telleren, far jeg
P+4.27°+1-6=1+4+1-6=0
slik at x —1 er faktor i telleren, mens nar jeg setter inn x =3 i telleren, far jeg
3P +4.33+3-6=27+36+3-6=60
slik at x — 3 ikke er faktor i telleren. Utfgrer da polynomdivisjonen
(x3+4x2 +x—6):(x—1): X’ +5X+6
_(Xs —XZ)
5x°+x—6
—(5x* —5x)
6Xx -6
—(6x+6)
0

Dermed er
x3+4x2+x—6_(X2+5X+6)N_ X’ +5X+6

X2 —4x+3 (X_?’)N X-3

Oppgave 6.2.1
) X+5
X+ x—2
Starter med a faktorisere nevneren ved hjelp av formel for lgsing av andregradslikninger:

N E e
2.1 2 )
x+5 A B A(x+2)+B(x-1) (A+B)x+(2A-B)
(x-1)(x+2) x-1 x+2  (x-1)(x+2)  (x=1)(x+2)
Siden dette er en identitet, ma vi ha
A+B=1
2A-B=5

Legger sammen likningene, og far
3A=6 < A=2.
Deretter blir
A+B=1 & B=1-A=1-2=-1.
Delbrgkoppspaltingen blir derfor
X+5 2 1

¥ rx—2 xX-1 x+2
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b) X+18 A B C
=t ——t—
Xx(x—2)(x+3) x x-2 x+3
_ A(x=2)(x+3)+Bx(x+3)+Cx(x-2)
- X(x—2)(x+3)
A(x2 + x—6)+ B(x2 +3x)+C(x2 —2x)

- X(x—2)(x+3)
_(A+B+C)x*+(A+3B-2C)x-6A
- X(x—2)(x+3)
Siden dette er en identitet, ma vi ha

A+B+C=0

A+3B-2C=1

—-6A=18
Den siste likningen gir direkte at A =-3. Setter dette inn i de andre to likningene,
multipliserer den gverste likningen med 2 og legger sammen:

3:-(-3)+5B=1 < 5B=10 < B=2.
Til slutt gir den gverste likningen

C=-A-B=—(-3)-2=1.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen

X+18 -3 2 1

x(x=2)(x+3) _7+ x—2+x+3'

c) 2x*+14 A B C
(x+1)(x—2)(x—3)_x+1+x—2+x—3
=A(x—2)(x 3)+B(x+1)(x-3)+C(x+1)(x-2)
(x+1)(x=2)(x-3)
(x ~5x+6)+B(x* —2x-3)+C(X’ —x-2)
(x+1)(x-2)(x-3)

+(-5A-2B-C)x+(6A-3B-2C)

(x+1)(x—-2)(x-3)

(A+B+C)x

Siden dette er en identitet, ma vi ha
A+B+C=-2
-5A-2B-C=0
6A-3B-2C=14
Skifter fortegn pa den midterste likningen og legger dem sammen. Far da
12A=12 < A=1.
Legger sammen de to gverste likningene, og far
-4A-B=-2 < B=2-4A=2-4.1=-2.
Til slutt gir den gverste likningen
C=-2-A-B=-2-1-(-2)=-L
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
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2¢+14 1 2 1
(x+1)(x—2)(x—3)_x+1 X—2 Xx-3

Oppgave 6.3.1
a) x*+4x+3 —x*+4x+3 A A, B Ax(x+1)+A(x+1)+BxX
Caxt o X (x+1) T x X% x4+l X*(x+1)
A+ AX+HAXHA +BX® (A+B)X+(A+A)X+A
- X*(x+1) - x*(x+1)
Siden dette skal veare en identitet, ma vi ha at
A+B=-1
A+A =4
A, =3
Vi ngster oppover, og finner
A=4-A=4-3=1.

B=-1-A=-1-1=-2.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
—x*+4x+3 1 3 2

X2 + X2 X x> x+1
b) 2¢+9x+7 _ A B B, A(x+2)+B(x+2)(x-1)+B,(x-1)

(x—l)(x+2)2 X=1 X+2 (x+2)2 (x+1)(x+2)2
_ AX* +4Ax+4A+BX* +Bx—2B +B,x—B,
B (x+1)(x+2)°
_(A+B)x*+(4A+B, +B,)x+(4A-2B, - B,)
- (x+1)(x+2)°

Siden dette skal vere en identitet, ma vi ha at

A+B =2

4A+B +B,=9

4A-2B,-B, =7

Legger sammen alle tre likningene, og far
9A=18 < A=2.

Da gir den gverste likningen
B,=2-A=2-2=0.

Til slutt gir den nederste likningen
B,=4A-2B,-7=4-2-2-0-7=1.

Dermed har vi delbrgkoppspaltingen

2X% +9x +7 2 1

(+1)(x+2) x+1 (x+2)
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) 49x-2 A B B, A(x+1) +B(x=3)(x+1)+B,(x-3)
(x=3)(x+1)" x-3 x+1 (x+1) (x=3)(x+1)°

_ AX*+2Ax+A+Bx*-2Bx-3B, +B,x—3B,

(x—3)(x +1)2
_(A+B))x*+(2A-2B, +B,)x+(A-3B, -3B,)
B (x=3)(x+1)’
Siden dette skal veere en identitet, ma vi ha at
A+B =-1
2A-2B +B,=9
A-3B —-3B,=-2
Skifter fortegn pa den midterste likningen, og legger sammen alle likningene. Far da
-4B,=-12 < B,=3.
Trekker den gverste likningen fra den nederste, og far
-4B,-3B,=-1 < 4B =1-3B,=1-3.3=-8 < B =-2.
Da blir
A=-1-B =-1-(-2)=1.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
—X*+9x-2 1 2 3

(x=3)(x+1] *x-3 x+1 (x+1)

Oppgave 6.4.1
X+5 X+5 A B
a‘) 2 = = + .
X*+x-2 (x-1)(x+2) x-1 x+2
Finner A ved a "dekke tiI” den brﬂken som ikke har x—1 i nevneren, og sette inn x =1:
1+5 6

& A=—
<] (1+2) ><£ X Y
Finner B ved & "dekke til” den brﬂken som ikke har x + 2 i nevneren, og sette inn x=-2:
2+5 N\, 3_
EELTEAY >~<Z -3
Dermed har vi delbrgkopspaltingen
x¢+5 2 1
X24Xx—-2 x-1 x+2

_g,

X+18 A B C
=t ——t—
X(x=2)(x+3) x x-2 x+3
Finner A ved a "dekke tiI” de brgkene som ikke har x i nevneren, og sette inn x=0:

G 0+18O+3 £ }% }é

Finner B ved é “dekke til” de brgkene som |kke har x—2 i nevneren, og sette inn x=2:

b)
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2+18 _>§+ B +;(c% o p.2_,
2(%<2] (2+3) x>=<7 X+ 10

Finner C ved & "dekke til” de brgkene som ikke har x+3 i nevneren, og sette inn X =-3:

-3+18 X ;( % _15_,
—3(—3-2)1}@ M 15 <
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
X+18 -3 2 1

x(x—2)(x+3) _7+X_2+ X+3

—2x° +14 _A B C
(x+1)(x—2)(x-3) x+1 x-2 x-3
Finner A ved a "dekke til” de brgkene som ikke har x +1 i nevneren, og sette inn x =—1:
—2(— 1) +14 12
& A———l.
Z}%\I{(lz)(ls)%{/\&%\& ;
Finner B ved a "dekke til” de brrakene som |kke har x—2 inevneren, og sette inn x=2:
_ 2
222414 N\, 6_,

(2+1) (3] (2-3) TN ><Z /\& B
Finner C ved a "dekke til” de bmkene som |kke har x —3 i nevneren, og sette inn x =3:
2.3 +14 \5/ - C__4__1
(3+1)(3-2) [3<3] X+ X\& ><3 -
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen
—2x* +14 1 2 1

(x+1)(x-2)(x-3) x+1l x—-2 x-3°

Oppgave 6.5.1

a) 3x2-4 3x’-4 A Bx+C A(X+4)+(Bx+C)x
x3+4x_x(x2+4)_;+ X2 +4 x(x2+4)
_ AX+4A+Bx*+Cx _ (A+B)x* +Cx+4A
- x(x2+1) - x(x2+1)
Siden dette er en identitet, ma vi ha
A+B=3
C=0

4AA=-4 < A=-1.
Da gir den gverste likningen at
B =3—A:3—(—1)=4.
Delbrgkoppspaltingen blir derfor
-4 4x 1
Crax X+d X
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b)

Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 156

2x2-x+5 _Ax+B C (Ax+B)(x—1)+C(x2+1)

(x2+1)(x—1) a1 x—1 (x2+1)(x—l)
_ AX*—Ax+Bx-B+Cx*+C _ (A+C)x*+(-A+B)x+(-B+C)
- - 2

(x2+1)(x—1) (x +1)(x—1)

Siden dette er en identitet, ma vi ha

A+C=2

-A+B=-1

-B+C=5
Legger sammen alle likningene, og far

2C=6 < C=3.
Ngster opp:

A=2-C=2-3=-1.

B=-1+A=-1+(-1)=-2.
Delbrgkoppspaltingen blir derfor

2x> —x+5 —x-2 3 3 x+2

(x2+1)(x—1) x* +1 i x—1 x-1 x+1

3x* -3x-1
(x=2)(x* —4x+5)
Ser at
X’ —4x+5=(X" —4x+4)+1=(x-2) +1

som alltid er positivt, og som derfor ikke kan faktoriseres videre. Ma derfor benytte
delbrgkoppspaltingen

3x2 —5x—1 A . Bx +C _A(x2—4x+5)+(Bx+C)(x—2)
(x=2)(x*-4x+5) x-2 x*-4x+5 (x=2)(x* —4x+5)
Ax? —4Ax+5A+ Bx* - 2Bx+Cx—2C
(x—2)(x2—4x+5)
(A+B)x*+(-4A-2B+C)x+(5A-2C)
(x—2)(x2—4x+5)

Siden dette er en identitet, ma vi ha

A+B=3
-4A-2B+C=-5
5A-2C=-1
Multipliserer den gverste likningen med 2 og legger til den midterste. Far da
—-2A+C=1.

Multipliserer dette med 2 og legger til den nederste. Farda A=1.
Deretter blir

B=3-A=3-1=2,

C=1+2A=1+2-1=3.
Delbrgkoppspaltingen blir derfor
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 157

3x*-5x-1 1 L 2x+3
(x—2)(x2—4x+5) X—2 X —4X+5

Oppgave 6.6.1
¢+ x+1_Ax+B  Ax+B, (AX+B)(X+1)+Ax+B,

(e+1) XL (1) (x* +2)°
A +AX+BxX*+B +Ax+B,
(x2+1)2
_A&x3+le2+(A1+A2)x+(Bl+Bz)
(x2+1)2
Siden dette er en identitet, ma vi ha
A=0.
B, =—2.

A+A =1 & A=1-A=1-0=1.

B,+B,=1 < B,=1-B =1-(-2)=3.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen

—2x* +4x+3 -2 X+3

(21 C+L (¢ra)

Oppgave 7.1.1
2 2
) (3x)2~(£] _g L =9-4=36.

X
” (XZ)(.'f X)f)z X8( X:)é(yi)z - Xi yy - Xl: LRy iy
X’y X7) -y =
2 2
2Xj 22 72 4 X .
c) ( Y - ysz = )e/ )/Z s :
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 158

Oppgave 7.2.2

(1jz

3 3,3 )

2) (Z_)Z(J X . 2 2( _ z( _ _ 932 _X3—2'y76—(—4) :21-x1-y’2 _2_)2(
' (2y?) ¥ 2y ¥

-3
-3 [ 2X
b) (x7y [j
( ) y’ _X( S y?.272.x7 y( o — x6-33 93\, 3+6-(-3)
1)\3 B oy = y
(xy7) y
1 y®
=x0. = .yf =2
7Y 8
) 2y 2y 2 [ X i
( Xy ) 2y _2-2_X2(2) y(3)(2) x2.972 y2_2‘2-x‘4-y6-x2-2‘2-y2
a3 B )3 (- - 33 6
((zy)j (2y) 77X 2°-y* X
W2

Oppgave 7.3.1

a) 327 =3 fordi 3=27.

b) 416 =2 fordi 2* =16.

¢) ¥/-125=-5 fordi (-5)° = -125.

3
d) 3> =2 fordi (Ej _8
273 3) " 27

e) $/-243=-3 fordi (-3)° = -243.

Oppgave 7.3.2
a) ¥8l=3%3 =33°.3-3.93.
b) V27x° =4/3° - x* =/32-3.x2 - x2-x =3-4/3- X+ X- /X = 3% -\/3X .
9 432x_</25-x_(‘/24-2~x_2-(‘/5
Ve 8

81
d) V-32x° =3/(-1)-2° - x° =3f(-1)-¥2°- 22 . ¥ = 2.2 - x-x=-2x* - ¥4
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Matematikk for ingenigrer.

Forkunnskaper. Side 159
Oppgave 7.4.1
Lo (B) 1
g 32 Ny 20y g g gty
X (2x)" X! 27t x*t

Oppgave 7.5.1
a) (\/§+1)(\/§—1)—(\/§—2)\/§:(\/§2—12)—\/;~\/;+2-x/_=x—l—x+2«/_=2\/;—1

D (ry) (k)
VX 22y (2 )+ (20K) =2 20 Ay -y

= X+4/xy +4y +4x -4 xy +y=5x+5y =5(x+y)
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 160

Vo 2y (e Jy) -V -y )y (245 - %)
=2y — 2y Y+ v+ 2y -y X
=2x\/§—2y—x\/§+\/@+2y—x\/§=£

Oppgave 7.5.2

N Lo x W
SN RN R FN S RN

Jax s KEDVX o X2 xfx-2Vx V2 13225+ xfx - 2%

& 2 NEEN RN NEPNG,
NZoxr 2k -2 VZoxelx x(Tzed
X ++2 Jx +4/2 M =

D (1-Vx) x+l 1-2yx+Vx WX x+l 144X

TN RN PN AN AN PR TN
(1= 2Ux + X)X = (x+D(1+x)
- x&(l+x&)
_&—2\/;2+x X — X —x/x —1-+/x
- \/;(1+\/;)

-2X-x-1 =-3x-1

Oppgave 7.5.3

a) \/4x2y— x3 :\/x2(4y—x) = X4y — X

[ — axy? _ \/x(xz —4y2) _\/M(x+2y) -
Y ey ) s

1 Cfreoxex® (14 x) Clex 1 \/gz_i
C) X+2+x_ » = " _ﬂ_\/;+\/;_\/§+\/;
Oppgave 7.5.4

4 -x _ [x(4x?-1)  |x(x=D(2x-1) >
2 \V 2x+1 _\/ 2x+1 _\/ %71 =/x(@x-1) = y2x¢ - x
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 161

Iy —2x° m _ XM X
VY - \/(V—ZX)(Y+2X) =2y + 2x Jy +2x
X“+2xy  x(x+2y) X(X+2y)

JX—4xty? ) \/x2(X2 _(zy)z) B \/F~\/(x+2y)(x—2y)
x(«/x+2y)2 X+ 2y

x\/x+2y\/x 2y \x-2y
x\/3x y +6xy? + 3y x\/3y (x? +2xy+y X3y (x+y)’
VR =Xy \/Xy v-x) Y0y
(x+y)
(y—x)( x+y)

Oppgave755
\/ \/x+l Jx-1 \/x 1 Jx+1 \/x+1 C(x-D)-(x+1) -2
x+1 Vx-1 x+1 ¥x—1 Yx-1 x+1 Jx-D(x+1) -1

Jx-1 X Mx—=1 x-1 x—(x—l)_ 1

b =
I P R e G o o ey NN v
0 X _\/x2—2x B X X X2 = 2x /x? = 2x xz—\/x2—2x2

VX2 = 2x X X2 =2x X N XA/ X2 = 2X
_X —(x —2x)_ 2X 2

XA/ X2 — 2X - X/ X2 — 2x - Jx% - 2x

Oppgave 8.1.1
a) log,,10=1 fordi 10" =10.

b) log, (4) =1 ford 21:%:—.
c) logy125=3 fordi 5° =125.

1 1 o1
d) log,| —=|=—-=fordi 2°=—F=—.
) o0 75 2 >

Oppgave 8.2.1
3 log, (8x*)=log,8+log, (x*) =log, (2*) +log, (x*) = 3log, 2+ 3log, X
=3-1+3log, x=3(1+log, x)
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 162

1
10 102 1 10) 1
b) log,, F =logy (F] = EIOglo (?J = E(IOglo (10) —logy, (Xs))
1 1 3
= E(l_ 3log,, x) = E_EIOQIO X

c) In(X* —4)=In(x+2)=In((x-2)(x+2))-In(x+2)
=(In(x=2)+In(x-2))-In(x+2)
=In(x-2)

Eller:

In(x2—4)—ln(x+2)ln()§:+24JIn[(x_i\)z\z\%Jln(x—Z)

d) In(3\/5): In3+|n(«/€)= In3+|n(e%): In3+%Ine=In3+1.1=In3+1

Oppgave 8.3.1

log, u

1
u=a & Inu=In(a*")=log,u-Ina < log,u=——-Inu
Ina

Oppgave 8.3.2
I begge deloppgavene skal jeg benytte at

1
log,u=——--"Inu.
Ina

2)  log,,861=——.In861=—.6.7581=2.9350.
In10 2.3026 —

Kontroll: 10>%* =861.0.

b) log,, 2.44:L-In 244 = 1 -0.8920=0.3217.
In16 2.7726 B

Kontroll: 16%%'" =2.440.

Vet na at
1697 = 2440 & (24)7'=2440 & 2407 =2.440.

Daer
log,2.44=4-0.3217 =1.2868 .
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Matematikk for ingenigrer.

Forkunnskaper. Side 163
Oppgave 9.1.1
a
) sind=2
[4
& a=csind=10.14-5in38.6" = 0.087
c=0.1 —
cosd=—
[4
38.6
A b < b=ccosA=0.14-c0s38.6"=0.11
B=90"-/4=90"-38.6"=514".
b) anB="2
B a
53.1 o oa= b = 0.84 =0 3
c a tanB tan53.' =—
smB=—
a
A b =0.84 C b 0.84
- < a= = =1.05
sinB sin53.1 —
ZA=90"-/B=90"-53.1"=36.9".
C b
) tan B = —
B a
284 < b=atanB=047-tan28.4 =0.254
c ==
a
a=0.47 cos B =—
047
A b C & c=—2 = ~0.534

cos B B cos284 ——
LA=90" - /B=90"-284 =61.6".

Oppgave 9.1.2
a)

h<
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Matematikk for ingenigrer.

Forkunnskaper. Side 164
Av figuren ser vi at:
93 = o x=—2
b tan9.3"
tan33.7" = ﬂ
X
tan33.7°
& h=x-tn33.7 =—2 -tan33.7° =1.84m- " —7.49m
tan 9.3 tan 9.3 —_—
b)
oo
n< y=184
e
<

Vi kan na sette opp disse likningene:

(1) tn253 =2

X
(2) tan32.1°= z+1.84m
X
@)  tn463 ="
X

Planen er a finne x av (1) og (2), og deretter finne h av (3). Vi gar i gang:

(1) tan253 =2 o z=x-ta253.
X

Setter inn i (2):

@ tan32, =X PRI HLBM 321 =5 tan25.3' +1.84m

X

x(tan32.1° —tan25.3°) =1.84m
1.84m
x=
tan32.1° — tan 25.3°

=11.90m
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 165

Na far vi av (3):

3) tan46.3" = h

— < h=x-tan46.3 =11.90m-tan46.3° =12.45m.
X

Oppgave 9.2.1
B I dette lgsningsforslaget vil jeg referere til en
trekant som vist til venstre.
C a

a) Nér cosA=0.6=2, kan vi velge enheter slikat c=1 og b=0.6. Da blir

a=+c?—b? =12 -0.62 =/1-0.36 =/0.64 = 0.8.
Da blir

A=c=1
tan A=2=28-1333

b) Nar tan A=2=2, kan vi velge enheter slikat a=2 og b=1. Da blir

c=+a?+b? =22 +1* =5

Da blir
H _a_ 2 _2
smA_;_E_g\/g.
_b_1 _1
cosA_?_E_Ex/g.

c) Nar sinA:%ﬁ:%, kan vi velge enheter slik at a=+/7 og ¢ =4. Da blir

b=vc?—a? =4 -7 =167 =9 =3.
Da blir
CosA=2=

tanA=2=

ol e

Oppgave 9.5.1

a) arcsin(%\/§):60° fordi sin(60°) =1/3.
b)  arccos(0)=90° fordi cos(90°)=0.

c) arctan(0) =0 fordi tan0=0.

d)  arccos(-%)=120" fordi cos(120°) = -
e)  arcsin(-1)=-30" fordi sin(-30") =~
f) arctan(—/3) = —60° fordi tan(-60°) = —/3.

1
5
1
5
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 166

Oppgave 9.6.1

a) Vi far direkte at
/C=180"-50.2" -71.6°
=58.2°
Da gir sinus-setningen:
sinA_sinC
a C
a=SNA SN2 440633
sinC sin58.2° —
sinB _sinC
B b C
c=7.00 . : .
p=3NB _SINTLE 45y 7.8
sinC sin58.2° —
b) Nar vi tegner opp trekanten, ser vi at den
har to lgsninger. Vi starter med a finne
ZC ved hjelp av sinus-setningen:
sinA_sinC
a c
sinC =S.sinA="% sins0.8
a 5.59
B =0.970
c=7.00 Kalkulatoren gir nd at

/C =arcsin(0.970) = 75.9° .

Men vi kan ogsa bruke
/C'=180°-75.9"=104.1".

Dermed far vi to alternativer for siden b.

e Dersom vi bruker ~C =75.9, blir
/B =180°-50.8"-75.9° =53.3".

Da blir
smB:smA o b:s!nB.a:s!n53.3 700=7.24.
b a sin A sin50.8° =
e Dersom vi bruker ~C =104.1°, blir
/B =180"-50.8"-104.1" =25.1".
Da blir
smB:smA - b:s!nB_a:s!nZS.l .7.00=3.83
b a sin A sin50.8° -
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 167

Oppgave 9.6.2

a) c
Vi starter med & finne siden b:

b? =a®+c*—2accosB
a=500  _5002+6.00°-2-5.00-6.00-c0s126.9°

A c=6.00 B b=+97.0=9.85.

Her er det apenbart at de to ukjente vinklene er mindre enn 90°. Det er derfor helt trygt &
bruke sinus-setningen:

m=ﬂ = smA—— smB—ﬂ sin126.9° = 0.406 .
b b 9.85

a
Da er

/A =arcsin(0.406) = 23.9°.
Til slutt blir

ZC =180"-23.9"'-126.9" =29.2°.

b) Her bruker vi cosinus-setningen til & finne en
av vinklene. Deretter er det enklest & bruke
sinus-setningen til a finne en av de andre,
dersom det ikke kan oppsta tvil om den
vinkelen som vi finner med sinus-setningen
er mindre enn eller stgrre enn 90°. Vi ser av
A c=700 g figuren at det kan veere slik tvil om LC_. Vi
starter derfor med a finne ZC med cosinus-

setningen:

c®=a’+b*—-2abcosC

2 K2 _ Q2 2 2 _ 2
cosC =&+ b®—c _5.62"+3.80°-7.00" _ _0.0697
2ab 2-5.62-3.80

Da blir
~C =arccos(—0.0697) =94.0

Na finner vi ~B med sinus-setningen:

ﬂ=ﬁ = sinB:EsinC:ﬂ sin94.0° = 0.542.
b C C 7.00

/B :arcsin(0.542):32.8 .
ZA=180"-94.0° —32.8° =53.2°.
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 168

Oppgave 9.6.3

a)
Finner farst ZA:

BD’ = AB° + AD*—~2-AB-AD-cos A
AB? + AD? - BD?

COSA=
2.AB-AD
_ 63.0°+36.1° - 64.0°
~ 2.63.0-36.1
=0.259
Da blir

/A =arccos(0.259) = 75.0° .

Finner ZC pa samme mate:
BD?* =BC*+DC?*-2-BC-DC-cosC

BC? + DC? - BD? _ 60.8% +51.0° — 64.0° 0355
2-BC-DC 2-60.8-51.0 -

cosC =

Da blir
/C =arccos(0.355) =69.2°.

Arealet av firkanten blir summen av arealene av de to trekantene:
Areal =2-AB-AD-sinA+%-BC-DC-sinC

b)
Planen er a finne vinklene i trekant ABP.
Deretter kan jeg finne diagonalen BD, og
fortsette pa samme mate som i oppgave a.

Jeg er usikker pa om ZAPB er stgrre enn
eller mindre enn 90°, og starter derfor
med a finne denne vinkelen med cosinus-
setningen:

AB? = AP? + BP? —2.AP-BP-cos Z/APB
AP’ + BP? - AB* 17.1+30.4° -32.9° 0.129
2.AP-BP 2.17.1-30.4 -

cos ZAPB =

Da blir
ZAPB =arccos(0.129) =82.6°.
Na ngster jeg opp i henhold til planen:
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Matematikk for ingenigrer.
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sin A = sin ZAPB & sin A:ﬁ-sin /APB :30—'4-sin82.6° =0.916.
BP AB AB 32.9 -

ZA=arcsin(0.916) = 66.3° .
/BPD =180" - ZAPB =180"-82.6" =97.4".
PD=32.6-17.1=155.
BD? =PD* +BP?-2-PD-BP-cos /BPD

=15.5° +30.4° —2-15.5-30.4 - c0s97.4° =1286
BD =/1286 =35.9.

Na gjenstar det bare a finne ZC far vi kan beregne arealet:
BD? =BC?+CD?*-2-BC-CD-cosC
2 2 2 2 2 2
BC“+CD”-BD _ 23.2° +27.5°-35.9 _ 0.0045
2-BC-CD 2-23.2-27.5

cosC =

/C =arccos(0.0045) =89.7°

Oppgave 10.3.1
a) b)

N

Oppgave 10.4.1

Oppgave 10.5.1

A

a) 2u—3v=2(—?+2j)—3(—3€—;)=—2i+4j+9i+3j=7i+7j.
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b)

Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper.

240,0° 30,0°
J u,

Av figuren til venstre ser vi at:

u, =|u[cos30" =213 =43,

\Y/

u :ux?+uyj=x/§f+],
Dermed blir
u—2v:(\/§i+])—2(

Oppgave 10.6.1

! u, =|ulsin30° =2-1=1.
v, =|v|cos240° =3 (-1) = -2,
v, =|v|sin 240" =3- ( i\/§):—%\/§.

Da blir

_ 2 ’:_ 3’.‘ 3 2
V=v,i+v,j=-3i-243].

a) u=[23] |u|_\/m_\/— L
v=[-1-1 < |v|=y(-1) :\/_zi
P oz
u-v=|u|-|v|-cos® < cosd= u-y - ~-09806 < 6O~169 .

b) u=[-113]

v=[-321] |v|

u-v=[-11 3]-[—3, 2,

N

Jul- IV

Y
= (1) +12+3 = L
J(3) +22422 = L

1]:(—1)-(—3)+12 +3-1=3+2+3=8.
u-v 8

u-v=ul-|v|-cos® < cosé= = ~06447 < 0~50°.

ul-lv] Vi1-v14a T
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Matematikk for ingenigrer.
Forkunnskaper. Side 171

Oppgave 10.6.2
a) [21][-1a]=0 & -2+a=0 < a=2.

o

a
b) [a1][-12a°]=0 < -a+2a’=0 < a(-1+2a)=0 < {a

IS

©) [a-a1]-[2a1-1]=0 < 2a°-a-1=0

(D) 42 (1) 1+@{%=z

a= =
2-2 4

Oppgave 10.6.3
a) Kaller vektoren v =[x,y]. Da vet jeg:

V|=5 < X*+y*=5 < x*+y’=25.
vstarvinkelrett pd [2,1] < [xy]-[21]=0 < 2x+y=0 < y=-2x.
Da blir
X +y?=25 & X +(-2x)'=25 & X +4X'=25 & 5x°=25
o x2=5 < x=15
Far to lgsninger: o

[x,y]z[\/g,—Z\/g}, [x,y]:[—\/g,Z\/g].

b) Kaller vektoren v =[x,y]. Da vet jeg:

V=4 < m:4 o xXP+y*=16.
vstarvinkelrett pd [1,-1] < [xy]-[L-1]=0 < x-y=0 < y=x.
Da blir

Xryi=16 < xX+x°=16 < 2x°=16 < x=+/8=+22.
Far to lgsninger:

[xyl=[22,242],  [xy]=[-2V2-242].

Oppgave 10.7.1

a) V,=i-] 0g V,=i+].
i ]k
-1 0. 1 0. 1 -1~ _~
v,xv,=[1 -1 0|= 1 Ol_l 0j+1 . =2K.
1 1 0

Viser at |v,| =|v,|=1* +1* =2.

Da blir [v, x v,| =|V,|-|v,|-sin@ =v2 -+/2 -sin90" =2.1=2.
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Hoyrehandsregelen gir at v, x v, ma komme mot oss ut av papirplanet.

by } v1:3f+4] 0g vzzlz.
| 5k
| VV34040303k4I3
o, | X =
[ L 0o 1 o 1o o T
> | 0 0
ALY !
| Viserat |v,|=v3*+4% =+/9+16 =5 mens |v,|=1.
j 2 Siden v, ligger i xy-planet mens v, star vinkelrett ut av
T dette planet, blir vinkel & mellom v, og v, lik 90"
Y by . Dermed blir |v, xv,|=|v,|-|v,|-sin0 =5-1-5in90" = 5.
| N *3/“\4/3 Videre skal v, x v, std vinkelrett pd bade v, og v, slik at
' heyrehandsregelen er oppfylt. Damé v, x v, veere den
VN . vektoren som er vist pa figuren.
Oppgave 10.7.2
a) En vektor som star vinkelrett pa bade u og v er
ik
-2 0 (1 0, (1 -2~
n=uxv=|1l -2 0|= - j+ k
1 11 |31 3 1
3 1 1

=(-2-0)i—(1-0)j+(1+6)k =—2i —j+ 7k
En enhetsvektor i denne retningen er
n —Zi—j+7|2 1 2oA oA
=—= = —2i—j+7k
R E e A

b) En vektor som star vinkelrett pa bade u og v er

i jk
2 1. (0 1. |0 2/~
n=uxv=0 2 1|= - ]+
3 20 |-1 2 |-1 3
-1 3 2

=(4-3)i—(0+1)j+(0+2)k=i—]j+2k
En enhetsvektor i denne retnlngen er
I—j+2k

\/—+22 \/_( j+2k)

c¢) En vektor som star vinkelrett pa bade u og v er

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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)
2 -1, |11 -1, |1 2~
n=uxv=|1l 2 -1= - j+ k
2 3 0 3 0 2
0 2

3
=(6+2)i—(3-0)j+(2-0)k =8i —3j+ 2k
En enhetsvektor I denne retningen er
3] + 2K 1 ( 2

8i —3j+ 2k ).
,/ +22 \/_ )

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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