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Forord.
Kjeere student!

Ved siden av derivasjon er integrasjon den matematiske disiplinen som du far mest nytte av i
ditt ingenigrstudium. Du benytter integrasjon til a beregne areal, volumer, massesenter,
treghetsmoment og mange andre starrelser som du trenger i fag som fysikk, mekanikk osv.
Dessuten ma du beherske integrasjon nar du lgser differensiallikninger.

Na sies det at mens derivasjon er handverk, er integrasjon en kunst. Som alle andre kunstarter
baserer integrasjon seg pa et sett grunnleggende regler. Men deretter kreves det bade fantasi
og kreativitet for & lykkes nar du skal bryne deg pa vanskelige integral. I mange tilfeller fins
det flere metoder som farer til malet. Da ber du ha litt erfaring for a velge den metoden som
er raskest og sikrest.

Farste del av dette heftet er viet integrasjonsteknikker. Selv om det i dag fins dataverktgy
som kan lgse integral, vil jeg sterkt anbefale at du driller integrasjonsteknikk for hand slik at
du ser hvordan et integral skal lgses nar du senere treffer pa et.

Andre del er viet noen av de mange anvendelsene. Her har jeg lagt hovedvekten pa a vise
hvordan vi gar fram for & sette opp de integralene som ma lgses. Du ma nemlig veere sveert
forsiktig med a bruke formler fra formelsamlinger ukritisk. Den eneste sikre veien mot
suksess er a forsta hvordan integralene settes opp.

Til slutt har jeg tatt med en samling sterre oppgaver. Mange av disse oppgavene inneholder

flere problemer enn bare integrasjon. De kan derfor oppfattes som en oppsummering av hele
funksjonslera. Jeg vil derfor sterkt anbefale at du lgser flest mulig av disse oppgavene.

Med hilsen

Bjagrn Davidsen
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1. Integrasjon.

1.1. De grunnleggende definisjonene.
La oss starte med fglgende problem:
Gitt en kontinuerlig funksjon y = f (x) der f(x)>0 for xe[a, b].

Beregn arealet A som er avgrenset av grafen til f, x-aksen, og de to
vertikale linjene x=a og x=hb.

Vi kan finne en tilnermet verdi for arealet A A
ved fglgende prosedyre (se figuren til hayre): f(x) I ™
Del opp x-aksen i n korte stykker med lengder :

AXy Ay, vy DXy, onny AX . T :
La x, vere en vilkarlig x-verdi i Ax, . T 1] |
Konstruer n rektangler der rektangel k har i E i
grunnlinje Ax, og hayde f(x,*). Ll L >

a Xi* X X b X
Arealet av dette rektangelet er (X, *)-Ax,. NN N
A A AX

Summen av arealene av alle de n rektanglene er da tilnaermet lik arealet A:

n
Azz f (Xk*)-AXk .
k=1
Det er innlysende at jo smalere rektanglene er, jo bedre er tilnaermelsen. Det er na rimelig a
anta at dersom vi lar n — oo samtidig som alle strekningene Ax, gar mot null, vil summen

ovenfor konvergere mot A. Mer inngdende undersgkelser (som er alt for omfattende til at vi
skal gjennomfare dem) viser at var antakelse er korrekt. Denne grensen for summen kalles
integralet av f fra a til b, og skrives

[ #(x)dx.

Vi har altsa at

Integralet av f fraatil b er

I: f(x)dx= lim Zn: f (X *)- A%, .
Rfk)io =1

Forelgpig har vi bare definert hva vi mener med et A
integral. Men hvordan beregner vi et integral? 4 ™

Nok en gang skal vi vende tilbake til arealet som vi
definerte i innledningen. Men na skal vi la t vaere fri ] A
X

variabel, og vil skal la A(x) veere arealet som av- Ax

grenses av t-aksen, grafen til f, og de to rette linjene a X b t
t=a og t=x der x>a. Se figuren til hgyre.

AA

Vi lar na x gke med en liten stgrrelse Ax . Da vil arealet gke med en liten stgrrelse

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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AA
A= f AX & —=f )

Hvis vi nd lar Ax — 0, skjer to ting. Farst benytter vi definisjonen av derivert til & sette at
jim 24 _ 9A09).
-0 AX dx
Dernest er det rimelig & anta at nar Ax — 0, kan ~ erstattes av =. Ogsa her viser en naermere
undersgkelse at denne antakelsen er korrekt. Fglgelig har vi at
i AA dA(x)

I =f .
ALO AX dx (X)

Vi har altsa vist den fundamentale sammenhengen:

Med andre ord: for & finne arealet, trenger vi "bare” & finne en eller annen funksjon A(x)
som er slik at

dA(x)

v f(x).
Men det er en liten komplikasjon: Du kan legge til en vilkérlig konstant til A(x), og f& den
samme funksjonen f fordi konstanten faller bort ved derivasjonen. Dette problemet lgses ved &
innfare en vilkarlig funksjon F(x) som er slik at

dF (x) _

v f(x).
Daer

A(x)=F(x)+C.
Men av figuren er det opplagt at nar x =a blir arealet lik null, slik at

A(a)=0 < F(a)+C=0 < C=-F(a).
Dermed har vi at

A(x)=F(x)-F(a).

Na lar vi gvre grense vere b istedenfor x, og gjeninnfarer x som fri variabel. Da har vi at:

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Na viser det seg at vi har bruk for slike beregninger til mye annet enn den arealberegningen
som vi innledet med. Vi definerer derfor:

Lesning: Vi ma farst finne en funksjon F(x) som er slik at 247 + /

& I

dF (x 1 Q I

( ):f(x)zx. 3 //\\ !

) dx ) 21+ 3 |

Vi ser at enhver funksjon av typen ! !

F(x)=3x"+C T | |
der C er en konstant tilfredsstiller dette kravet. M BN
0 1 2 3 4%

Da er arealet bestemt ved
A=[ xdx=F(4)-F(2)=(4-4+C)-(4-2°+C)=8-2=6.

1.2. Grunnleggende integrasjonsregler.

Pa grunnlag av definisjonene ovenfor kan vi sette opp mange integrasjonsregler. La oss ta
dem i systematisk rekkefglge.

1.2.1. Generelle regler for bestemte integral.

Av definisjonen pa bestemt integral som grense for en sum virker reglene nedenfor ganske
innlysende:

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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1.2.2. Generelle regler for ubestemte integral.

Den teknikken vi benytter for & beregne et ubestemt integral, kan brukes til a vise at reglene
nedenfor gjelder:

1.2.3. Integrasjon av enkle funksjoner.

Siden I f (x)dx=F(x) der dFd—f(X) = f (x), kan vi bruke kjente derivasjonsregler til & sette

opp disse integrasjonsreglene:

Den farste av disse reglene gjelder for alle verdier av n unntatt for n =—1. Eksempel b) og c)
nedenfor viser to viktige anvendelser av denne regelen.

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Lasning:
a) I;(xz —2x+2)dx = I:xzdx—zj;xdx+ Zjosldx :[%xﬂz —2[%x2](3) +2[x];
=4(3°-0%)-2-1(3*-0%)+2(3-0)=9-9+6=6

2 1 2 1 S 1 1) 1
—dx=| xPdx=| ——x*"| =| =x"| =12 -1)=-1] =—Z|==
) |, X I {—2+1 } {—1 } ( ) (2 1) 2

1 1

i 1 L] 2( 2 2 2f, 3 o) 2 14
0 I:\/?dx:jfxzdx:{;HXZ } =§(42—12]=§((43)2—(13)2J=§(8—1)=£

2(x+1)° 2 X% +2x+1 o x* 2x 1 2 2 21
d) Lde=Lde:L(7+7+;]dx:Lxdx+J‘12dx+L;dx

=[5, + [ +[nx; = §(2 )+ 2(2-1)+ (In2- Y
=1.3+2:1+In2-0=2+1In2

Oppgave 1.2.1.

Vi avslutter denne innledningen der vi startet: Vi beregner areal.

Eksempel 1.2.2: Beregn arealet som avgrenses av grafen til f og x-aksen nar:
a) f(x)=1-x°.

B f(x) X  nar x<?2
X)=
( 3—2x nar x>2
Lasning:
a) Vi starter med a tegne grafen til f: Vi ma finne skjeeringspunktene med x-

aksen:
f(x)=0 < 1-x*=0
s X¥=1 & x=-1vx=1

noe som ogsa stemmer med grafen. Da blir
arealet:

A= _[_11(1— xz)dx = '[_llldx—'[_llxzdx

-byﬁééégﬁgﬁg :IX :htf{%ﬁja
A | =1-(-1)-4{F (-3

1

3

-0.5— 4
=2-1.2=4

f(x) 4.

W[+~

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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b) Vi starter med a tegne grafen til f: Grafen skjeerer x-aksen nar x = 0. Den
y skjaerer ogsa x-aksen nar

3—3x=0 & x=6
noe som stemmer med grafen.

Videre har vi et knekkpunkt nar x = 2. Da
p 2 % % blir arealet:

A:.[6 f (x)dx=J.02xdx+jzs(3—%x)dx:[%lej +[3x-1-

6
xz}
2

N[~
N[~

=1(22-0%)+3(6-2)-1(6°-2*)=41-4+3-4-1.32=6

2

Oppgave 1.2.2.

Du kommer ikke langt med bare de reglene vi har sett pa hittil. | tillegg ma du kunne noen
viktige integrasjonsteknikker:

Substitusjon er et knippe med beslektede teknikker, der hovedpoenget er at integrasjons-
variabelen x byttes ut med en annen variabel eller funksjon som gir et integral som er
lettere & hanskes med.

Delbrgkoppspalting er en standard teknikk nar vi skal integrere en brgkfunksjon.

Delvis integrasjon kan benyttes nar integranden er et produkt av to faktorer. Hvis vi er heldige
og dyktige, kan vi da skaffe oss et annet integral som er enklere enn det opprinnelige.

Det fins en mengde varianter av diss teknikkene. Noen ganger kan flere teknikker fare til
malet. Det er imidlertid mer vanlig at du ma lgse problemene i flere trinn, der du benytter
flere teknikker etter tur for & omforme kompliserte integral til stadig enklere integral som du
til slutt klarer a lgse.

| dag har vi dataverktgy til disposisjon som kan beregne integral. Behovet for a kunne beregne
kompliserte integral er derfor mindre enn far. Men det er likevel nyttig & beherske teknikken.
Du bar derfor se pa et lite avsnitt om mer avanserte integrasjonsteknikker.

Noen ganger kommer du bort i problemer der en eller begge grensene gar mot uendelig, eller
problemer der integranden selv gar mot uendelig. Slike problemer kalles gjerne uegentlige
integral, og du bgr vite hvordan du skal ga fram for & lgse dem.

| de fleste tilfellene fins det ingen standard metoder som med sikkerhet farer til malet. Du ma
forene erfaring og kreativitet for a lgse integral som ikke lar seg lgse direkte. Noen har sagt at
mens derivasjon er ren teknikk, sa er integrasjon kunst. Nar du behersker mest mulig av denne
kunsten, kan du se pa et lite utvalg anvendelser av integrasjon.

Selv om du blir aldri sa flink til & integrere, ma du nok innse at det fins noen integral som ikke
lar seg lgse eksakt. Da kan du fa tilneermede lgsninger av bestemte integral ved & benytte
numerisk integrasjon. Slike metoder ma ogsa benyttes dersom du ikke kjenner integranden
som en funksjon, men bare kjenner punkter pa funksjonsgrafen.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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1.3. Substitusjon.
| utgangspunktet er dette kjerneregelen anvendt pa integraler. Hovedpoenget er at vi ser etter
en kjerne u (x) som er slik at integranden blir en funksjon av u etter at dx er erstattet med du.

Denne erstatningen gjeres vanligvis ved a sette

du.

du
1 — d —
u'(x) ™ & dx (%)

Hvis vi na far et uttrykk som kan integreres, er vi (nesten) i mal.

Eksempel 1.3.1: Beregn integralene nedenfor:
a) j 2sin(2x)dx

b) [ x-edx

o | sz_ldx

d) j X+ X% +1dx

e) _[ sin’ x - cos x dx

" I x21+4dx

Lasning:
a) Vi ser at nar vi deriverer 2x far vi 2. Vi prgver derfor kjernen
u(x)=2x = u'(x)zg—u:Z < dx=3du.
X
Integralet kan na skrives

j 23in(2x)dx=j Zsinu +5du=—cosu+C =—cos(2x)+C.

b) Vi ser at nar vi deriverer —x* far vi —2x, og x-en har vi bruk for. Vi praver derfor kjernen

2 . du 1
= = =2 dx=——du.
U(X) X = U (X) Ix X < X % u

Integralet kan na skrives
j x'e‘xzdx:'[ X-e“(—idu):—%f eldu=-L.e"+C=-1eX +C.

2 2

c) Vi ser at ndr vi deriverer x> —1 far vi 2x, og x-en har vi bruk for. Vi praver derfor
kjernen

u(x)=x*-1 = u'(x):d—u:2x = dx:idu.
dx 2X

Integralet kan na skrives

j X dx='|.§-idu=ﬂ %du:%-ln|u|+C=%ln|x2—l|+C.

x> -1 2X

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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d) Vi ser at nar vi deriverer x> +1 far vi 2x, og x-en har vi bruk for. Vi prever derfor
kjernen
2 : du 1
u(x)=x*+1 = u'(x)=—=2x < dx=——du.
dx 2X
Integralet kan na skrives

I x\/x2+1dx:j X-\/U-idu:%j \/Udu:%j u’du
-ll urt+Cc=1.
5 1hdl

ol

= u%+C:§(x2+l) +C

N |-
w|n

e) Her merker vi oss at nar vi deriverer sinx far vi cosx som inngar i integranden. Vi
praver derfor kjernen
. . du 1
u(x)=sinx = u'(x)=——=cosx < dx=——du.
dx COS X
Integralet blir na

. 1 :
IS|n2x-cosxdx:ju2~m- du=2%u®+C=1sin’x+C.

cosX 3
f) Dette minner litt om integrasjonsformelen som gir arctan x :

1
dx = arct C.
j ) X arcan(x)+

Men for & kunne bruke denne formelen, mé vi skaffe oss et 1-tall som konstantledd i
nevneren. Det gjar vi slik:

1

1 1 1
jx2+4dx:j 4(}1x2+1)dx_4'[ 1+(x)2dx'

2
Na praver vi
u(x):5 = u'(x):d—u:i & dx=2du.
2 dx 2
Integralet blir na

SR SN S Y (N SN T —1 x
I dx_4_[ 1+(§)2dx I1+u2 Zdu = 1arctanu +C = Larctan (%) +C.

X% +4 A

Du kommer ofte bort i integraler av samme type som i Eksempel 1.3.1a) ovenfor. Det kan
derfor veere nyttig a lgse dem en gang for alle. Da far vi reglene nedenfor, som du sikkert
klarer & bevise selv ved a benytte samme framgangsmate som i Eksempel 1.3.1a):

Nér a er en konstant, blir
_[ sin(a-x)dx=—xcos(a-x)+C

[ cos(a-x)dx=1sin(a-x)+C

_[ e dx=2e"*+C
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Oppgave 1.3.1.

Da vi lgste integralene i Eksempel 1.3.1, erstattet vi kjernen u med den opprinnelige
variabelen x i sluttsvaret. Men nar vi skal beregne bestemte integral, er dette ikke ngdvendig.
Det er ofte enklere a endre grensene for integrasjonen samtidig som vi innfgrer den nye
integrasjonsvariabelen u. Eksemplene nedenfor viser hvordan vi gar fram.

Eksempel 1.3.2: Beregn disse bestemte integralene:

a) J: Xy X% +1dx (se Eksempel 1.3.1d).
b) jfsin2 X - COS X dx (se Eksempel 1.3.1e).
Lasning:
a) Vi lgste integralet ved a innfare kjernen
u(x)=x*+1,
og fant at

J. XV x? +1dx:%j Judu=1u?+C.
Istedenfor & gjeninnfare x i dette svaret far vi setter inn grensene, kan vi benytte at nar
x=0eru=0"+1=1,0gndr x=2 er u=2°+1=>5. Da blir

Joxp s tax=4 [ Vudu=2[ut] =3(5' -1t =3(55-1).

Dette et lettere enn a benytte at
2

[l tan= 40 +1) | =3((2" +2)' (0" ) |4f5' ) -4(55 ).

0

b) Vi lgste integralet ved a innfare kjernen
u(x)=sinx,
og fant at
J' sinzx-cosxdx:j u*du=2iu*+C.
Istedenfor & gjeninnfare x i dette svaret far vi setter inn grensene, kan vi benytte at nar
x=0er u=sin0=0,0gndr x== er u=sin(%)=1. Da blir
72 o edn T3 113 _n3) —
J.O sin x-cosxdx_fou du_[su ]0 _3(1 0 )_

Dette et lettere enn a benytte at

1
3

J.fsinz X-cos xdx = <sin’ x]% =1(sin*(£)-sin®(0)) =4(2° - 0°) =1.

0

Oppgave 1.3.2.

| integrasjonsformelen for _[ ~dx (og i eksempel 1.3.1c ovenfor) har vi satt inn et
absoluttverditegn i lgsningen:

J. %dx:ln|x|+C.
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| neste avsnitt om integrasjon med delbrgkoppspalting far vi bruk for en mer generell formel:

de In|x a|+C
X—a

Vi skal nd utlede denne formelen og forklare hvor absoluttverditegnet kommer fra.

Anta farst at x —a > 0. Da substituerer vi
u=x—-a = dx=du
slik at integralet blir

I—dx du_lnu+C In(x-a)+C.

Sa antar vi at x—a < 0. Vi substituerer

u(x)=-(x-a)

(merk at u blir positiv). Da blir
dx=-du

slik at

X%adx=j _(Xl_a)(—dx)zf %du:lnu+C:In(—(x—a))+C.

Men —(x — a) blir positiv nar x —a < 0. Samler vi resultatene far vi at
1
——dx=In|x-a|+C.
X—a

1.4. Integrasjon med delbrgkoppspalting.
Vi skal nd benytte den setningen vi utledet nettopp:

de +C.
X—a
Du behersker sikkert sa pass mye brgkregning at du ser at
1 2 L(2x+1)-2-(x-1) 2x+1-2x+2 3

x-1 2x+1  (x=1)(2x+1) = 2xX*+x-2x-1 2xX*-x-1
Dermed har du alt du trenger til & lgse integralet i eksemplet nedenfor:

Eksempel 1.4.1: Beregn integralet

j%dx.
2x°—x-1
Lasning: Du vet allerede at
3 1 B 2
2x2—x—-1 x-1 2x+1

Da blir
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3 1 1
Nl il e s e

+C

=In|x -1 In|x+—|+C In|X==

X+

| eksemplet ovenfor var vi heldige fordi den opprinnelige integranden allerede var spaltet opp
i delbrgker. Vanligvis er vi ikke sa heldige. Vi ma da ty til delbrgkoppspalting, som er
gjennomgatt i heftet om "forkunnskaper".

Eksempel 1.4.2: Beregn integralet

2
'[ Xz_ldx.

Lasning: Vi merker oss farst at substitusjon ikke fgrer fram fordi den naturlige kjernen
u(x)=x*-1
gir du = 2xdx som ikke passer inn i integralet. Vi benytter derfor at
x*—1=(x+1)(x-1),
og spalter integranden i delbrgker slik:
2 2 A B A(x-1)+B(x+1)
Xt-1 (x+1)(x-1) - x+1Jr x—1_ (x+1)(x-1)
_ Ax-A+Bx+B (A+B)x+(-A+B)
- (x+1)(x—1) - (x+1)(x—1)
Men dette er egentlig en identitet som skal veere oppfylt for alle verdier av x. Det er kun mulig

dersom teller-polynomene er identiske. Dette gir likningene
A+B=0
-A+B=2
Dette likningssystemet lgses enkelt ved a legge sammen likningene. Da far vi
2B=2 < B=1.
Fra den gverste likningen far vi na
A+B=0 & A=-B=-1
slik at

2 2 _ 1 1
x*-1 (x+1)(x-1) x+1 x-1
Na er vi klare til & integrere'

j 22 dx = —dx+ —dx——ln|x+].|+In|x—1|+C:InX—_1
x° =1 X+1 X— x+1

+C.

| avsnittet om delbrgkoppspalting i heftet om "forkunnskaper" er det demonstrert en ”snarvei”
som kan benyttes nar nevneren kan faktoriseres i forskjellige reelle farstegradsfaktorer, og
som kunne spart oss for litt arbeid i eksemplet ovenfor. Denne snarveien kan dessverre ikke
hjelpe oss i eksemplene nedenfor.
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Oppgave 1.4.1.

Hvis nevneren inneholder en gjentatt farstegradsfaktor, kan delbrgkoppspaltingen foretas pa
flere mater. Jeg vil imidlertid anbefale den metoden som er vist i neste eksempel:

Eksempel 1.4.3: Beregn integralet
2
J. X—+2dx .
X

(x-1)

Lasning: Her gjentas faktoren (x —1) to ganger. Det gunstigste er da a benytte delbrgk-
oppspaltingen nedenfor:
X*+2 A B C  A(x-1)° +Bx+Cx(x-1)
X(x—1) X (x=17  x-1_ X(x—1)
_ A —2Ax+A+Bx+Cx* —Cx _ (A+C)x* +(-2A+B-C)x+A
- x(x—l)2 - x(x—l)2
Siden dette er en identitet, ma vi ha
A +C=1
—2A+B-C=0
A =2
Her ngster vi raskt opp lgsningen, og finner
A=2, C=1-A=-1, B=C+2A=3.
Dermed blir
X* +2

J. x(x—l)2

< dx — idx

(x—l)2 x-1

dx=I %dx+_[

NG 3

~° ic
x -1 x—lJr

:2In|x|—%—ln|x—1|+c =1In

Integralet i midten Igses med substitusjonen
u=x-1 < dx=du:
j 3 zdx:j %du :3'[ Pdle—2 2 e gtics =9 o
(x-1) u -2+1 x—1

Nar nevneren inneholder andregradsfaktorer som ikke kan faktoriseres videre til reelle
farstegradsfaktorer, lar vi telleren i delbrgken vaere et farstegradspolynom:

Eksempel 1.4.4: Beregn integralet

2x—1
-[ x(x2 +1) dx

Lasning: Faktoren x*+1 kan ikke faktoriseres videre til reelle farstegradsfaktorer. Vi
benytter derfor en delbrgk der telleren er et fgrstegradspolynom i x:
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2x-1 _ A Bx+C _A(X'+1)+(Bx+C)x _(A+B)x’ +Cx+A
x(x2+1) x o X3+l x(x2+1) - x(x2+1)

Siden dette er en identitet, ma vi ha
A+B=0.
C=2.
A=-1.

A og C er allerede kjent. Deretter blir B=—A=1. Delbrgkoppspaltingen blir da
2x -1 -1 x+2

X(x° +1) X x4l
som gir

2x—-1 -1 X
'fmdx:j 7dx+j X2+1dx+j v d

=—In|x|+In(x* +1) + 2arctan(x) + C

Integralet i midten Igses med substitusjonen

u=x’+1 = d—u:2x =N dx—d—u
dx 2X

du

Ix+1 _.[ (2%/} —=%In|u|+C=%ln(x2+1)+c

der absoluttverditegnene kan slgyfes fordi x* +1 alltid er positiv.

Vi tar et stgrre eksempel til slutt:

Eksempel 1.4.5: Beregn integralet

2X
I X4_1dx

Lasning: Vi faktoriserer farst nevneren i reelle faktorer:

x* _1:()(2)2 —lz(x2 +1)(x2 —1):(x2 +1)(x+1)(x—1).

Vi praver derfor delbrgkoppspaltingen nedenfor:
2x Ax+B C N D

7 =— + .
X' -1 x“+1 x+1 x-1

Sa setter vi hgyre side av likhetstegnet pa fellesnevner. Vi far:
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2x Ax+B C D (Ax+B)(X’-1)+C(x*+1)(x-1)+D(X* +1)(x+1)
x*-1 x*+1 x+1 x-1 (x2+1)(x+1)(x—1)

_ AX® - Ax+Bx*—B +Cx’—Cx* +Cx—C + Dx* + Dx* + Dx + D
(x2+1)(x+1)(x—1)
_(A+C+D)x3+(B—C+D)x2+(—A+C+D)x+(—B—C+D)

(x2 +1)(x+1)(x—l)

For at dette skal vaere en identitet, ma vi kreve at
A +C+D=0

B-C+D=0
-A +C+D=2
-B-C+D=0

Slike likningssett lgses vanligvis lettest med matrisemetoder, som er omtalt i et annet hefte.

Men her ser vi at dersom vi legger samme alle likningene, far vi
4D=2 < D=2

Legger vi sammen 2. og 4. likning, far vi
—2C+2D=0 & C=D=3.

Da gir 1. likning
A=C-D=-1-3=-1

mens 2. likning gir

B=C-D-= =0.
Hele delbrﬂkoppspaltlngen blir da
2x _Ax+B C D —X % 1

7 =— + + +
X' -1 x*+1 x+1 x—l x+1 X+1 x-1

Na er vi klare til & integrere:

j Xfildx:j v +1dx+ I dx+ j—dx

=—1In(x* +1)+%In|x+]4+%ln|x—]4 +C

-1

x?+1

+C

— 1 2 1 2 1
——?In(x +1)+3|n|x —1|+C —Eln

Det farste integralet beregnet vi med substitusjonen

u(x):x2+1 = u'(x):d—u:2x o dx:idu.
dx 2X
Da blir

-f X;J):ldx:_'[ A-Zidx:_%mu +C =—%|n(x2+1)+c,

Oppgave 1.4.2.
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1.5. Delvis integrasjon.

Dette er en integrasjonsteknikk som kan benyttes nar integranden er et produkt av to faktorer,
der den ene faktoren kan oppfattes som den deriverte av en kjent funksjon. Da gjelder:

j u'(x)-v(x)dx = u(x)-v(x)—j u(x)-v'(x)dx

Utledning: Vi tar utgangspunkt i den kjente derivasjonsformelen for et produkt:
(u-v)'=u'v+u-v' < u'v=(u-v)-u-v'

der det er underforstatt at u og v er funksjoner av x. Denne derivasjonsregelen integreres,

samtidig som vi benytter at

I (u-v)dx=u-v.
Da far vi regelen i ramma ovenfor.

Nar vi gnsker a bruke denne regelen, ser vi om integranden inneholder en faktor som er den
deriverte av en kjent funksjon u(x), samtidig som produktet u(x)-v'(x) lar seg integrere.

Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 1.5.1: Beregn disse integralene:

a) j X -e*dx
b) j X - sin xdx
c) _[ In x dx
Lasning:

a) Her lgnner det seg & velge u(x) og v(x) slik:
u'(x)=e* <« u(x):J'ede:eX
v(x)=x = v'(x)=1

Da far vi:

v u’' v u v u
Jx'exdx:x-ex—f l.e¥dx=x-e*-e*+C.

b) Her lgnner det seg a velge
u'(x)=sinx < u(x)zj'sinx=—cosx
v(x)=x = v'(x)=1
Da far vi:

J' >V<-siF1lxdx=>V<-(—C(qux)—J' 1-(—c<u)sx)dx:—x~cosx+j cos xdx

=—X-CoSX+sSinx+C
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c) Her erintegranden tilsynelatende ikke noe produkt. Men hvis vi oppfatter integralet slik:
[ Inxdx = 1-Indx
far vi et produkt. Da velger vi:
u'(x)=1 « u(x):j 1dx = x
v(x)=Inx = v'(x)=1
Da far vi:

far
I 1-Inxdx:x-lnx—j x-%dx:x-lnx—j ldx=x-Inx—x+C.

Noen ganger ma vi bruke teknikken flere ganger etter hverandre slik eksemplet nedenfor
viser. Eksemplet viser ogsa at nar vi har et bestemt integral, lgser vi farst det ubestemte
integralet fullt ut fer vi setter inn grensene.

Eksempel 1.5.2: Beregn integralet

Isz cos xdx .

Lgsning: Her lgnner det seg a velge
u'(x)=cosx <« u(x):J.cosxdx:sinx.
v(x)=x* = v'(x)=2x.
Da far vi:
J'><v2-cc)u§xdx:><vz-siﬁx—.[ 2V;<-siF1xdx:x2-sinx—2I X -sin xdx.

Det siste integralet lgses ogsa med delvis integrasjon. Dette er allerede gjort i del b) i forrige
eksempel. Vi setter inn resultatet derfra, og far

I x*cosxdx = x*sinx —2(—x-cosx +sinx+C)

=Xx%sin X+ 2X-cos X — 2sin X — 2C

Sa setter vi inn grensene. Da kan vi se bort fra konstanten (mer presist: Nar vi setter inn
grensene, Vil vi legge til og trekke fra konstanten). Resultatet blir:

J'sz cos xdx = [xzsin X + 2X - €0S X — 2sin x]j

(2)sin(2) +2-Zcos(Z) - 2sin(%) - 0-sin(0) —2-0- cos(0) — 2sin(0)

2

=2 .1+7.0-2.1-0-0-0=2--2

Oppgave 1.5.1.

Na som du har veert gjennom de grunnleggende teknikkene, bgr du lgse noen blandede
oppgaver i Oppgave 5.2.
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1.6. Mer avanserte integrasjonsteknikker.

Dersom du virkelig vil beherske integrasjon, ma du nok kjenne til flere integrasjonsmetoder
enn de vi har gatt gjennom hittil. Vi skal na se pa noen mer avanserte metoder. Du vil
imidlertid oppdage at det ikke er de store prinsipielle nyhetene i dette avsnittet. Det er stort
sett nye anvendelser av allerede kjente teknikker.

1.6.1. Integrasjon av rasjonale funksjoner.
Vi skal na se naermere pa hvordan du gar fram for a integrere funksjoner av typen
P
f (x)= P
Q(x)
der P(x) og Q(x) er polynomer i x.

Dersom P(x) har hayere grad enn Q(x), foretar du farst en polynomdivisjon (se heftet om

"forkunnskaper") slik at du far et polynom pluss en brgk der telleren har lavere grad enn
nevneren. Deretter spaltes denne brgken opp i delbraker. Disse er vanligvis greie a integrere
unntatt dersom du far andregradspolynom i nevneren som ikke lar seg faktorisere i reelle
farstegradsfaktorer. Vi skal derfor se pa "problem-integral” av typen

J‘ Ax+B dx

ax’ +bx+c

La oss farst antaat A=0, slik at vi har integral av typen

B

| —"
ax“+bx+c

Slike integral lgses ved a benytte at

j 21 1du=arctanu+C
us+

Framgangsmaten er illustrert i eksemplet nedenfor.
Eksempel 1.6.1. Beregn integralet
1
J z—dX .
X°—4x+13

Lasning: Vi merker oss at nevneren ikke kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer. Vi
omformer da nevneren slik:

X’ —4x+13= (X" —4x+4)+9=(x-2)" +9.
Vart forste mal er na a fa et 1- taII som konstantledd i nevneren. Integralet omformes derfor til

1 1 1
Ix —4x+13 _I (x- 2 dx I ( +1)dx—§I (X3‘2)2+1dX'
Na substituerer vi
:X;Z = d—u=1 < dx=3du.
3 dx 3
Da blir
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1 1
J- mdx—gjl m X—§‘[ u2+1-3dU—§arCtanu+C

= 1arctan (X;Zj +C
3 3

Na er det pa tide & ta med ferstegradsleddet i telleren, slik at integralet er av formen
J- Ax+ B dx

ax> +bx+c
Huvis vi er riktig heldige, er telleren lik den deriverte av nevneren, eventuelt multiplisert med

en konstant. Dersom det er tilfelle, kan vi substituere u(x) =ax’ +bx + ¢, og hele integralet
reduseres til

J‘idu=lnu+c.
u

Sa heldig er vi vanligvis ikke. Men kanskje vi kan trikse litt med telleren slik at vi blir sa
heldige? Eksemplet nedenfor viser hvordan vi kan ga fram.

Eksempel 1.6.2: Beregn integralet

4x +1
[y
X°—4x+13
Lasning: Vi setter
u(x)=x*-4x+13 = z—u:2x—4 < du=(2x—4)dx.
X

Dessverre star det ikke 2x — 4 i telleren i integralet vart. Men det fikser vi fort:
4x+1=4x-8+9=2(2x—-4)+9.
Da blir
2x 4 +9 _
[l g ABEARS, g Bl g L
X’ —4x+13 x? —4x+13 X°—4x+13 X°—4x+13

_ZI Q. —arctan( 2j+C
3

dx

- 2In(x2 —4x +13)+3arctan (%ZJ+C

Under veis har vi benyttet resultatet fra Eksempel 1.6.1.

Oppgave 1.6.1.

Vi avslutter med et skikkelig beist av et eksempel, der vi far bruk for alle vare teknikker:

Eksempel 1.6.3: Beregn integralet
J x* +2x% +12x* — 46X — 20d
X2+ 4x% + 20x
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Lgsning: Vi ser at telleren har hgyere grad enn nevneren. Vi ma derfor starte med en
polynomdivisjon:

(X + 267 +12x7 — 46x— 20): (X + 43 4 20x) = x =24 22D
X+ 4x° + 20X

—(x“ +AX + 20x2)

—2x% —8x* —46x—20
(2% -8x* - 40x)
—-6x—-20
S& ma den siste brgken delbrgkoppspaltes:
_6X—20 A Bx+C A(x2+4x+20)+(Bx+C)x

e+ AX2+20X X XE+4X+20 X3 + 4x? + 20x
_ (A+ B)x2 +(4A+C)x+20A

X% + 4x% + 20X

Dette gir likningene

A +B =0
4A +C =-6
20A =-20

Disse likningene ngstes opp nedenfra:
20A=-20 < A=-1.

4A+C=—6 < C=-6-4-(-1)==2.
A+B=0 < B=-A=Ll.

Dermed har vi at
J- x* +2x3 +12x% — 46x — 20
X% +4x% + 20X

dx:J' (x—2)dx—j %dx+‘|. #Xizodx.

Her er det bare det siste integralet som gir oss problemer. Den naturlige substitusjonen er

u(x)=x*+4x+20 = j—u:2x+4 < du=(2x+4)dx.
X

Na ma vi trikse litt med telleren:
x—2=1(2x—4)=1(2x+4-8)=%(2x+4)-4
slik at
2x+4

jx 4%+ 20 Ll e X2 +4x+20 - X+ ax+20

Det farste av disse integralene lgses na direkte:

1(2x+4 du
I x§—€r4x+30dxz%j T:%Inu+(3:%In(x2+4x+20)+C.

Det siste av disse integralene er mer plundrete. Vi omformer farst nevneren slik:
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X* +4x+20=(x"+4x+4)+16 = (x+2)° +16 :16(ﬂ+1)=16((ﬁ)2 +1)

16 4
slik at
e

PV S SV VS W WL )
Vv )™ o v

= arctanu + C =arctan(*:2) +C

Her har vi substituert
u(x):XL2 = d_uzl < dx=4du.
4 dx 4

Na gjenstar det bare & samle tradene:

x* +2x3 +12x% — 46x — 20 1
j 4%+ 20x dx:j(x—Z)dx—I ;dx+'[

X—2
LT
X*+4x+20
=1x* —2x—Inx+1In(X* +4x+20) - arctan (%32) + C

VX2 +4x+20

X

12 X+2
=1x*—2x+In —arctan(%2)+C

Oppgave 1.6.2.

1.6.2. Integralet kan lgses av en likning.

Noen ganger hender det at nar vi praver a lgse et integral, ender vi opp med at det integralet vi
skal lgse, inngar i en likning. Da finner vi integralet ved a lgse likningen. Nedenfor ser du et
eksempel pa en slik situasjon.

Eksempel 1.6.4: Beregn integralet
j e*sinxdx.

Lgsning: Integranden er et produkt. Da er det naturlig & prave delvis integrasjon.
u'(x)=e* < u(x)=e

X
v(x)=smx = v(x)zcosx

u' v u v u Ve
j e*sin xdx:ex-sinx—f e*.cosxdx.

Det gikk ikke i farste omgang. La oss prave delvis integrasjon en gang til for & lgse det
gjenveerende integralet:

u'(x)=e* < u(x)=e

X
v(x)=cosx = Vv'(x)=-sinx

u' Vv u Vv u v'
J. excosxdx:ex~cosx—J. e“(—sin xjdx:excosx+j e*sinxdx.
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Fremdeles er vi ikke i mal. Det ser faktisk ut som om vi gar i ring og kommer tilbake til
utgangspunktet. Men se hva som skjer nar vi setter sasmmen det vi har funnet hittil:

J' exsinxdx:ex~sinx—j e* cos xdx
=ex-sinx—(excosx+j exsinxdx)
:ex~sinx—excosx—_[ e”sin x dx

Men dette er jo en likning som vi kan lgse I e*sinxdx utav! Vi samler begge integral-
leddene pa venstre side og far
2J. e*sinxdx =e*-sinx—e*cosx < J. e*sinxdx =1e*(sinx—cosx).

En integrasjonskonstant ber fayes til etterpa.

Oppgave 1.6.3.

1.6.3. Trigonometriske integral.

Integrasjon av trigonometriske funksjoner kan vere noksa krevende. Jeg skal na rgpe noen av
de vanligste teknikkene.

Omforming av vanskelige integrander ved hjelp av trigonometriske identiteter er noe av det
farste vi praver. Da husker vi spesielt at

sin®x+cos’ x =1
og at

cos(2x)=2cos’x-1 < cos’x=21+1cos(2x)
eller

cos(2x)=1-2sin’x < sin’x=2%-1cos(2x).

Identitetene for et produkt av sinus og cosinus kan ogsa komme til nytte:
sinu-cosv =2(sin(u—v) +sin(u +v)).

cosu - cosv = 2(cos(u—v) +cos(u+v)).

sinu-sinv =1(cos(u—v) —cos(u +Vv)).

Du ma imidlertid veere forberedt pa at slike integral ma lgses i flere trinn, og at du kan fa bruk
for substitusjoner av typen
u=sinx = du=cosxdx

0g
U=cosXx = du=-sinxdx.

Eksempel 1.6.5: Lgs disse integralene:
a) j cos® xdx

b) j sin® xdx
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—dt
sint

Lasning:

a)

b)

_[ coszxdx:j (£ +4cos(2x))dx =1 j dx+1 I cos(2x)dx

=1x+1-1sin(2x)+C =1x+41sin(2x)+C

J' sinsxdx:J' sinx-sinzxdx:j sin x(1— cos? x)dx:J' sinxdx—J' sin x - cos? x dx

Det siste integralet lgses med substitusjonen

U=cosXx = du=-sinxdx.

Da blir

—I sinx-coszxdx:j u’du=2u®+C=21cos’x+C.

Dermed blir

[ sin®xdx = [ sinxdx— | sinx-cos® xdx=—cosx++cos’ x+C.

Vi kunne ogsa lgst integralet slik:

I sin‘°’xdx:j sinx-sinzxdx:j sinx (£ —%cos(2x))dx
:%I sinxdx—%J‘ sinx - cos(2x) dx
=%(—cosx)—%f 1(sin(x — 2x) +sin(x + 2x)) dx

=—L1cosx —%J' (sin(=x) +sin(3x))dx

=—Lcosx —1(cosx—1cos(3x))+C

=—3cosx+:c0s(3x)+C

Vi far tilsynelatende ikke samme svar med de to metodene. Men ved a benytte at

cos(3x) = 4cos® x —3cos x

far vi

~3cosx+£cos(3x) = —2cos x + 4(4cos® x — 3cos x) = —cos x + L cos® x

som er samme svar som far. Dette illustrerer at et svar kan gis pa flere tilsynelatende
ulike mater.

Lot
sint

dt.

sint sint
) t_I 2
sin“t 1-cos“t

Hensikten med a komplisere integralet pa denne maten, er a kunne bruke substitusjonen

u=cost = du=-sintdt.

Da blir

1 sint —du
= 1 dt= - S .
sint I1—coszt J.u —1 J.(u+1)(u 1)

Na kan integranden delbrﬂkoppspaltes. Jeg hopper over detaljer, men resultatet er

cost—-1
cost +1

+C.

1 1
du = 2 2 ldu=2i(InjJu=2-Inju+1)+C=1In
Iu -1 I(u—l u+l} >(Inl u-+1) ?|
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N4 ma vi huske at —1< cost <1 slik at |cost + 1| = cost +1 mens |cost —1| =1—cost. Da
blir

_1 dt:%ln cost—1 C =%Inl—cost LC
sint cost +1 1+ cost
2 2 2
_1 (1-cost) _1in (1—cos:) +C=1in (1—.cclst) i
(1+ cost)(1—cost) 1-cos’t sin’t
2\2
_ In[(l—_cc;st) j e Inl__COSt e
sin’t sint]

Oppgave 1.6.4.

1.6.4. Trigonometrisk substitusjon.

Nar vi har benyttet substitusjon, har vi alltid plukket ut en kjerne u som er en funksjon av x.
Men vi kan ogsa gjere det motsatt: La x veere en funksjon av en ny variabel t! Ofte lar vi x
veaere en trigonometrisk funksjon, selv om vi nettopp har sett at trigonometriske integral kan
veere ekle & ha med a gjgre. Metoden kalles derfor ofte trigonometrisk substitusjon. Neste
eksempel viser hvordan metoden kan virke.

Eksempel 1.6.6: Beregn integralene

a) I V1-x2dx

b)

1
—dx
j XN x? +1

Lasning:
a) Vi praver substitusjonen

x=x(t):sint = %:cost <  dx=costdt.
Da blir

J1—x? =+/1—sin’t =+/cos’t = cost .
Innsetting gir

_[ \/1—x2dx=j cost-costdt:_[ cos’tdt.

Men dette integralet har vi nettopp last i Eksempel 1.6.5a. Vi henter resultatet derfra, og
far
J V1-x*dx = j cos’tdt =3t+1sin(2t)+C
Na gjenstar det & gjeninnfare x. Vi benytter farst at
X=sint < t=arcsinx.
Videre benytter vi at

sin(2t) =2sint-cost =2sint-y1-sin’t =2x-v1-x*.

Vi samler tradene, og far
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.[ V1-x*dx =1t +1sin(2t)+C =Larcsinx +1-2xy1-x* +C
=%(arcsinx+x\/1—x2)+c

b) Her ma vi bruke den trigonometriske substitusjonen

X =tant .

Da blir
sin”t |, cos’t _ [sin®t+cos’t _ [_1 _ 1

\/X +1= \/tan t+l= \/os t coszt _\/ cos?t  \ cos?t  cost’
Videre blir

dx 1

—=—0 & dx=—73dt.

dt cos°t cos“t
Vi setter alt dette inn i integralet, og far

1 1 1 1
——dx=| = . dt=| —dt.
I xVx2 +1 J St s 008t sint
Dette integralet har vi aIIerede lgst i Eksempel 1.6.5¢c. Vi henter resultatet derfra, og far

L ogroinizest e

[ =]
el dsnt g

Neste problem er a gjeninnfare x. Da benytter vi at
B2 2
sin“t 1-cos“t
X' =tan’t=——= - < x°cos’t =1-cos’t
cos“t cos“t

1
< XPcostt+costt=1 < (x2+1)coszt:1 & cost =
x*+1
Videre blir
) 1 x2+1)-1  x° ) X
sint=1-cos’t =1-— =( :) =— = |sint| = X
X“+1 X“+1 X“+1 X2 +1
Dermed blir

J x=| BSOS (el IR L e o P
x«/ﬁ sint Isint] i B .

Oppgave 1.6.5.

1.7. Uegentlige integral.

Hittil har vi kun tatt for oss integral der integrasjonsgrensene er endelige, samtidig som
integranden ogsa er endelig innenfor hele integrasjonsomradet. Na skal vi se pa integral der
integrasjonsgrensene gar mot uendelig, og integral der integranden gar mot uendelig. Slike
integral har pa norsk fatt det misvisende navnet uegentlige integral.

Det kan virke neerliggende a tro at integral ma ga mot uendelig nar integrasjonsgrensene gar
mot uendelig, eller ndr integranden selv gar mot uendelig. Men i noen situasjoner gar faktisk
slike integral mot en endelig verdi. Vi sier at integralene konvergerer mot en endelig verdi.
Dersom slike integral ikke gar mot en endelig verdi, sier vi at de divergerer.
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Vi skal ta for oss disse situasjonene etter tur, og skal farst se pa integral der en eller begge
integrasjonsgrensene gar mot uendelig.

1.7.1. Integral der en integrasjonsgrense gar mot uendelig.

Integral av typen
j:f(x)dx
skal oppfattes som
lim [ £ (x)dx. A b x

b—wd a

>

Dette betyr at vi farst beregner det bestemte integralet pa vanlig mate. Deretter lar vi b — oo .

P& samme mate setter vi
b b
[* f(x)dx=lim [ "f(x)dx.

a—>—ood a

Noen eksempler vil illustrere framgangsmaten.

Eksempel 1.7.1: Beregn disse integralene:
a) If e*dx

b) jfx—lzdx

c) Lw%dx
Lasning:
D [° edx=lim [e'dx = lim [e*]) = lim (¢" ~¢*) =1 lim e* =1-0=1,

Dette integraler konvergerer mot 1.

b 1
=

X2

b
= Iim[—l} = Iim(—£+1j =0+1=1
b—wo X h b—w b 1 =

Dette integralet konvergerer mot 1.

b—w b— b—w

b
b) Lw%dx:lim dx:!LTO.flbxzdx:lim[%sz*l} = lim[ T
1

b
=

o ] Tax=lim b%dx = lim[In(x)]

X b—owd1

limIn (b) - In1= limIn (b) - 0.

Men ndr b — oo vil In(b) — 0. Det vil si at dette integralet divergerer.
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Oppgave 1.7.1.

1.7.2. Integral der integranden gar mot uendelig.

Vi skal nd se pa noen integral der integranden gar mot uendelig nar vi neermer oss en av
integrasjonsgrensene.

Dersom f (x) — o nér x — a*, setter vi

[*f(x)dx=lim [ (x) .

toatdt

— >
'oat b X
Dette inneberer at vi farst beregner et bestemt integral pa helt vanlig mate, og deretter lar vi

integrasjonsgrensen ga mot den verdien der f (x) —> 00,

P& samme maéte setter vi

[ f (x)dx=lim £ (x)dx

dersom f(x)— oo ndr x > b". ] L
a t b x
Eksempel 1.7.2: Beregn disse integralene:
) [l
—dx
°Jx
11
b) jOFdx
C) j:lnxdx
d) thanxdx
Lasning:
a) Viserat -+ =—>® nar x — 0*. Da blir
.[ Lx = lim [ Ldx = lim [ x dx = Iim{ } lim 2f
0 Vx a—0" X a0 va a—0" a—>0+
=2Iim(\/i—\/5)= (—Ilm\/_) 2(1-0)=2
a—0" a—0" =

Integralet konvergerer mot 2.

b) Viserat =+ — oo nar x — 0". Da blir
Jox= lim [ x = lim [ x| = lim 2], = im (~5+4) =1+ lim (3).

Men vi ser at - — oo ndr a — 0. Det vil si at integralet divergerer.
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c) Vivetat Inx — —oo ndr x — 0". Da blir
Illn xdx = lim [ Inxdx = lim [x-lnx—x]1 = lim (1-In(1)—1—a-|n(a)+a)
0 a

a—0"vJa a—0" a—0"

=1.0-1+lim(-a-In(a)+a)=0-1-lim(a-In(a))+0

a—0" a—0"

=-1-lim(a-In(a))

a—0"

Det ubestemte integralet er lgst i avsnittet om delvis integrasjon. Problemet er
grenseverdien

lim(a-In(a))

a—0
som er et 7 0- oo ”-uttrykk. Denne grenseverdien har vi beregnet i kapitlet om L’Hopitals
regel i derivasjons-heftet, og fant da at grenseverdien var lik null. Alt i alt finner vi at

.[:In xdx:—l—!iigg(a- In(a))=-1-0=_1.

Integralet konvergerer mot —1.

d) Vivetat tanx — oo nar x > Z . Da blir
Ftanxdx: lim Ftanxdx.
0 bz 90

Vi beregner forst det ubestemte integralet:
_[ tan xdx:_[ sinx gy :J' Zdu=—In|u[+C =-In(cosx)+C

COS X
der vi har benyttet substitusjonen
u(x)=cosx = du=-sinxdx.

Da blir
than xdx = blir;_ than xdx = blirg_ [-In(cos X)]Z
=—lim In(cosb) + In(cos0) = — lim In(cosb) +In(1)
b—>% b—>Z

=—lim In(cosh)+0

s
b2

N& vet vi at nér b — Z vil cosb — 0. Da vil In(cosb) — —o, og integralet divergerer.

Oppgave 1.7.2.

1.8. Numerisk integrasjon.

1.8.1. Innledning.

Integrasjonsteorien tok utgangspunkt i at vi kan dele et areal opp i tynne striper, og summere
arealene av disse stripene. De numeriske metodene vi skal se pa, bygger pa samme prinsipp.

Utgangspunktet kan veere at vi gnsker a beregne arealet som avgrenses av grafen til en
funksjon y = f (x), x-aksen, og linjene x =a og x =b, men at vi ikke klarer & beregne det

ubestemte integralet '[ f (x)dx. Vi deler da intervallet [a, b] opp i n like store deler slik at vi
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X, =b. Videre beregner vi funksjonsverdiene y, = f(a),

far X, =a, X1, X2, vy Xiy v,
) Yy = (b).

Yi=F (%), =T (X

Utgangspunktet kan ogsa vere at vi ikke kjenner noe funksjonsuttrykk y = f (x) , men at vi
kjenner funksjonsverdiene ya, y1, ..., Vi ..., Yo for eksempel pa grunnlag av malinger.

Planen var er na a finne et mest mulig ngyaktig uttrykk for arealet av hver stripe, og deretter
summere alle disse bidragene. Vi skal se pa 3 metoder som gir stadig bedre ngyaktighet uten
serlig gking i regnearbeid: Rektangel-metoden, trapes-metoden, og Simpsons formel.

For alle tre metodene skal vi forutsette at y-verdiene er gitt i en tabell som vist i eksemplet
nedenfor. Der bruker vi funksjonsverdiene til

y:\/; for x=1, x=2,..., x=8, x=9,
i alt n =8 intervaller som hvert har bredde Ax =1. Pa denne maten kan vi sammenlikne
resultatet med eksakt verdi, som er

[ = [xdax =20 ] = 2(9f —1f) =2(27-1) = £ ~17.383.

Tabellverdier:

y 11.000]1.414|1.732|2.000|2.236 | 2.449|2.646 | 2.828 | 3.000

1.8.2. Rektangel-metoden.

A
y Prinsippet er at arealet deles opp i n like
brede rektangler med bredde
b-a
AX = ——.
Ya Y1 Y2 s [VYa s Mo n
Ax »  Summen av arealene av disse rektanglene er
a X1 X2 Xz Xa Xs b X

S=Y, AX+Y, - AX+ -+ Y, AX=(Y,+ Y+ + Y ) AX
b-a

- (Yat Vit +You)

Med tallene i vart eksempel far vi
S= %(1.000 +1.414+ --- +2.646 + 2.828) =16.305.
| formelen ovenfor har vi brukt y, , som hgyde til rektangel nr i. Vi kunne like godt brukt v,
som hgyde til rektangel nr i. Da ville formelen blitt
S=y, - AX+Y, - AX+--+Y - AX=(Y,+ Y, + - +Y,) AX
b-a
n

(Yo + Yo+ +Y,)
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Med tallene i vart eksempel far vi da

S = %(1.414 +1.732 --- +2.828+3.000) =18.305..

Du ser at disse to formlene ikke gir samme resultat. Vi kan forbedre resultatet ved & bruke
gjennomsnittet av verdiene som de to formlene gir (se den eksakte verdien vi har funnet
foran), eller ved & bruke en funksjonsverdi midt i rektangelet som hgyde til rektangelet. |
praksis bruker vi heller en av de bedre metodene som vi skal komme til na.

1.8.3. Trapes-metoden.

A
Vi bruker na trapes istedenfor rektangler nar
vi skal finne tilnzermet verdi av arealene av
hver stripe. Arealet av trapes nr. n er

AA= (Yo + Yo AX,
> slik at det samlede arealet blir

S =3(Ya + Vo) AX+ 5 (Vi + Yo ) AX+5(Y, + Yo ) AX b -+ 5 (Vg + Yaa ) AX+5( Yoy + ¥y ) AX
=2 (VoY) + (o) + (Yot Vo) + o+ (Yoo + Yod) + (Yo + ¥)

b-a
= (Ya 204 2Y, 4 42y, Y

Med tallene i vart eksempel far vi nd

S = %(1.000 +2-1414+2-1.732 --- +2-2.828 + 3.000) =17.306.

Og dette er en mye bedre tilneerming enn vi fikk med rektangelmetoden.

Legg merke til hvordan summen i parentesen framkommer: Alle y-verdiene multipliseres med
2, unntatt de to y-verdiene i endepunktene som multipliseres med 1. Dette er et eksempel pa
en vektet sum, der vekttallene er 1 for ende-verdiene og 2 ellers.

Trapesmetoden egner seg godt til regneark.

1.8.4. Simpsons formel.

Ay
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Trapes-metoden gikk altsa ut pa at vi trakk rette linjer mellom nabo-punkter i grafen og
beregnet arealet av stripene under disse rette linjene. Se figuren over til venstre. Simpsons
formel framkommer ved at vi ser to nabo-striper under ett. Vi far da tre punkter som vi bruker
til & tilpasse en andregradsfunksjon. Arealet under denne andregrads-grafen blir da som regel
en meget god tilnzrming til det virkelige arealet av stripeparet. Sa legger vi sammen arealene
av alle disse stripeparene, og far etter en litt omstendelig utledning:

Simpsons formel:
Nar intervallet fra x = a til x =b deles inn i 2n intervaller med lengde

2n

er

b b-a
[ PR =2y, + Ay, 427, + 4y + 2, + o 42, +4Y,0 4 Yy ).

a

Legg merke til at:

e Arealet deles i 2n striper (eller i n stripepar).

e Vekttallene er vekselvis 2 og 4, unntatt i endepunktene der vekttallene er 1.
Med tallene i vart eksempel far vi

S _96 j(l 000+4-1.414+2-1.732 -- +4-2.828+3.000):17.332.

Og dette er en sveert god tilnerming til den eksakte verdien som er 17.333.
Ogsa Simpsons formel egner seg godt for regneark.

Eksempel 1.8.1: Figuren nedenfor viser et flyfoto av et vann. Du vil bestemme arealet av
vannet, og maler strekninger fra bredd til bredd med 10 meters mellomrom. Bruk Simpsons
formel til & beregne arealet av vannet.

27,32
/_38 441\ Lasning: Vi har 6 stripepar, slik at n=3. Med 10 meters bredde av
hver stripe, gir Simpsons formel

22 A—21§(2732+4 38.44+2-49.13+--+4-43.21+0)

49,13

51,96

43,21 = 2563.27

Oppgave 1.8.1, Oppgave 1.8.2.
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2. Bruk av integrasjon.

Ved siden av derivasjon er integrasjon et av de nyttigste matematikk-redskapene vi har. Vi
skal na se pa noen av de mange tingene vi kan bruke integrasjon til. Vi skal legge hoved-
vekten pa hvordan vi setter opp integralene. Noen brysomme integral skal vi lgse med data-
verktay.

2.1. Arealberegning.
Da vi utledet de grunnleggende reglene for integrasjon, tok vi utgangspunkt i arealberegning.
Vi sa at dersom en funksjon y = f (x) var positiv i intervallet a < x <b, fant vi arealet A som

avgrenses av grafen til f, linjene x=a og x =b, og x-aksen ved & summere bidragene fra
mange sma striper som hver har areal AA = f (x)-Ax, der X~ er en vilkarlig x-verdi i

intervallet Ax . Det samlede arealet av alle stripene blir da

x=b x=b

YAA =D f(x7)Ax .

X=a X=a
Sa lot vi bredden av stripene ga mot null, samtidig som antall striper gar mot uendelig. Da blir
arealet A gitt ved

A:Alxiirﬂoizz F(x7)ax = [, f(x)dx.

Se figuren nedenfor.

f(x)

X

Vi skal na viderefare disse ideene, og skal starte med a finne arealet som avgrenses av grafene
til to funksjoner f (x) og g(x).

Figuren over viser grafene til de to funksjonene f og g. Merk at grafene skjerer hverandre i
x=aogix=hb,ogat f(x)=>g(x) iheleintervallet a<x<b. Arealet mellom grafene
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tenkes na delt opp i loddrette striper med bredde Ax, og hayde h(x”)=f(x")-g(x’). Daer
arealet av hver stripe gitt ved

AA = h(xi*)-Axi = ( f (xi*)— g (xi*))-Axi
slik at det samlede arealet mellom grafene er

A= j dx
Merk at resonnementet og formelen ovenfor gjelder selv om hele eller deler av arealet ligger
under x-aksen.

Nar du skal lgse oppgaver av denne typen, ma du alltid starte med & tegne en figur. Tegn inn
grafene til de to funksjonene, og bestem skjaeringspunktene. Den funksjon som har sterst
funksjonsverdi (gverste graf) svarer til f i arealformelen ovenfor, og den funksjonen som har
minst funksjonsverdi svarer til g. Resten er integrasjonsteknikk.

Eksempel 2.1.1: Beregn arealet som avgrenses av grafene til
f(x)=x*—-4x+3

g(x)=x-1.
Lgsning: Vi starter med a tegne opp grafene til de to funksjonene:

Sa finner vi skjeringspunktene mellom grafene:
f(x)=9(x)
X* —4x+3=x-1 < x*-5x+4=0
_5++5°-4.4 5+3 _{4

2 2 |1

Skjeeringspunktene er altsa x =1 og x =4.
Av figuren ser vi at g Iigger over f i hele intervallet. Da blir arealet

A= '[ dx I ( x—1) (x2—4x+3))dx:jl4(—x2+5x—4)dx

=[—%x3 +gx2 —4x]1 =(-14°+5.4-4.4)- (-1 P+30-41)=

S
2

Viktigheten av a tegne graf farst, kan ikke understrekes kraftig nok. Du ma heller ikke stole
blindt pa formler for arealberegning, men ma bruke sunn fornuft kombinert med figuren.
Dette illustreres av neste eksempel:

Eksempel 2.1.2: Beregn arealet i fgrste kvadrant som avgrenses av grafen til f (x) =X
y-aksen, og den rette linja y =4.

1

Lagsning: Figuren nedenfor til venstre viser at arealet vi er pa jakt etter, er avgrenset av grafen
til en funksjon g(x)=4, y-aksen, og grafen til f (x)=x>.
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Vi ma starte med & finne skjeeringspunktet mellom f (x) og g(x):

X! =4 < x=+2.
Vi skal bruke verdien x =2. Arealet blir

A:'[OZ(g(x)— f (x))dx:jo2 4—X2)dX:[4X_%X3]z

:(4.2_%.23)_(4.0_ .

W~
o
w
N—
Il
|H
o

Dersom vi ikke tegner graf farst, er det fort gjort a tro at vi skal lgse
integralet

22
IO X“dx .
Men hvis vi gjer det, far vi arealet under grafen til f, ikke arealet
mellom denne grafen og linja y =g(x)=4.

Oppgave 2.1.1.

Standardmetoden gar altsa ut pa a legge loddrette striper med bredde Ax . Men noen ganger
kan det lgnne seg a legge vannrette striper med bredde Ay . Dersom lengden av hver stripe er
X, 0g Vi kjenner x som funksjon av y, far vi arealet ved a lgse integralet

Azjyy“xdy

der y, og Y, er henholdsvis nedre og gvre grense for integralet.
Vi skal som eksempel lgse problemet i eksempel 2.1.2 med denne teknikken.

Eksempel 2.1.3: Beregn arealet i fgrste kvadrant som avgrenses av grafen til f (x) =X, y-
aksen, og den rette linja y = 4 ved a legge inn vannrette striper med bredde Ay .

Lgsning: Vi skal na finne arealet ved hjelp av
Yo
A=
jya xdy,
se figuren til venstre. Vi ma da ferst finne x som funksjon av y. Vi far

y=x* & x=+]y
der vi benytter at x er positiv. Da blir arealet

4
1 1 .
A=I:ﬁdy=j:y2dy{ % 1} =[2y3];
0

1
s+1

o) 0)=3(2 )

Til slutt tar vi med et eksempel til, som ogsa viser hvor viktig det er a tegne graf farst.
Eksemplet viser ogsa at du ma bruke hodet nar du lgser slike oppgaver, ikke bare stole pa
standardformler.
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Eksempel 2.1.4: Bestem arealet som avgrenses av x-aksen og grafene til
f(x)=+x

0g
g(x)=—1x+4.

Lasning: Figuren blir slik:

y Jeg skal lgse oppgaven pa to mater, forst ved a legge inn
de vanlige loddrette stripene med bredde Ax, og deretter
ved a legge inn vannrette striper med bredde Ay . Uansett

g(x) metode ma vi farst beregne skjeeringspunktet mellom de

0 : : : . = to grafene:
l 2 4 6 8 0 X

—%x+4:\/; = (—%x+4)2:x & ix¥-2-1x-4+16=x
_5i\/25—1 543 (16
B 2.1 IR ]

4 2
Vi ser av figuren at x =4 er den eneste brukbare lgsningen. Daer y = J4 =2, som ogsd

stemmer med grafen.
Vi ma ogsa finne skjeringspunktene med x-aksen.

Vi ser lett at grafen til f (x) =Jx skjeerer x-aksen nar x =0.

& ix*-5x+16=0

Grafen til g(x)=—-%x+4 skjarer x-aksen nar
-1X+4=0 < x=8.

Nar vi legger inn loddrette striper, ma arealet deles inn i to deler. Vi integrerer farst
f(x)= x =x: fra x=0til x=4.

Deretter integrerer vi
g(x)=—1x+4 fra x =4 til x=8:

4
A=I§X%dX+If(—%x+4)dx{;lx%”} -3 3¢+ x] =[x ] 4[4+ 4]
0

=§( —0) (-1-82+4-8)—(-1-42+4.4)=2.8-16+32+4-16=2

Nar vi legger inn vannrette striper, ma vi farst finne x

y4_A uttrykt ved y for begge funksjonene:

Y f(X)=y=y% < x =y

2t og

)

1 .S.y.:’fg_.xf.g.@. » g(x)=y=-3x,+4 < x,=-2y+8.

L I A N(J» Lengden av ei stripe i avstand y fra x-aksen blir

X s(Y)=x%, —X; =(-2y+8)—y* =—y* -2y +8.

Avrealet blir da

A= j j —y’ -2y +8)dy =[-1y y+8y] =(-1-2°-2°+8-2)-0=2.
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Oppgave 2.1.2.

2.2. Volumberegning.

Nar vi skal bruke integrasjon til & beregne volumet V av et legeme, tenker vi oss at legemet
deles opp i sma biter pa en slik mate at vi kan beregne volumet A¥ av hver bit. Deretter
finner vi volumet av hele legemet ved & summere bidragene fra hver bit:

V= AV
Videre tenker vi oss at hver bit gjgres mindre og mindre samtidig som antall biter stadig aker.
Da blir

v=[ar
der vi integrerer over hele legemet.

Generelt vil slik integrasjon over et romlegeme kreve at vi lgser et dobbelt- eller trippel-
integral. Dette skal vi ikke ta opp her. Vi skal begrense oss til legemer som har spesiell form
slik at vi kan klare oss med vanlige enkelt-integraler. Vi skal spesielt ta for oss legemer som
er rotasjons-symmetriske.

2.2.1. Skivemetoden.
Denne metoden gar ut pa at vi deler opp romlegemet i en stabel med svart tynne skiver, der
hver skive har areal A og konstant tykkelse dh. Volumet av hver skive blirda dV = A-dh.
Samlet volum av hele romlegemet blir da

v=[dv=[ 4-dn.

Hvordan dette gjares i praksis, avhenger av hvordan legemet er plassert i rommet og hvordan
vi kutter legemet opp i skiver.

A) Rotasjonssymmetri om x-aksen.

Figuren til venstre viser et legeme som framkommer
ved at grafen til y = f(x), linjene x=a og x=5b
roterer om x-aksen. Vi gnsker a finne volumet av
dette legemet. Det gjer vi ved a kutte det opp i skiver

vinkelrett pa x-aksen slik figuren til venstre viser.
Avrealet av en snittflate i avstand x fra origo blir

A=nar’ =gy’ = n(f(x))z.

Skivene har tykkelse Ax, som er svert liten. Volumet av hver skive blir da tilneermet
AV ~ A-Ax=7(f(x)) Ax.
Sa finner vi volumet av hele legemet ved a summere bidragene fra alle de tynne skivene:

VYAV~ a(f(x)) Ax.

Jo tynnere skivene er, jo bedre blir denne tilnaermelsen. Nar Ax — 0, blir

v=[ n(f(x)) dx.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 39

Dette er den grunnleggende formelen for beregning av volum for et legeme som roterer om x-
aksen.

Eksempel 2.2.1: Beregn volumet av det legemet som framkommer nar grafen til y =sinx,
0 < x < &, roterer en gang om x-aksen.

Ay
1+
Lasning: Volumet blir
N 2 12
ir=y=sinx V=] | “aridx = '[ (sinx)’ dx=7" .
0 ~ »
! X Integrasjonen er foretatt med dataverktgy.
I Dersom integrasjonen skal utfagres for hand,
anbefales omformingen

cos(2x)=1-2sin’x < sin®x=2%(1-cos(2x)).

Eksempel 2.2.2: Beregn volumet av det legemet som framkommer nar flata som avgrenses av
f(x)= Jx og g (x) = x? roterer en gang om x-aksen.

Lasning: A
b Y

~
~

<

~ / =
o~ ~—e e -7
-—_ "7

e

770

Ovenfor til venstre ser du grafene til f (x) =Jx 0g ¢ (x) = x*. Ovenfor til hayre ser du en
skisse av det rotasjonslegemet som framkommer, sammen med en av snittskivene.

Vi merker oss farst at grafene skjarer hverandre nar
x=x o x=1.
Det er kanskje mest naturlig & beregne volumet av den kalotten som dannes nar grafen til
f (x) =/ roteres om x-aksen, avgrenset av linja x =1, og deretter trekke fra det volumet

som fjernes inni kalotten nar grafen til g (x) = x* roteres om x-aksen. Vi far da:
J ( ) dx — I dx j;rxdx j;zx“dx ﬂ[l x> — ] =3r.

Vi kan ogsa resonnere slik: Snittskiva i avstand x fra origo har ytre radius R = JX . Men det
er et hull i skiva med radius r = x*. Arealet av skiva (fratrukket arealet av hullet) blir da

A(x)=7R* —7r® = (R’ —rz):n((ﬁ)z —(XZ)Z)ZE(X—X4).

Da blir volumet av legemet
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V= I:A(x)dx = I:n(x—f)dx =3ig.

={[

Noen ganger blir vi bedt om a finne en formel for volumet av et gitt omdreiningslegeme. Da
ma vi farst plassere legemet pa en fornuftig mate i koordinatsystemet slik neste eksempel
viser.

Eksempel 2.2.3: Utled formelen for volumet av en rett kjegle med hgyde H og sirkuler
grunnflate med radius R.

Lasning: Vi tenker oss at kjeglen framkommer
Ay ved at den rette linja y =2£.x roterer en
gang om x-aksen slik figuren til venstre

R viser. Ei snittflate vinkelrett pa x-aksen i
avstand x fra origo har da areal

~/ T ; A=ny’ =n’(§x)2 =n’%x2,
H\\i/ slik at volumet av ei tynn skive med
tykkelse dx blir
dV=A-d=nZx'dx.
Kjeglens volum blir da
V= :de = I:Jr%xz dx = nl’;—z [%f]f = %n%(ﬂ“ - 03) =L17zR’H .

Oppgave 2.2.1.

B) Rotasjonssymmetri om y-aksen.

Vi benytter samme resonnement som ved
rotasjonssymmetri om x-aksen, men na
stabler vi skivene oppa hverandre. Hver
skive far tykkelse Ay, mens radien i skiva
blir x. Volumet av hver skive blir

AV = zx’Ay,
J Ay slik at volumet av hele legemet blir

V= Iy:ddV = Iy:dnxzaj).
y=c y=c
Videre ma vi sgrge for at x uttrykkes som en
funksjon av y:

y=/f(x) & x=/"(»).

SR —

s

La oss illustrere metoden med et eksempel:

Eksempel 2.2.4: Bestem volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar grafen til
f(x)=¢€", 0<x<In4 og linja y=4 roterer en gang rundt y-aksen.
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Lasning: Situasjonen er illustrert nedenfor til venstre:
Her er

y=€¢ < x=hy.
Ei skive med tykkelse Ay iavstand y fra x-aksen har da volum
AV = zx*Ay = z(ln y)z Ay
slik at volumet av hele legemet blir
4 2 2
v=| z(ny) dy=x{16(n2)’ ~16m2+6)

der integrasjonen er utfert med dataverktgy.
Grensene for integralet blir

& =109 ™ =4.

=Y

Oppgave 2.2.2.

C) Rotasjon om en akse parallell med en koordinat-akse.

Hvis du har forstatt hvordan vi kutter opp rotasjonslegemer i skiver, og har vent deg til & lage
gode figurer, vil du ganske sikkert ogsa klare a beregne volumet av legemer som roterer om
akser parallelle med koordinataksene. Istedenfor & sette opp generelle formler, skal vi heller
se pa et par eksempler.

Eksempel 2.2.5: Ei flate avgrenses av grafen til f(x)= Jx , y-aksen, og linja y=2. Finn
volumet av det legemet som framkommer nar denne flata roterer om linja y=2.

Lasning: Figuren nedenfor illustrerer situasjonen:
Vi kutter opp legemet i skiver med tykkelse Ax
vinkelrett pa rotasjonsaksen. Ei skive i avstand x fra
y-aksen far da radius

r=2—y=2—J;.
Volumet av ei slik skive blir

AV = m"'Ax=;r(2—\/;)zAx

- ;:(4—4J;_c +x)Ax
Q Vi far gvre grense for integralet nar
X Jx=2 & x=4.
Da blir

V:I:E(4—4'x%+X)ﬂ=ﬂ-|:4x_4_§x% +%x2:|

0

4

=n(4-4—§-45+§-42—0)

=n’(16—§-ﬁ3+8)=%n

Sa tar vi et eksempel med rotasjon rundt en akse parallell med y-aksen.
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Eksempel 2.2.6: Ei flate avgrenses av grafen til f(x)= Jx , x-aksen, og linja x=4. Finn
volumet av det legemet som framkommer nar denne flata roterer om linja x=4.

Lasning: Figuren nedenfor illustrerer situasjonen:
x =4

Vi kutter opp legemet i skiver med tykkelse Ay vinkelrett pa rotasjonsaksen. Ei skive i
avstand y fra x-aksen far da radius

r=4-x=4-y"
fordi

y=vx © x=)".
Volumet av ei slik skive blir

AV = griAy = ;r(4— yz)2 Ay = ;r(16 -8y’ + y‘)Ay :
Nedre grense for integralet er apenbart lik null. Vi finner gvre grense for integralet nar grafen
til y=+/x skjarer linja x=4, d.v.s. ndr y=+/4 =2. Volumet av hele legemet blir da

V=I:E(16—8y2 +y4)dy=ﬂ,'|:l6y—%y3+%y5]: =7A‘7(16'2—§-23 +%_25 _0)=%”.

Oppgave 2.2.3.

D) Mer generelle problemstillinger.

Hittil har alle legemene veert rotasjons-symmetriske, og snittene har vert lagt vinkelrett pa
rotasjonsaksen. Men skivemetoden kan brukes i mer generelle situasjoner. Da er det ikke
alltid like innlysende hvordan snittene skal lagges. Det illustreres av neste eksempel.

Eksempel 2.2.7: En kile skjeeres ut av en rett sylinder ved hjelp av to plan som danner en
vinkel a med hverandre. Sylinderaksen star vinkelrett pa det ene planet og vinkelrett pa
planenes skjeringslinje. Finn volumet av kilen uttrykt ved vinkelen « og sylinderens radius R.

Lgsning: Situasjonen er illustrert pa figuren til venstre.
Der ser du sylinderen med de to snittplanene, som
danner vinkelen o med hverandre.

Legg y-aksen langs snittlinjen mellom planene, og x-

aksen vinkelrett pa y-aksen som vist pa figuren. Sa

legger vi snittplan vinkelrett pa y-aksen. Trekanten

ABC er et slikt snittplan. Legg merke til at
BC=AB-tanc .
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Til venstre ser du grunnflaten i kilen, med snittlinja AB (der C
ligger like over B). Et lite volumelement som har snittplanet ABC
som grunnplan og tykkelse dy er skravert.

B Av figuren ser du at

AB=x=R*—)".

= Arealet av trekanten blir da
A=1-AB-BC=1x-xtana =1x’tana =%(R;1 —yz)tana :

Denne trekanten er na grunnflate i ei skive med tykkelse Ay .

Volumet av hele kilen blir da

V:IiA-@:fR%(Rz —yz)tana.dyz%tana.[}zzy—;ys]:

_ %tana((Rz R- ;Rﬂ)—(ﬁ*2 -(-R)—-%(-R)’ )) iR tana

2.2.2. Sylinderskall-metoden.

Mens skivemetoden i prinsippet kan brukes pa ethvert legeme, kan sylinderskall-metoden kun
brukes for rotasjons-symmetriske legemer. Jeg skal illustrere ideen bak metoden i en relativt
generell situasjon der vi har et legeme som er rotasjonssymmetrisk med y-aksen som
symmetriakse.

'
\\Q\ J}{\
rex| | hef)-a()
0 a S
p/ﬁ(ﬂ

Vi starter med ei flate som avgrenses av grafene til to
funksjoner f(x) og g(x), og av de rette linjene x=a og
x=Ah. Se figuren til venstre. Sa merker vi av ei rett linje PQ

| flata parallell med y-aksen, og lar flata rotere om y-aksen.
Da far vi den situasjonen som er skissert nedenfor.

Den rette linja PQ vil under
rotasjonen danne en sylinderflate
med radius r = x og hgyde

h=1(x)-g(x)
der det er forutsatt at f(x)> g(x).
Arealet av denne sylinderflata blir

A=27r-h= ch(f(x)— g(x)) .
Sa kommer poenget: Utenpa denne
sylinderflata legger vi et tynt sjikt (et
sylinderskall) med tykkelse Ar = Ax.

Dette sylinderskallet vil da fa volum
AV =A4-Ax

=27x(/ (x) - g(x))-Ax
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Volumet av hele legemet blir da summen av volumene til alle sylinderskallene. | praksis vil vi
erstatte Ax med dx, og integrere fra det innerste skallet som har radius a til det ytterste skallet
som har radius b, og far at:

Volumet blir
V= I:Zﬂ'X( f(x)-g(x))dx.

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

Eksempel 2.2.8: Ei flate avgrenses av grafen til

f(x)=4-x%,
x-aksen og y-aksen. Finn volumet av det legemet som framkommer nar denne flata roterer om
y-aksen.

Lasning: Situasjonen er illustrert nedenfor.

Vi ser at hgyden av sylinderskallet blir

h=f(x)=4-x".
Nedre grense for integrasjonen er apenbart x =0, og gvre
grense for integrasjon blir nar

f(x)=0 & 4-x*=0 < x=2.
Da blir volumet
Vv =J.:27rx-h-dx :IOZZﬂx(4—x2)dx :J.0227z(4x—x3)dx

> =2ﬁ[2x2—%x4]§:27r(2-22—%~24—0)=8=7z

Eksempel 2.2.9: Bruk sylinderskall-metoden til a utlede formelen for volumet av ei kule med
radius R.

Lasning: Figuren viser at et sylinderskall med radius x har en
hgyde

h=2y=2JR*-x*.

Volumet av sylinderskallet blir
AV =27x-h-Ax =27 x-24/R? = X - AX
= Az x/R? = X - AX
Volumet av hele kula blir

V=[av = [ am/RE - xdx=£2R°.

Integralet lgses med substitusjonen u = R* — x*.

Oppgave 2.2.4.
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Sa skal vi se et eksempel pa rotasjon om x-aksen.

Eksempel 2.2.10: Ei flate avgrenses av x-aksen og av grafene til funksjonene f (x) =x* og

g (x) =6 - X. Finn volumet av det legemet som framkommer nar denne flata roterer om x-
aksen.

Lasning: Figuren til venstre viser grafene til de to funksjonene.
Y De to grafene skjeerer hverandre nar
- X¥=6-X < X+x-6=0
’ —1+1+24 -145 {2
& X= = =
2 2 -3
J/\\@ Vi ser av figuren at vi ma bruke x =2.
o Da er
y=x’=2*=4,
0 67X

Sa lar vi flata avgrenset av grafene og x-aksen rotere om x-aksen. Da oppstar situasjonen
nedenfor:
Vi far nd liggende sylindre med radius y og lengder

A
6__\)/ S=X,— X
| der x, ligger pa grafen til y = g(x)=x* og x, ligger
4 pa grafen til y=f (x)=6—x. Viférat
2| y:X92 At Xg:\/y
— 09
( y=6-X;, & X,=6-Y.
5] Da blir
| s=X,—X =6-y—.Jy.
-4

Volumet av et sylinderskall blir da
AV = 27ry-s-Ay:27zy(6— y—\/Y)Ay.
Volumet til hele legemet blir

V= Iyy:o4AV = I042ﬁy(6— y—\/y)dy = I0427z'(6y— y? — y%)dy

5 4 5
=27f[3y2—%y3—%yﬂ0 :27[(3-42—1 4 -1.45-0)=47

=

Oppgave 2.2.5.

Det er vanlig at volumberegninger kan utfares med bade skive- og sylinderskall-metoden nar
vi har rotasjonssymmetriske legemer. For & illustrere dette, skal vi lgse problemet i Eksempel
2.2.6 pa nytt, men na med sylinderskall-metoden.
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Eksempel 2.2.11: Ei flate avgrenses av grafen til f (x)= Jx, x-aksen, og linja x = 4. Finn
volumet av det legemet som framkommer nar denne flata roterer om linja x = 4.

Lasning: Figuren nedenfor illustrerer situasjonen:

XxX=4

Radien i sylinderflata blir

r=4-x,
mens hgyden blir
y=vx.
Da blir volumet av legemet
V= IX::ZM h-dx = 27[]?(4— x)\/;dx = 27[J.04(4X% - x%)dx = 27[[4-% : —%ng
X= 0
=27r(§.43—%-43—0):2;:(%-(22)3—%-(22)3)=27z(§-23—§~25)=2;z(6—;—6—;)
— 2% o

Jeg haper at disse eksemplene har overbevist deg om at slike problemer lgses ikke ved a
plukke fram en eller annen formel fra en formelsamling. Du ma forsta prinsippene bak
metodene, og du ma tegne en brukbar figur slik at du ser hvordan legemene ser ut. Da farst
kan du sette opp de integralene som ma til for a lgse problemene.

2.3. Beregning av buelengde.

Vi stiller oss na dette problemet: Hvor lang er grafen til en funksjon y = f (x) fra x=a til
x =b? Situasjonen er vist nedenfor.

AY
y=1(x) B Vi gnsker a finne lengden av grafen fra A til B.
857 ay Vi tenker oss at vi avsette mange punkter tett i
tett pa grafen. Mellom punktene trekker vi
1 A AX korte, rette linjer. Lengden av hver slik kort,
L L rett linje kaller vi As. Av figuren ser vi at

(As)2=(Ax)2+(Ay)2=(1+(%)2)-(Ax)2 o as= 1+ (2) ax.
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Sé lar vi Ax — 0. Da erstatter vi As med ds og Ax med dx, samtidig som AIimo% =3,
X—>
Dette farer til at
2
ds = |1+ (%) dx.

Nar vi summerer alle linjestykkene As, far vi tilnsrmet lengden av grafen mellom A og B. Jo
tettere vi avsetter punktene, jo bedre blir tilneermingen. Derfor kan vi sette at buelengden fra
Atil B blir

s = lim 325 = [ = [ (2) 0

Dersom f er monotont voksende eller monotont avtakende mellom A og B, har f en invers
funksjon. Da kan vi finne x som funksjon av y, slik at vi kan sette

(AS)2 = (AX)2 + (Ay)2 = ((i—;)z +1) . (Ay)2 & AS = (i_;)z +1. Ay
Salarvi Ay — 0. Da erstatter vi As med ds og Ay med dy, samtidig som AIimoi—; = j—;
y—>
Dette farer til at

ds=,J(%) +1dy,

og buelengden mellom A og B blir

L y=d d 2
Sw=fim =] ds=[ (5] +10y.

Her er c og d y-verdiene til henholdsvis A og B.

Vi far bruk for disse uttrykkene i andre sammenhenger ogsa, og summerer derfor opp:

Dersom y = f (x), er ds=,/1+(%)2 dx og s='|‘::1/1+(%)2 dx.
Dersom x = f*(y), er ds:,/(g—;)z +1dy og s:j;:cd,/(g—;)z +1dy.

| praksis viser det seg at formelen for buelengde ofte gir integraler som er vanskelige eller
umulige a lgse eksakt. Vi ma da ty til numeriske metoder for a finne en tilnermet verdi av
integralet.

Eksempel 2.3.1: Finn lengden av grafen til y =x* fra x =0 til x=2.

. . d
Losning: y=x> = <=2x.
Da blir

ds = [1+(2)" = L +(2x)° =1+ 4

slik at lengden av grafen blir

s :J'X:st :J.Z\/1+ 4x2dx:\/177+%ln(\/ﬁ+4).
x=0 0
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Her er integrasjonen utfgrt med dataverktay. Det kreves flere trinn med fantasifulle
substitusjoner for & lgse integralet for hand.

Eksempel 2.3.2: Finn lengden av grafen til y =e* fra x =0 til x=1.

Lesning: y=¢e* = L=¢,
Da blir
ds:\/1+(dy \/1+ Ji+e?

Lengden av grafen blir

s={" 1ds—J. V1+e?*dx.

x=0

Dette integralet lar seg ikke lgse eksakt. Vi finner en tilngermet verdi med dataverktay:

5= j:\/1+ 2 dx ~ 2.0035 .

Eksempel 2.3.3: Las problemet fra Eksempel 2.3.2 ved a bruke den inverse funksjonen til
y=e".

Lasning: Ser at funksjonen er voksende.

— X — dx _ 1
y=e" & x=lhy = F=1.

Daer

(e = [+t
ds = 1+(dy) = I+ E
Grensene for integrasjonen blir
y=e"=1 og y=¢e"=e.
Lengden av grafen blir da
. y=e . e T N
S = jyzl ds = jl 1+ dy ~2.0035.

Heller ikke her er det mulig & finne en eksakt verdi for integralet, slik at en tilnaermet verdi er
funnet med dataverktay.

Oppgave 2.3.1.

2.4. Areal av rotasjonsflater.
| forrige avsnitt sa vi at lengden av et lite bue-element As er gitt ved

(As)2 = (Ax)2 + (Ay)z.
Nar vi lar As — 0, kan vi erstatte As med ds, slik at uttrykket for lengden av bue-elementet
kan omformes til

ds = 1+(%)2 dx
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nar vi forutsetter at y = f(x). Dersom f er strengt voksende eller strengt avtakende, og vi har

den inverse funksjonen x =f"(y), kan uttrykket for lengden av bue-elementet omformes til
ds= (%) +1ap.

Vi skal nd vise hvordan vi kan benytte disse uttrykkene til & beregne arealet av den flaten som
dannes nér en buen roterer om en koordinat-akse.

2.4.1. Rotasjon om x-aksen.

Figuren til venstre viser hva som skjer nar
grafen til funksjonen

y=/(x)
roterer en gang om x-aksen. Vi tar for oss et
tilfeldig lite bue-element pa grafen. Dette lille
bue-elementet vil da rotere i en sirkel med
radius

r=y= f(x) ,
og vil definere et smalt belte” med lengde
2z y. Siden "beltet” har bredde As, vil

"beltets” areal bli
AA=2xy-As.

B

Arealet av den rotasjonsflaten som framkommer nar hele grafen fra A til B roterer om x-
aksen, blir da

A=1m Y AM=("dd=[""2zyds=[ 22p[1+(2) .

As—>0

Dersom f er strengt voksende eller strengt avtakende slik at det eksisterer en invers funksjon
x= {7 (), kan det noen ganger veere mer hensiktsmessig & beregne arealet av rotasjons-

flaten med

A= I:::ery 1+ (%)Zdy :

Eksempel 2.4.1: Beregn arealet av den rotasjonsflata som framkommer nar grafen til y =x*,
0<x <1, roterer om x-aksen.

Lasning: Ved rotasjon om x-aksen er radien i rotasjonen lik y =x’. Videre ser vi at
dy o 2 &Y _ g4
= 3x = (I) =9x",

Da blir arealet

A= [ 27y, [1+(2) de= [ 222 1+9x"de = £ (10410 -1).

Integrasjonen er her utfert med dataverktgy. Men du kommer greit fram med substitusjonen
u=1+9x".

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 50

2.4.2. Rotasjon om y-aksen.

Figuren til venstre viser hva som skjer nar
grafen til
B y=r(x)
: roterer en gang om y-aksen. Som far falger vi
et lite bue-element As. Radien i den sirkelen
som bue-elementet beskriver, blir = x, slik
at arealet av beltet blir

Ad=27rx-As.
Arealet av den rotasjonsflaten som
framkommer nar hele grafen fra A til B roterer
om y-aksen, blir da

' a bhx

A=lm Y M=|"dd=[""2zxds = 2mx[1+(2) v .

As—>0

Men dersom f er strengt voksende eller strangt avtakende slik at det eksisterer en invers
funksjon x = £ (), kan det vaere hensiktsmessig & beregne arealet slik:

A=[ 2nf () \1+(3)

Eksempel 2.4.2: Beregn arealet av den rotasjonsflata som framkommer nar grafen til y=x?,
0<x<+/2, roterer om y-aksen.

Lasning: Ved rotasjon om y-aksen blir radien i rotasjonen lik x. Videre er
2
%=2x & (%) =4x* .
Da blir arealet

A= IfZ:rx 1+ (%)2dx =J-oﬁ27rx 1+4x’dx=2r.

Integrasjonen er her utfert med dataverktgy. Men du kommer greit fram med substitusjonen
u=1+4x".

Vi avslutter med & la grafen rotere om bade x- og y-aksen etter tur:

Eksempel 2.4.3: Beregn arealet av den rotasjonsflata som framkommer nar grafen til
y=cosx, 0<x<Z, roterer om

a) x-aksen.
b) y-aksen.

Lgsning: y =cosx —

B|e

=—-sinx < 4/1+(%)2=\/1+si112x.
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a) Ved rotasjon om x-aksen er radien lik y. Da blir arealet av rotasjonsflata
A= L%Zﬂy, /1+(%)2dx - J'fz;;costdx = ”(ﬁ+ In(\/§+1))_

Integrasjonen er utfgrt med dataverktay.

b) Ved rotasjon om y-aksen er radien lik x. Da blir arealet av rotasjonsflata

A= JfZ;rx, /1+(%)2dx = J;;Zﬂx\/1+sin2 x dx ~10.07.

Det eksisterer ikke noen eksakt Igsning av dette integralet.

Oppgave 2.4.1.

Hittil har vi kun sett pa rotasjon om en koordinatakse. Du kan sette opp formler for rotasjon
om en annen akse parallell med en koordinatakse ved a finne et uttrykk for rotasjonsradien, og
ellers bruke et av de uttrykkene for ds som vi har brukt ovenfor.

2.5. Beregning av massesenter.

2.5.1. Definisjoner.

Figuren til venstre viser et lite utsnitt av en ”sky” av sma
partikler, der m; er massen til en partikkel som har posisjons-
vektor r; i forhold til et fastlagt origo. Selv om figuren er to-
dimensjonal, vil partikkelskyen generelt vare tredimensjonal,
slik at posisjonsvektoren kan skrives

r=xi+ yi]+ zk

der i, ] 0g k er enhetsvektorer langs henholdsvis x- y- og z-

aksen (se heftet om "forkunnskaper"). Vi definerer na
posisjonsvektoren R til partikkelskyens massesenter (CM) slik:

Massesenterets posisjon Rc i forhold til origo er

1
R.=—) mr.
R Z i
der den samlede massen til alle partiklene er

m=>m.

Vi summerer over alle partiklene.

| praksis far vi mest a gjgre med sammenhengende, utstrakte legemer. Vi tenker oss at slike
legemer er limt” sammen av bitte sma biter, som hver har masse dm. Istedenfor & summere,
ma vi na integrere:

R. =%J' rdm

der legemets samlede masse er
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mzj dm

0g integrasjonene tas over hele legemet. Men “integrasjon over hele legemet” medfarer at vi
ma integrere i rommet. Dette ligger utenfor rammen av dette heftet. Vi skal derfor begrense
oss til & se pa spesielle typer legemer, som vi kan handtere med vare kunnskaper.

Vi skal nd begrense oss til romlegemer som har konstant tetthet p. Dersom hele legemet har
masse m og volum V, og en liten bit av legemet har masse dm og volum dV, sa er tettheten

MM m=Mav
vV dv Vv
Dette gir

1 1 il 1
RC =EJ rdm:FJ. r(vd\/j=vj‘ rdVv .
Vi dekomponerer na bade r og R ved hjelp av enhetsvektorene i,jogk,ogfar
r=xi+yj+zk
09
Re= X +Yj+ZK.
Da blir
1
R, :VI rdv

< < ~ 1 < < ~ 1 < 1 < 1 ~
XC|+YCJ+ZCk:VJ. (XI+yj+Zk)dV:(v‘[ dejw(vI dejj+(vj zdv)k
som gir komponentlikningene
1 1 1
xczvj xdV Yczvj ydv zczvj zdV .

Vi summerer opp:

Dersom et legeme har konstant tetthet p, er massesenterets posisjonsvektor
Re =X +Yj+2Zk
gitt ved
1 1 1
XC:VJ xdV | YC:V_[ ydV ZC:VI zdV |

der V er legemets volum, og alle integrasjonene tas over hele legemet.

2.5.2. Masesenter for rotasjons-symmetriske legemer.

Vi kan fa et rotasjons-symmetrisk legeme ved a la grafen til funksjonen
y=f(x),a<x<b,

rotere om x-aksen. Det er umiddelbart klart at dersom tettheten til legemet er konstant ma

massesenteret ligge pa x-aksen slik at Y, = Z. =0. Vi trenger bare & finne Xc, og bruker

skivemetoden.
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Alle de sma volumelementene som utgjer ei tynn
skive med tykkelse dx vinkelrett pa x-aksen har
samme x-koordinat. Skiva har da volum

dv =xy’dx.
Siden legemets volum er

Ve =y

blir
pu x:bx yzctx x:bx yzﬁ
1 x= 1 x= - -
XC:— bx-dV:_J. bx.”yzﬂz x:ﬂ_ — x:a_
V Yx=a VY dx=a =b . =k
| ydx ydx

xX=a xX=ia

Vi kan ogsd fa et rotasjons-symmetrisk legeme ved & rotere grafen til x= f""(y) om y-aksen.
Da ma massesenteret ligge pa y-aksen slik at X, = Z. =0. P4 samme mate som ovenfor blir

y=d 2 y=d 2
1 py-d 1 py-d 2 ﬂ.'icyxdy Jlicyxazy
Y(::_J-_cy'dV:_J-_c y-mx'dy = y_y:d y_yd
V= V= P 2 J‘ x*
y=c y=c

Eksempel 2.5.1: Finn massesenteret til en rett kjegle med hgyde H og grunnflateradius R.

Lasning: Vi plasserer kjeglen med topp-punkt i origo og x-
4y aksen som symmetriakse. Vi kan da tenke oss at
kjeglen framkommer ved at den rette linja
— R
y=u%
roterer om x-aksen. Da vil massesenteret ligge pa
I x-aksen, 0g posisjonen er gitt ved

e [[sEye @fce T w3,

¢ [Fyae [(2xYae  (2)[ wde ;[x3]f_4H3 4

Eksempel 2.5.2: Finn massesenteret til det rotasjonslegemet som framkommer nar grafen til
y=f(x)=x

og den rette linja y =4 roterer om y-aksen.

Lesning: Massesenteret ma ligge pa y-aksen. Siden y = x?, blir innsettingen i formelen for ¥,
lett:

L Lo [yyay [
S e [y [

—
-
I
o
%)
e | e

[ Y
—

R,

I

=]

T
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Oppgave 2.5.1.

2.5.3. Massesenter for plane legemer.

A) De grunnleggende formlene.
Vi skal na se pa plane legemer. Det er mest praktisk a legge plane legemer i xy-planet, slik at
det ikke blir noen z-komponent. Massesenteret er da gitt ved

N RC:%I rdm:%_[ (x?+yj)dm

X 1 o 1 ~ > >
=| =] xdm |i+| = dm [j= X.i+Y
/ ________ 3 dm [mj ) [mj y jJ ci+Ye

r y R Her er
X 1 1
X.=—| xdm, Y. =— dm
km [@ mj c mjy

Integralene i uttrykkene for X. og Y, har fatt egne navn:

j x-dm kalles statisk moment om y-aksen.

I y -dm kalles statisk moment om x-aksen.

Vi far enklere uttrykk dersom vi antar at tettheten er konstant over hele flata. Tettheten ma na
uttrykkes i kg/m?. Dersom flata har masse m og areal A, mens et lite flate-element har masse
dm og areal dA, blir tettheten

p=m_dm dm=""dA.
A dA A
Dermed blir
Xczij xdm:i x(ﬁdAjzlj XdA,
m yul A A
1 1 o 1
der arealet av flata er
A:j dA.

Dette er de grunnleggende formlene som vi skal benytte i praksis.

Ogsa her har integralene fatt egne navn:
M, = j xdA kalles flatemomentet om y-aksen,

M, = I ydA kalles flatemomentet om x-aksen.
Med disse definisjonene kan koordinatene til massesenteret skrives:

Vi summerer opp:
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Nar vi skal integrere over ei flate, far vi vanligvis dobbeltintegral som vi ikke skal ta opp her.
Vi skal derfor begrense oss til to situasjoner som vi kan handtere:

1. Flata deles opp i striper parallelt med y-aksen.
2. Flata deles opp i striper parallelt med x-aksen.
Vi skal se pa de to situasjonene etter tur.

B) Striper parallelt med y-aksen.

Vi antar at flata er avgrenset av grafene til funksjonene

Ay Y = f2x) y, = f.(x) og y, = f,(x),

7 N samt av de to rette linjene
‘ X=a o0g x=Dhb.
FY2- Y1 Se figuren til venstre.
Vi legger striper med bredde dx parallelt med y-aksen.
N / Hvis y, >y, nar a< x <b, far hver stripe et areal
dx yl-fl(x)\ dA=(y2—y1)dx
N b X slikat

x=b

A= (yz_Y1)dX-

X=a

Alle flate-elementene innenfor ei stripe har nd samme x-verdi. Da blir massesenterets x-verdi

1 ex=b

1 ex=b
X = XdA:KL:.a x(y, -y, )dx.

Det er ikke fullt sa enkelt a finne Y¢, fordi elementene innenfor ei stripe har ulike y-verdier. Vi
kan derfor ikke bruke formelen for Y direkte. Dette problemet lgser vi ved 4 erstatte y i
formelen for Y. med avstanden til midtpunktet pa stripa, som har y-koordinat

Bjern Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Integrasjon med anvendelser. Side 56
_ Y2t h
M 2 )
Da blir
_1 x=b B xby+y _1 x=b ) )
YC_KJ‘x:ay - j = 1 yl)dx_ﬂ x:a(y2 _yl )dX

C) Striper parallelt med x-aksen.

A Xy = g@ ¥ = ga(y) Vi skal nd anta at flata er avgrenset av grafer_1e_ti|
é’ x =0,(y) 09 X, =g, (y) samt de to rette linjene
y=c ogy=d . Da legger vi stripene parallelt med
dy| > x-aksen. Se figuren til venstre.
~
X2 = X Vi finner massesenteret med samme resonnement
C - som nar stripene ligger loddrett. Dersom x, > X,
R nar c<y<d, blir
2 X y=d
A=] (X, —x,)dy
0g
1 ¢y=d 1 (x=d
YC:Z.[y:c y-(%,—x)dy, XCzﬂ . (Xzz—Xlz)dy.

Eksempel 2.5.3: Bestem massesenteret til flata som avgrenses av grafen til y = x*, linja
X = 2 0g x-aksen pa to mater:

a) ved a legge stripene parallelt med y-aksen.

b) ved a legge stripene parallelt med x-aksen.

Lasning: Situasjonene er illustrert nedenfor til venstre.

YA a) En loddrett stripe i avstand x fra y-aksen har areal
. dA = y-dx = x%dx
5 slik at arealet blir
A= Iozxzdx =[1x] =12 -0°) = Z.
21 Da blir massesenterets X- koordinat
o+ = '[ —y,)dx== j x-(x*—0)dx
3

I — _ 31 X4 24 04 — é

0 1| 2 x> 8 |:4 j|0 ( ) i

Massesenterets y-koordinat blir

Yo =gl (=005 () = [T = 5-4(2-0)-
3

Il ol

b) Nar vi skal bruke striper parallelle med x-aksen, ma vi farst finne x uttrykt ved y:

y=x> o x=.y.
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Vi kan selvsagt bruke det arealet som vi fant ovenfor. Men vi kan ogsa beregne arealet

ogsa med utgangspunkt i vannrette striper. Av figuren ser vi at arealet av en slik vannrett
stripe i avstand y fra x-aksen blir
dA=(2-x)dy = (Z—ﬁ)dy

slik at arealet blir

A= (2=y)dy = (2-y*)ay=[ 2y~

2yi] =2.4-2.(a1) ~0=2.
Da blir

Oppgave 2.5.2.

2.5.4. Massesenter for krumme linjer.

kg/m) er konstant slik at
_m_dm

En krum linje er gitt ved y = f (x) eller ved x = f (). Anta at tettheten p (som er gitt i

= & dm:mds
L ds L

der m er massen til linja, L er lengden til linja, mens dm og ds er henholdsvis masse og lengde
til et lite element pa linja. Koordinatene til massesenteret er da gitt ved

xC:%j xdm:%J' x(%ds} %j xds

Y, =%j ydm=%f y[%ds} 1.[ yds

L
der vi integrerer langs hele linja.

0g

| avsnittet om buelengde har vi vist hvordan vi kan finne lengden L av et krumt linjestykke.
Der fant vi bl.a. at:

Dersom y = f(x), er ds:,/1+(g—§)2dx.
Dersom x = f*(y), er ds:1/1+(g—;)2dy.

Vi far bruk for disse uttrykkene na ogsa.

Eksempel 2.5.4: Beregn koordinatene til massesenteret til grafen til y=x*, 0<x<2.
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Lasning: y=x> = Z=2x
4Ay slik at

ds=./1+ (%)de = L1+ (2x) dx =1+ 4x*dx.
37 Da blir

L=[""ds=[ i+ 4xdx=1In(VI7 +4) + Vi7 ~ 4.6468.
2 ~

Xe=+["xds =2 [ x/L+ xx =+ (17417 ~1) ~ 1.239.
o Y, :%J.::Ozyds :%jozxlel+ 4x°dx
01—t —L(2V17 - 4In (VA7 +4)) ~1.823

Pa grafen er massesenteret tegnet inn med en liten ring.

Merk at massesenteret ikke ligger pa selve linja. Du kan visualisere massesenteret slik: Tenk
deg at linja spenner ut en masselgs membran. Denne membranen kan na balansere pa en spiss
som plasseres i massesenteret.

Oppgave 2.5.3.

2.5.5. Oppdeling i del-legemer.
Definisjonen pa massesenter

R _ Zmi ri
¢ m
gjelder egentlig nar m; er massen til en partikkel i legemet vart. Men formelen gjelder ogsa
dersom legemet vart bestar av del-legemer med kjent masse m;, og der r; oppfattes som
posisjonsvektoren til del-legemets massesenter. Jeg skal ngye meg med a vise at dette
stemmer for et legeme som deles opp i to del-legemer med masse m; og my, og volum V; og
V5. For hvert av disse del-legemene er massesentrene gitt ved

1 .
r, :_Z mr. < Zmi r, =m,r, der vi summerer over V;
ml V1 Vl
0g
1 .
r, :_z mr. < Zmiri =m,r, dervisummerer over V5.
m2 V, Vs,
Da blir
d>mr 1 1
R, = == >.mr + > mr, |==(mr, +m,r,).
m m Vi Va m

Vi kan enkelt benytte samme resonnement dersom legemet deles opp i n deler. Dette kan vi
benytte oss av til & beregne massesenteret til legemer som kan deles opp i enkle del-legemer.
Jeg skal illustrere teknikken i et par eksempler.
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Eksempel 2.5.5:
B To svert tynne metallstenger med lengde OA =1 og
OB =1 sveises sammen til en vinkel slik figuren til
A venstre viser. Finn vinkelens massesenter.

o)

Lgsning: La hele legemets masse veare m. Siden stanga OA er dobbelt sa lang som OB, ma
den ogsa ha dobbelt sa stor masse. Dette gir at massene til OA og OB blir henholdsvis

Mos =2M, 0g My =1m.

Begge stengene har sitt massesenter midt pa, slik at
Fon =211, 00 Foy =2-21j=11j.

Legemets massesenter er da gitt ved

A

1 1 - . R
== — 2 1 1 1 1 1
R= m(mOArOA+mOBrOB)__m(§m'EII+§m'flj)_§|I+EIJ-

Vi kan fare et tilsvarende resonnement dersom vi fjerner en bit fra et legeme. Anta at m er
massen og Rc er massesenteret til et legeme som framkommer nar vi fjerner et stykke med
masse m, og massesenter r, fra et legeme med masse m; og massesenter ry. Da far vi at

1
R. = E(mlrl -m,r,).

| neste eksempel skal vi illustrere bruken av denne formelen.

Eksempel 2.5.6:

Iy - x§ Ei skive bestar av et rektangel med sidekanter 8 og 4,
______ /_‘___&§ der et kvadratisk hjerne med sidekant 2 er fjernet. Se
R

figuren til venstre.
Finn massesenteret til skiva.

Lasning: Jeg skal lgse oppgaven pa to mater.
Farst deler jeg skiva inn i to deler slik den stiplede linja pa figuren viser. Hele skiva har areal
A=8-4-2°=28.
Dersom hele skiva har masse m, blir tettheten (som oppgis i kg/m?)
- m_m
P A28
Nedre del far massen

m, =p-(8-2)=%-16=—m

og gvre del far massen

m 3
m2 =p(62)=2—812=7m

Hver av delene har massesenter midt i. Av figuren ser vi at
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r=4i+1j
0g -
r,=3i+3j.
Da blir mmnteret gitt ved
R, = l(mlr1 + mzrz) = l(£m(4? +lj) + Em(Bf + 3]))
m m\ 7 7
13~

1 2 3 2 5 25"
=—(161+4]J+91+9])|=—1+—
7( J J) - 7J

Sa skal jeg lgse problemet ved a ta utgangspunkt i rektangelet, og fjerne bidraget fra det lille
kvadratet. Hvis vi kaller rektangelets masse og massesenter for mg 0g rg, 0g kvadratets masse
0g massesenter for mg 0g rg, kan vi sette opp (se figuren, og kontroller massesentrene til
rektangelet og til kvadratet):

1 1(m 2 2 m A 2
Re = (M —mKI’K)za(g-(SA)-(M+2])—§.(2-2).(7|+3j)j

1/~ .~ 252 .
—=|7i+3j)|=—i+—
7( J) 7 7 !
Og dette er samme resultat som far.

- 2(4i+2))

Oppgave 2.5.4.

2.6. Beregning av treghetsmoment.

2.6.1. Definisjoner.
Farst de grunnleggende definisjonene:

Moment-
akse La en liten punktformet partikkel med masse m ha en avstand r fra en
Py akse. Da er denne partikkelens treghetsmoment om aksen definert ved
r I =m-r?.
Aksen kalles gjerne for momentakse.

Vi kan tenke oss at et legeme bestar av mange slike partikler. Da far vi:

Dersom et legeme bestar av n partikler der partikkel nr i har masse m. og avstand r, fra en
momentakse A, er legemets treghetsmoment om denne momentaksen

n
_ 2
IA_E mr”.
i=1
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Legg merke til at treghetsmomentet er ikke en egenskap ved et legeme slik for eksempel
masse er. Treghetsmomentet avhenger av legemets posisjon i forhold til momentaksen.

| praksis er det vanligvis ikke mulig a foreta en summering slik definisjonen ovenfor angir. Vi
benytter heller integrasjon. Da antar vi at legemet er bygd opp av smabiter, der en bit med
masse dm har avstand r fra aksen. Da far vi:

Treghetsmomentet til et legeme om en akse A er
I, = I r’dm
der r er avstanden fra et masse-element dm til aksen A, og integrasjonen tas over hele legemet.

Denne definisjonen farer til at vi generelt ma integrere i rommet, noe som krever kjennskap til
trippelintegral. Vi skal imidlertid begrense oss til spesielle situasjoner der vi klarer oss med
vanlige enkelt-integral. Vi skal ogsa se pa et par hjelpesetninger som vil forenkle beregningen
av treghetsmoment.

2.6.2. Treghetsmomentet for en linje i et plan.

Vi skal na beregne treghetsmomentet for et legeme som kan betraktes som en tynn linje i et
plan. Vi skal la momentaksen sta vinkelrett pa legemets plan. Vi skal forutsette at det tynne
legemet er homogent, noe som bl.a. inneberer at tettheten er konstant. For et slikt legeme er
det naturlig a uttrykke tettheten i kg/m. Dersom legemet har lengde L og masse m, og Vi
plukker ut et tilfeldig lite element med lengde ds og masse dm, er tettheten

~m _dm

L ds
Da blir treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa legemets plan
2 2 M me .
I Irdm '[r I_ds I_jrds

der r er avstanden fra aksen til et bue-element ds, og vi integrerer over hele legemet.

dm:mds.
L

Eksempel 2.6.1: Finn treghetsmomentet for en tynn stav med lengde L og masse m om disse
aksene:

a) Aksen star vinkelrett pa staven gjennom stavens ene ende A.

b) Aksen star vinkelrett pa staven gjennom stavens midtpunkt C (stavens massesenter).

Lasning:
a) Situasjonen er illustrert nedenfor:

A —
dx L X

Her er dx et lite masse-element pa staven, mens x er avstanden fra masse-elementet til
aksen. Da blir treghetsmomentet om aksen gjennom A:

LU e S L a O i L LU N
IA_TL X dx_t-[gx }0 _I-EL =smL".
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b) Situasjonen er illustrert nedenfor:

Na blir treghetsmomentet om aksen gjennom C:

m s m 5. m
= 2= [50], = (- () =

Vi skal senere vise at nar vi kjenner treghetsmomentet til et legeme om legemets massesenter,
kan vi bruke Steiners setning (parallellakse-setningen) til & finne legemets treghetsmoment
om enhver annen akse parallell med aksen gjennom massesenteret.

Neste eksempel er adskillig mer komplisert, og inneholder en integrasjonsteknisk finesse.

Eksempel 2.6.2: Finn treghetsmomentet for en tynn ring med radius R og masse m om en akse
langs en diameter.

Lgsning: Vi vet at lengden av ringen er L = 27R . Sa plasserer vi ringen med sentrum i origo
som vist pa figuren til venstre nedenfor, og bruker y-aksen som momentakse.

Vi plukker ut et lite bue-element ds. Na blir integrasjonene enklest dersom vi benytter
vinkelen @ som integrasjonsvariabel. Av figuren ser vi at x = Rcosé. Videre vet vi at nar
vinkler males i radianer, blir

" d0-% o ds=R-dg.
. R
X . .
: Da far vi:
0o o .
: LY R LI (Rcos@)’ -Rd@
B! L Jo-o 27R Y0
2
_mR” " cos20do
2 *0
Integralet lgses enklest nar vi husker at
cos(20)=2cos’6-1 < cos’d=3+1cos(26).
Da blir
mR? (2, mR? c2z ., mR*-, 2
== jo cos* 6d6 = —— _[0 (7+5cos(26’))d0=¥[59+73sm(20)]o
2 2
:n;i (%-27z—%-O+%-sin(47z)—%-sin0):n;F:Z - =1mR?

Oppgave 2.6.1.
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2.6.3. Treghetsmoment for plant legeme.

For et plant legeme (ei flate) er det naturlig & uttrykke tettheten i kg/m?. Dersom legemet er
homogent, blir tettheten
m dm

P AT A
der m og A er flatas masse og areal, mens dm og dA er masse og areal til et lite flate-element.
Da blir treghetsmomentet om en akse A gitt ved:

IA:J' rzdm:f rz(%dAj:%J‘ r’dA

der r er avstanden fra flate-elementet til aksen, og vi integrerer over hele flata.

dm:mdA
A

Vi skal i farste omgang begrense oss til et spesialtilfelle: Flata avgrenses av grafene til to
funksjoner y, = f,(x) og y, = f,(x), og av de to rette linjene x=a og x =b. Dessuten skal

vi la y-aksen veere momentakse. Se figuren nedenfor til venstre.

Her merker vi oss at det skraverte flate-elementet med

Y \\k\fzm bredde dx og hgyde h =y, —y, har avstand x fra y-
r=x aksen og areal
. Y2 - Y1 dA=h-dx=(y,-y,)dx.
/ Hvis y, >y, nar a < x<b, blir flatas treghetsmoment
0 V. 5 fi(x)  omy-aksen
- N > Iy:%I:rsz:%I:xz(yz—yl)dx

Eksempel 2.6.3: Finn treghetsmomentet til en rettvinklet trekant om en av trekantens kateter.

Ay Lasning:

Setter at trekantens kateter har lengder a og b. Plasserer trekanten
I et koordinatsystem som vist til venstre. Da avgrenses trekanten
av koordinataksene og grafen til den rette linja

b

x y:—2x+b.
a

Arealet av trekantener A=z2ab.

~ Treghetsmomentet om y-aksen blir
0 an j

mea mea b m bra a
IYZKJ.O xz(y—O)dx:X.[0 XZ(_EXerjdXZX(_EJ.o x3dx+b_|-0 xzdxj

b a a b b
e RN e O s

=

[=2]

Hittil har vi kun sett pa treghetsmoment om y-aksen. Men vi kan finne treghetsmoment om x-
aksen pa samme mate.
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Oppgave 2.6.2. (Du far bruk for resultatene i neste oppgave).

Dersom vi kjenner treghetsmomentene for ei plan flate som ligger i xy-planet om bade x- og
y-aksen, kan vi finne treghetsmomentet for flata om en akse som star vinkelrett pa planet
gjennom origo ved hjelp av setningen nedenfor:

Setningen om det polare treghetsmomentet:
Et plant legeme plasseres i xy-planet. Treghetsmomentene om x-aksen og om y-aksen kalles
henholdsvis I og l,. Da blir treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa det plane legemet
gjennom origo

L, =1+1,.

Bevis:
Figuren viser et plant legeme som ligger i xy-planet.
Auvstanden fra origo til et massepunkt mj er ri. Av

figuren servi at r? = x’ +y?°.
Da blir treghetsmomentet til det plane legemet om z-
aksen

I, =Zmiri2 =zmi(xi2 + Yiz)
=y mx2+> my’ =1, +1,

Nedenfor ser du et eksempel pa bruken av denne setningen.

Eksempel 2.6.4: Finn treghetsmomentet til en rettvinklet trekant om en akse vinkelrett pa
trekanten gjennom katetenes skjeeringspunkt.

Lasning:
U Fra Eksempel 3.1 vet vi at treghetsmomentet for trekanten om y-
aksener I, = %maz. En ombytting av x- og y- aksene gir direkte

at treghetsmomentet om x-aksen ma blir 1, =<mb?. Da blir

treghetsmomentet om z-aksen (en akse vinkelrett pa planet
gjennom origo)

— _1 2,1 2 _ 1 2 2\ _ 1 2
I, =1,+1,=2mb’ +1ma’ =im(a’® +b*)=1ml

der den siste omformingen falger direkte av Pytagoras.

Oppgave 2.6.3.

2.6.4. Treghetsmoment for rotasjonssymmetrisk legeme.
Vi skal igjen forutsette at legemet er homogent, slik at tettheten p er gitt ved
oI gm=ay
vV av V
der m er massen og V er volumet til legemet. Da blir treghetsmomentet til et romlegeme om
en akse A gitt ved
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I = rdm=[ | Zav |=Z[ rav

o= ] ram=[ (v )2

der vi ma integrere over hele legemet. Generelt vil det kreve et trippel-integral. Men noen
ganger kan vi klare oss med vanlige integral. Dette gjelder spesielt hvis legemet er rotasjons-

symmetrisk og symmetriaksen er momentakse. Da kan vi beregne treghetsmomentet ved hjelp
av sylinderskallmetoden som du forhapentlig kjenner fra for.

r e
NN
r=x > h=fi(x)-g(x)
0 a b X
p@)

For sikkerhets skyld skal vi repetere hovedtrekkene. La ei flate i xy-planet vere avgrenset av
grafene til de to funksjonene y, = f(x) og y, = g(x), linjene x=a og x=b slik figuren til
venstre ovenfor viser. Jeg skaffer meg et rotasjonslegeme med y-aksen som symmetriakse ved

a rotere denne flata om y-aksen. Linja PQ som har avstand x fra aksen skaper da ei sylinder-
flate med areal

A=2xx-h= Zxx(f(x)— g(x)).
Utenpa denne sylinderflata legger vi et tynt sjikt med tykkelse dx. Da far vi et sylinderskall
med volum

dV=A-c&=2ﬂx-(f(x)—g(x))-dx
slik at treghetsmomentet til hele legemet om y-aksen blir

| X ] R
2 [ (1))t

Noen ganger ma vi ogsa finne volumet til legemet. Det gjer vi ogsa med sylinderskall-
metoden:

v =[ 2mx((x) - g(x))e.
Innsetting og forkorting av 2z gir nd at treghetsmomentet om y-aksen blir
12 (/ (x)- g (x) e
= :
[ x(/(x)-g(x))ex

¥y

Prav selv a sette opp formel for treghetsmomentet om x-aksen nar x-aksen er symmetriakse!

Eksempel 2.6.5: En rett sylinder har hgyde h og sirkelformet radius R. Finn treghetsmomentet
til denne sylinderen om symmetriaksen.
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Lasning: Vet at volumet av en sylinder er ¥ = zR*A . | formelen for treghetsmoment settes
f(x)=hog g(x) =0, og vi far at treghetsmomentet om y-aksen blir

2xm

27xm
I,=—— v (f(x) g(x))dx— TR Ixs(h O)dx_
=i—’f[§x4 f_i—'f LR = Lp?

Eksempel 2.6.6: En rett kjegle har hgyde h og sirkelformet radius R. Finn treghetsmomentet
til denne kjeglen om kjeglens symmetriakse.

Y

Lasning: Vet at kjeglen har volum ¥ =1zR*h. Vi far

enklest regninger nar vi plasserer kjeglen med spissen i
origo. Da framkommer kjeglen nar flata avgrenset av

. - h -
grafen til den rette linja y:Ex og linja y = h roterer om

y-aksen (se figuren til venstre). | formelen for treghets-

moment settes da f(x)=h og g(x)= %x, og vi far at

treghetsmomentet om y-aksen blir
= 27m: J-Rf[h—ix]dx
SARRY0 R
_ 6m R her , ) 6m L 4R hp, R
- 2h[hjlo xsca:_}.[o * &J_ 2h[h|::x :In _E[Ex :In

_ & LAR" = 2mR?
R*h w

6m

(LrR* —1hR*)=

Eksempel 2.6.7: Finn treghetsmomentet for ei kule med masse m og radius R om en akse
gjennom kulas sentrum.

Lasning: Figuren til venstre viser den sirkelbuen som roterer om y-
b aksen, og som danner gvre halvkule. Nedre halvkule blir helt
> lik. Da blir treghetsmomentet om y-aksen:
- Il
I 2xm R 3 22
YT 1,==2 ox(ZR x)dx
i 2 =
1l = ”ms j‘sz( R2 —x?' )(Zxdx)
X %ﬂ'R o

Her har jeg satt inn at volumet av ei kule er ¥ = zR*, og har husket at nar nedre halvkule tas

med blir hgyden #=2+R?—x* . Videre har jeg forberedt substitusjonen
du=2xdx

u=R-x o N 5
X*=R"—u

Jeg setter inn, forkorter, og benytter at ndr x=0 er #=R*, ognar x=R er u=0. Da blir
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3m o 3m R 13 3m 3 s R
Iyzﬁ RZ(RZ—U)(\/U)(—du):ﬁ . (R2u2—u2)du:ﬁ([R2-%u2—%u2}o J
3m 3m
=ZRS(RZ.gRS—gRS)zﬁ-%RS=§mR2

Oppgave 2.6.4.

2.6.5. Sammensatte legemer.
Anta at et legeme er satt sammen av to andre legemer som har treghetsmoment

I1 = zrizmi 09 Iz = Zrizmi

v, v,

om samme momentakse. Det sammensatte legemet far da treghetsmoment

L= 6'm =) m+ > m =1, +1,.

V) +V, \ V,

om denne aksen. Denne formelen kan lett utvides til flere del-legemer.

Vi kan altsa legge sammen treghetsmomentene til de to legemene. | prinsippet er dette enkelt.
| praksis kan det oppsta problemer fordi den formelen for treghetsmomentet til det sammen-
satte legemet som vi skal fram til, inneholder massen til hele legemet, mens formlene for
treghetsmomentene til del-legemene inneholder massene til disse del-legemene. Dersom del-
legemene har samme tetthet kan vi lgse dette problemet slik:

La m;, og V, veere henholdsvis masse og volum til del-legeme 1, mens m og V er masse og

volum til hele det sammensatte legemet. Da er
m m V,
p=—=— < m1 =m-—.
vV, V Vv

Pa denne maten finner vi massen til hvert del-legeme uttrykt ved massen til hele legemet.

Eksempel 2.6.8:
H H Et legeme med masse m bestar av en rett sylinder
med radius R og hgyde H, som har en rett kjegle

N A
Y )
} . med radius R og hgyde H festet til toppflaten.
Sylinderen og kjeglen har felles symmetriakse.
Finn treghetsmomentet til legemet om
symmetriaksen.

Lesning: Sylinderen har volum V; = zR*H , mens kjeglen har volum V, =17zR?H . Samlet
volum for hele legemet er da
V =V, +V, =7R’H +17R’H =47R°H .
La m veere massen til det sammensatte legemet. Sylinderens masse blir da
V, ZR*H
m=m-—=m- — =3
Vv s7R°H  —
mens kjeglens masse blir
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2
my :m'V—K=m~%7TR2|_| =Zm.
Vv s7R°'H  —

Vi har allerede funnet at sylinderens treghetsmoment om symmetriaksen er

lg =im,R?,
og at kjeglens treghetsmoment om symmetriaksen er

I, ==mgR%.

Legemets treghetsmoment om symmetriaksen blir da

l=lg+1, =imR*+3ZmR*=1.2mR* + 2 .i1mR* = 2mR?.

Vi kan bruke samme prinsipp dersom vi fjerner en bit fra et legeme. Dersom et legeme med
treghetsmoment | framkommer ved at vi fjerner en bit med treghetsmoment I, fra et annet
legeme med treghetsmoment I, blir

I=1,-1,.
Det forutsettes at alle treghetsmomentene regnes om samme akse.

Eksempel 2.6.9: Et legeme med masse m framkommer ved at en halvkuleformet hulning med
radius R freses ut av toppflaten i en sylinder med hgyde H = 2R og radius R. Halvkula og
sylinderen har felles symmetriakse. Finn treghetsmomentet til dette legemet om symmetri-
aksen.

Lasning: Volumet til legemet er
V=Vi-V,, = 7R?H —1.47R° = 7R* . 2R-27R° =47R°.
Massen til sylinderen (far utfresingen av halvkula) var

Vs ZR*-2R
Mg=Mm-===M - ———=—=73
V 37R S
mens massen av den utfreste halvkula er
V 1.4 .R3

:m- %K—m.i.§

-1
3K Vo 4R 2
Treghetsmomentet til sylinderen (fegr utfresingen av halvkula) var

_1 2 _ 1.3 2 _ 3 2
Iy =5mR"=5-2m-R"=2mR".

i)

m

Halvkula har halvparten sa stort treghetsmoment (om symmetriaksen) som ei hel kule. Men

massen til halvkula er ogsa halvparten sa stor som massen til ei hel kule. Dermed far vi at
_ 1.2 2 _ 2 1 2 _ 2 2 _ 2 1 2 _1 2
l =7-¢mR*=£-(3m)R _E.(m%K).R =%-(3m)-R*={mR".

Alt i alt blir na treghetsmomentet til legemet vart om symmetriaksen
l=1g—1,, =3mR’-1mR*=L4mR?.

Eksempel 2.6.10: Bruk dette prinsippet til a finne formelen for treghetsmomentet til en hul
sylinder med masse m, indre radius R; og ytre radius Rj.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 69

Lasning: Vi tenker oss at den hule sylinderen framkommer ved at vi starter med en massiv
sylinder med volum V, = zR*H og treghetsmoment I, =imR?. S& freser vi ut en sylinder
med volum V, = zR,’H og treghetsmoment 1, =2m,R,?. N&r massen til den hule sylinderen
er m, blir massene til disse to sylinderne:

2 2
m = m.2—m. zﬂﬂH : :m.zﬂ :
Vv 7R2H — 7R2H R2-R

Vv, 7R*H R,
m=m-—==m-—— =M — >
Vv 7R,"H —7R°H R, —R,
Da blir treghetsmomentet til den hule sylinderen
1, mRZ2 R 2 1 mR12 2

2 Rzz_Rlz' 2 T2 Rzz_Rlz 1

] ] -1 2 _1 2 _
I_IZ Il_ZmZRZ 2m1Rl -

Dette resultatet kan vi ogsa finne ved a benytte framgangsmaten i Eksempel 2.6.5, og
integrere fra R til R,.

En liten kontroll til slutt: Dersom sylinderveggen er sd tynn at R, ~ R, =R, blir treghets-
momentet | :§m(R2 + RZ) =mR?. Det er jo helt naturlig, siden alle massepunktene da har
samme avstand R fra aksen.

Oppgave 2.6.5.

2.6.6. Steiners setning (parallellakse-setningen).

Det er vanlig at tabeller oppgir formler for treghetsmoment om en akse gjennom legemets
massesenter. Dersom vi har bruk for treghetsmomentet til legemet om en annen akse parallell
med aksen gjennom massesenteret, kan vi bruke setningen nedenfor:

Steiners setning (parallellakse-setningen):

La Ic veere treghetsmomentet for et legeme med masse m om en akse
gjennom massesenteret. La Ip veere treghetsmomentet for dette legemet om
en annen akse som er parallell med aksen gjennom massesenteret, i avstand
D fra denne. Da er

_ 2
l,=1l.+mD

Beviset for setningen er litt kronglete, og er dyttet ut i et tillegg. Vi skal heller se pa hvordan
setningen kan brukes.

Eksempel 2.6.11: Vis at resultatene fra Eksempel 2.6.1 stemmer med Steiners setning.
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Lesning: Vi fant at stavens treghetsmoment om massesenteret var | =%mL2 . Steiners
setning gir na at treghetsmomentet om en parallell akse gjennom et endepunkt er

_ 10V _Lml21ml2_1m]2
ly=lc+m-(:L) =4ml® +iml® =iml®.

Dette stemmer med resultatet i Eksempel 2.6.1.

Eksempel 2.6.12: Beregn treghetsmomentet til en sylinder om en akse langs sylinderens
sidekant, parallelt med symmetriaksen.

Lesning: Siden treghetsmomentet for en sylinder om symmetriaksen er I, =<mR?, og

massesenteret ligger pa symmetriaksen, blir treghetsmomentet om en akse langs en sidekant i
avstand R fra symmetriaksen
2

_ 2 _1 2 2 _3
I, =1, +m-R"=2mR* + mR" =SmR".

Oppgave 2.6.6.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
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3. Blandede oppgaver.

Her finner du en samling blandede oppgaver innen derivasjon og anvendelser av derivasjon.
De fleste oppgavene har veert gitt som eksamensoppgaver. Et par oppgaver er litt endret. Du

finner lgsning pa oppgavene ved a klikke pa oppgavenummeret.
3.1. Oppgaver.

Oppgave 1
Beregn disse integralene:

8 X
a) dx
!x/x2+1
J~ X+1
x* =X
C) _[x-lnxdx

b) dx

d) Iftan x dx

2 1
e dx
) -[l x® + X
f) 1) Visat

X}
X
2) Bruk substitusjonen u =e' samt resultatet ovenfor til & beregne

. 1
jo 2et_1dt.

dx=1In +C.

I 2x% — X

Oppgave 2
a) Vis ved a utfgre integrasjonen at

j arcsin xdx = x-arcsinx ++1—x* +C .

b) yi . Til venstre ser du grafen til

1.0

I— med bredde dx.

0.5

med bredde dy.

0.0
00 02 04 06 08 10X

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.

y=f(x)=arcsinx, 0<x<1.
Du skal beregne det arealet som avgrenses av
grafen, linja y =27 og y-aksen pa to méter:

1) Ved adele arealet opp i loddrette "striper"

2) Ved a dele arealet opp i vannrette "striper"
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Oppgave 3
Vs Til venstre ser du et utsnitt av grafen til funksjonen
gitt ved
y> =1+3%°.
2 Denne grafen, koordinat-aksene, og linja x =1 danner

en flate F.

a) Del Finni 4 like brede striper, og finn en
tilnermet verdi for arealet av F med Simpsons
formel.

2 1 0 1 2

X
b) Finn volumet av det rotasjonslegemet som framkommer nar F roterer en gang om y-aksen.

c) Benytt skivemetoden til d sette opp et integral som skal benyttes til & finne volumet av det
omdreiningslegemet som framkommer nar F roterer en gang om linja y = 2. Beregn en
tilnsermet verdi av dette integralet, bl.a. ved a benytte resultatet fra a).

Oppgave 4
En funksjon er gitt ved

y="f(x)=v9-x, 0<x<9.
Ei flate F er avgrenset av grafen til f og koordinat-aksene.

a) Finn arealet til F.
b) Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar F roterer om y-aksen.

Oppgave 5

Til venstre ser du grafen til funksjonen
y=f(x)=e™*, x>0.

Denne grafen, y-aksen, x-aksen, og linja x=a

der a > 0 avgrenser ei flate. Nar denne flata

roteres om y-aksen dannes det et klokkeformet

legeme. Finn volumet av dette legemet nar

a—> 0,

0.
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20X

Oppgave 6
Gitt funksjonen

f(x):\/]e , Xxe[0, o).

a) Finn IXiLTgf(x) 0g 1mf(x)

L
2

b) Finn f'(x) og f"(x), og bestem funksjonens maksimums- og minimumspunkter.

Skisser grafen til funksjonen.
c) Grafen til f, x-aksen, og den rette linja x = 4 avgrenser ei flate. Finn volumet av det
legemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om x-aksen.
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Til venstre ser du grafen til funksjonen

f(x):coizx, 0<x<irz.

3T Ei flate F er avgrenset av denne grafen, y-aksen og linja y =4.

a) Finn den eksakte verdien av arealet til flata F.

b) Finn den eksakte verdien til det omdreiningslegemet som dannes nar
flata F roteres 360° om y-aksen.

0+——+—t+—+—+
00 05 10X

Oppgave 8
Vi har gitt funksjonen

y= f(x):2—3e‘x+2e’%x, x>0.

a) Bestem eventuelle maksimums- og minimumspunkter for funksjonen med tilhgrende
maksimums- og minimumsverdier, og tegn en skisse av funksjonsgrafen. Ta med
eventuelle asymptoter.

b) Ei flate avgrenses av funksjonsgrafen, x-aksen, y-aksen og den rette linja x =4-1n3.
Forklar hvordan vi kan sette opp et integraluttrykk for & beregne volumet av det
omreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om x-aksen, og
beregn dette volumet.

Oppgave 9
Grafene til de to funksjonene

Y1 = fl(x) =e
0g
y, = f,(x)=e>-2
avgrenser sammen med y-aksen ei flate.

a) Finn arealet av denne flata.

b) Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar flata roterer en gang om
y-aksen.
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Oppgave 10
Ei flate avgrenses av grafen til funksjonen
y:x(3—x)2, 0<x<3
0g x-aksen.

a) 1) Finn arealet av denne flata.
2) Bestem ei rett linje x =k som deler flata i to like store deler. (Den likningen som
framkommer kan lgses med dataverktay).

b) Bestem volumet av det rotasjonslegemet som framkommer nar flata roterer en gang om:
1) x-aksen.
2) y-aksen.
3) Linja x=-1.
4) Linja y=5.
Integral kan lgses med dataverktay.

Oppgave 11
Vi har gitt de to funksjonene

X +e*
f,(x)= 5 -1

0g
f,(x)=1e".
. . =ttt
Grafene til de to funksjonene er 10 08 -06 -04 02 00 02 04 06 08 10X
skissert til hgyre.
a) Visved a lgse en likning at grafene skjeerer hverandre i punktene
(In(2).3) og (In2.3).
b) Bestem arealet av den flata som avgrenses av de to grafene.
Oppgave 12
yi Pa figuren til venstre ser du grafene til de to funksjonene
3T f(X)=vx+1
o f(X)=vx+l 09
f,(x)=x-1
2(X)=x-1 . o
1 a) Det skraverte omrade angir ei flate som er avgrenset av
— o grafene til de to funksjonene og aksene. Finn volumet
1 -/1 234X av det omdreiningslegemet som framkommer nér
-1A denne flata roterer en gang om x-aksen.

b) Ei flate er avgrenset av grafen til f;, x-aksen, y-aksen, og den rette linja x=a der a>0.
Nar denne flata roterer en gang om x-aksen, framkommer et omdreiningslegeme. Bestem
a slik at volumet av dette omdreiningslegemet blir V = 47 . Du kan bruke dataverktgy til 4
lgse likninger.
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Oppgave 13
Denne oppgaven skal lgses med minst mulig bruk av kalkulator.

Flguren til venstre viser et utsnitt av sirkelen
x> +y® =26

og grafen til funksjonen
y="f(x)=2, x>0.

a) Finn skjeeringspunktene mellom disse to grafene
ved a lgse en likning.

b) De to grafene avgrenser et areal A. Bruk
skivemetoden til & bestemme volumet av den

ringen” som dannes nar dette arealet roterer en
gang om x-aksen.

c) Kontroller svaret fra b) ved a bruke sylinderskall-metoden til & beregne volumet av den
"ringen” som dannes nar arealet A roterer en gang om y-aksen.

Oppgave 14
y A _ _ .
47 Vi har gitt de to funksjonene
f(x)=e"-1
3 § 0g
f(x):e -1 g(x):5—ex.
2T a) Finn koordinatene til skjeringspunktet mellom grafene
til funksjonene.
A g(x)=5-¢" _ _
b) De to grafene og y-aksen avgrenser ei flate. Finn
volumet av det romlegemet som dannes nar denne flata
. - roteres om x-aksen.
0 1 2 X
Oppgave 15

a) Vis ved a utfgre integrasjonen at
_[ X -e¥dx = (——ije +C.
a a
b) La a>0, og bestem disse grenseverdiene:

) lim 1y lim =

X—>0 eax

| resten av oppgaven skal vi se pa funksjonen
0 nar x<0

f(x)=4 |, .
() {eZ—e‘X nar x>0

Du kan under veis fa bruk for resultatene i a) og b) ovenfor.
c) Finn funksjonens maksimumspunkt med tilhgrende funksjonsverdi.
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d) Visat f f(x)dx=1.

e) Finn J:x f (x)dx.

f) Ei flate er avgrenset av grafen til f, x-aksen og den rette linja x = a . Nar denne flata
roterer om x-aksen, framkommer et romlegeme. Finn volumet av dette romlegemet nar
a—> 0,

Oppgave 16
Ei flate er avgrenset av grafen til
y=f(x)=4x-x?, linja y =4 og y-aksen.
a) Tegn grafen til funksjonen, og finn arealet av flata.
b) Finn koordinatene til flatas massesenter (tyngdepunkt).
c) Finn volumet av det legemet som framkommer nar flata roterer om y-aksen.
d) Finn volumet av det legemet som framkommer nar flata roterer om linja y = 4.

Oppgave 17
a) Vis ved a utfgre integrasjonen at
J' XePdx = — 2 xe ™ — e 4 C
b2

der b er en positiv konstant.

b) Ei flate avgrenses av grafen til y =e™, x-aksen, og de rette linjene x=0 og x=a der
a>0.
I) Finn koordinatene til flatas massesenter (tyngdepunkt) uttrykt ved a.
1) Hva gar flatas massesenter mot nar a — oo ?
I11) Hva gar flatas massesenter mot nar a — 0?
IV) Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar flata dreies om x-

aksen.
Oppgave 18
y Ei homogen flate F har form som den delen av ellipsen
A
1.07 XZ y2
? + 1—2 = 1
0.5+ som har positive x-verdier (se figuren til venstre).

Finn koordinatene til flatas massesenter.

Hint: Du kan fa bruk for at arealet av ellipsen
XZ y2
—+==1
a’ b’

er

A=rab.
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Oppgave 19
En rett, tynn stav plasseres langs x-aksen i et koordinatsystem med sin ene ende i origo og den

. dm . : :
andre enden i x = 2. Stavens tetthet p(x) = ax varierer med avstanden x fra origo, og er gitt
X

ved
p(x)=1+/x(2-x) for 0<x <2

0g har enhet kg/meter.

a) Beregn stavens masse.

b) Finn stavens massesenter.

c) Beregn stavens treghetsmoment om y-aksen.

Oppgave 20
Ei flate er avgrenset av grafen til

f(x)=e™,
x-aksen, y-aksen og den rette linja x=1In2.

a) Finn koordinatene til flatas massesenter (tyngdepunkt).
b) Beregn treghetsmomentet til flata om y-aksen nar flata har masse m.

Oppgave 21
Ei homogen flate med masse m er avgrenset av grafen til funksjonen

f(x)=1-x
og x-aksen. Finn treghetsmomentet til denne flata om y-aksen.

3.2. Lgsninger

Oppgave 1
=%J' u > du =%[2u’%”11 =[\/UT =2-1=1

1

V3 4
a) J' X dx =J. du
o VX2 +1 2 2u
Har benyttet at

i=x+1l = Mooy o xdx =23du.
dx

x=0 < u=1, x:\/§ = u:\/§2+1:4.

x+1 A B A(x—l)+Bx_(A+B)x—A

b)

-x x x-1  xt-x x? — X
Sammenlikner koeffisienter, og far A+ B=10g —A=1.
Her far vi direkte A= -1, som videre fgrertil B=1-A=2.

[

dx:J' _71dX+I %dx:—ln|x|+2ln|x—1|+c1

C~(x—1)2

=—In|x|+|n(x—1)2 +InC =1In
X
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C) v,y

u v'
1 132 1y — 142, _1 — 142 1. 1y2
J.xlnxdx—g Inx—j Ex-ydx_3x In X 2.[ xdx—zx In x 55X +C
1

d) If”tan xdx= j (S::)r;))((

Har brukt substitusjonen

J'l——[ Inu (In(%)—lnl)=—ln1+In2—|n1:In=2

du . )
U=COSX = d—:—smx = du=-sinxdx
X

x=0 < u=cos(0)=

1
x=1ir < u=cos(ir)=1

e) Starter med delbrgkoppspalting:

1 1 A Bx+C_AX+1)+(Bx+C)x (A+B)x’+Cx+A
X3+X_x(x2+1)_x x2+1 x(x2+1) B X3+ X
Herer C=0, A=1, A+B=0 < B=-A < B=-1.
Daer

J.lzx +xd _L;d —j a1 dx = Inx I— 1du=In2-0-%(In5-In2)

=In2-1In5+1In2=2In2-1In5=1(In2° - In5) = 1In(2)

Det siste integralet er lgst med substitusjonen

u=x’+1 < g—u=2x < du=2xdx < xdx=2idu.
X - -

1 A B  2Ax-A+Bx (2A+B)x-A

fly —— =4 =
) 2x2-x X 2x-1 x(2x-1) x(2x-1)
Far at
A=-1, 2A+B=0 <& B=2.
Da blir
—J'( ——]dx:jidx—j 1dx
2x-1 x X—3 X
X_L
=In|x-4-In|x|+C=In=—2{+C
X
f2) u=e = d—uzet & dt:d—?:d—u.
dt e u
Da blir
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0 2e'—

J02e -1

Oppgave 2

a)

'[ arcsin x dx

Setter
u=1-x°

Daer

J.ﬂdx

slik at

_[ arcsin x dx =

b1)
yA

dt = lim

Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser.

st

1ot

—In|l|:ln|1—;e

Side 79

=In

b

1
2U —

du
1u

t

X e’

1

jo=[

:In|1—1e

mf,

+In2

In2.

dt = lim
-1

t —>o©

(In|1—ie‘tl

! +In2) In[1-0/+In2=

0 2¢'

1
1-x°

u' v, u v, u
:'[ 1-arcsin x dx = x-arcsin x—'[ X dx

au_ -2x = xdx=-3du.
dx

j \/, —Ju+C=—/1-x*+C

x-arcsinX ++v1— x> +C..

Bruker loddrette striper med bredde dy og hayde

15T

0.5T

0.0

h=27—y. Finner forst gvre grense for integralet:
y=arcsinx=37 < x=1.
Da blir arealet

1
F=]
:[%ﬂx—x-arcsinx+\/1—x2J1

0

7T —arcsin x)dx

|
T T
00 02 04

=1rz-1-1-arcsinl++1-1* —0-0+v1-0?
=sr—57+0-0-0+1= 1

-

06 08 10X

b2) Med vannrette striper blir arealet

e

Benytter videre at

y=arcsinx < x=siny

slik at

F= J'jﬂsin y dy =[-cos y]g”

= —COS(%ﬂ)+ cos0=-0+1=1.
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Oppgave 3

a) y>=1+3x*> < y=+1+3x" ndrvi kun benytter omrédet der y >0.
Setter opp tabell over x-verdier og tilhgrende verdier for y:

X 0 % % % 1 Sum
y = M+ 3x2 1 1.09 1.32 1.64 2
Vekt 1 4 2 4 1

1 4.36 2.64 6.56 2 16.56

Simpsons formel gir na at arealet blir

A:ﬂ-16.56:1.38.
6-2 S

b) Bruker sylinderskall-metoden: Et sylinderskall i avstand x fra y-aksen har volum

dV = 27X y-dx = 2zx/1+ 3x*dx
slik at hele legemets volum blir

V = j:27zx\/1+ 3x2dX .

Setter

u=1+3x* = 3—u=6x & xdx=21du.
X
Videreer u=1ndr x=0,0g u=1+3-1"=4 nar x=1, slik at

Vv =I:27Z'X\/1+ 3x%dx = 2;;];4\/_.%du :%ﬂ.J‘l“u%du :%ﬂ-[%U%T

0

zgz-(ﬁ_ﬁ):gn-(s—l):%_n

C) yi Ei skive i avstand x fra y-aksen har ytre radius lik 2, og et hull i
4 midten med radius lik 2 -y . Ei skive med tykkelse dx far da volum

dv :(n-zz—7z.(2—y)z)dx:n(4—(4—4y+y2))dx

=r(4y-y*)dx= 72'(4'\/1+ 3x? —1—3x2)dx

Videre merker vi oss at nar x =1 blir y =2. Da blir volumet av
11 rotasjonslegemet:

V= nj:(4\/1+ 32 —1—3x2)dx

=4zA-7z[x+X* | ~4r-138-27~111

1
0

N

<Y

Oppgave 4

y="f(x)=v9-x, 0<x<9.
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a) Arealet er

A:J.:\/Q—xdx.
Setter

U=9-x = du=-dx
og far

[ o—xdx=| \M(—du):—éu%+C:—§\m3+C:—§( 9—x)3+C.
Da blir arealet

A= J.ng/ﬂdx = —g[( 9— x)T —-2(0-27)=18

0 —

b) Bruker sylinderskall-metoden for & finne volumet ved rotasjon om y-aksen:
V= J.XX_:OQ 27X ydx = ZnJ'; X+/9 — x dx.

Samme substitusjon som far gir
X=9-u
slik at

V= 2;:[09 X+/9 — xdx = ZzIQO(Q - u)\ﬂ(—du) = an'go(—Qu% + u%)du

3

= 22["(9u* - u? ) ~2ef0-20" —2uf] = 2x(6. 8" ~2.v8"~0+0)

=27(6-27-2.243) =47

5

Vi kan ogsa bruke skivemetoden. Da ma vi benytte at

y=49-x < x=9-y°.

Volumet blir
V= yy::;zxzdy = ﬂJ:(9 - y2)2 dy = 7zf03(81—18y2 +y*)dy

—[81y-18-2y° +1y*] = 7(81-3-6.3° +1.3 —0)= %7

5

Oppgave 5

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20X
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Bruker sylinderskall-metoden:
\Y :LO an-y-dx:ﬂjo 2xe” dx.
Substitusjonen
u=-x2
gir
du =-2xdx,
slik at det ubestemte integralet blir
JZ'J. —e'du=-ze"+C.
Altsa er
V= [—ﬂe’x2 J e g 72'(1— e® ) .

0

o —0,slikat lim V=r.

a—o

Na&r a — o vil e~

Oppgave 6

f(x)= X-er, xe[0, oo).
a) Innsetting viser at
leirg f(x)zg.

Bruker L'Hopitals regel:

lim f (x)=limyVx-e? =lim 5 = lim 22 =lim —
X—>00 X—>00 X—>0 g? X—>00 ;ez X—>00 \/;_ez

b) f'(x):ﬁ.eTJr X.(_%)eTZ(%_\/;)%e%x.

%—\/_:0 & x=1.
Daer
f(1)=+1-€"=1.
Dessuten er
fr(1)=4(-%-2+1)-1=-1<0,

4 12

slik at punktet (1, 1) _er et maks.punkt.
Videre far vi et min.punkt i (0, O) fordi falltider >0.

Da har vi nok informasjon til a tegne grafen:
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0t ——————t—————— i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X

c) Nar flata avgrenset av grafen til f, x-aksen, og linja x = 4 roterer om x-aksen, finner vi
volumet som framkommer ved a bruke skivemetoden:

V = j dx P j ( g7 )2 dx = nj: xe' ¥dx = nej': X- ev"X dx

[HH e dx}ﬁeux.ex]s_[ex]:)

= 7re(—4e’4 +0—g™ +1) = re(1-5e™) = ﬂ(e —5e’3)

Oppgave 7
a) Grafen til
= f (X) _
cos’ X
skjeerer linja y =4 nar
1
— =4 & cos’x=1 < cosx=1 v cosx=-1.
COS“ X

Vi kan bare bruke lgsningen

COSX=% <& X=37.

Da blir arealet:

A I ( cos? x)dxz[‘lx_tanx]iﬁ:4'%”43”( 7-0+tan0)=47 3.

b) Bruker sylinderskall-metoden for & finne volumet av rotasjonslegemet ved rotasjon om
y-aksen:

V=I03”27rx(4—cos dex 27{_[ Axdx — _[ 3 dej
J.O%”4xdx:[2x2]§ :2(%ﬂ)2—0:i.

V'

u l u v u' \ InX
_[x- > dx:x-tanx—J' l-tanxdx:x-tanx—j S ——dx
CoS” X COS X

=X-tanx+In(cosx)+C

Foretar farst delvis integrasjon med
u=x = u'=1l

0g

1

= > & v=tanx.
COS™ X
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Deretter substitusjonen

ol :
t=cosx = d—z—smx

X
som gir
| smde:I —_m:_|nt+cz_|n(cosx)+0.
COS X t
Alt i alt blir

V= Zn(gnz —[ x-tanx+In(cosx) | jﬁ)

27[(%7[2 —(%7[ tan(17)+In(cos(17z))-0- In(cosO)))

27(27 (373 +In(3)-0-In1)) =27(37* -7 -V3+In2)

Oppgave 8
y="f(x)=2-3e>+2¢ %, x>0.
a) y'=-3(—e*)+2e7 (-1)=3e" - e .
Vi har ekstremalpunkt nar
y'=0 o 3*-e=0 < 3-e*=0

w

1
& =3 o ix=In3 < x=2In

Sjekker fortegnet pa y":
y'=—3e "+l
som ved innsetting av x = 2In3 gir

" 213 | 1 4123 3} 2 | 1(ah3)* 1,11 1,1
y =-3e n +Ee 2 :—3(en ) +3(en ) :—3‘3—2+3'§:—§+€<0

slik at dette punktet er et lokalt maksimumspunkt med funksjonsverdi
y=f (2In3) =2 _3.e2M3 4 2e—%»2|n3 _ 2_3.(eln3)—2 + 2_(e|n3)—1

—9_3.L,90,1_9_1,2_1
=2 332+23—2 3+3_i

Dessuten ma endepunktet x =0 vare et lokalt ekstremalpunkt. Funksjonsverdien blir
y=f(0)=2-3-°+2:°=2-3.1+2-1=1.
Vi ser direkte at nar x — oo, vil
20 I y —>2-0+0=2. Videre vet vi at
funksjonen er kontinuerlig. Da kan vi sla

fast at punktet (0,2) er et lokalt (men
x=4In3 R

ikke globalt) minimum, mens punktet
(2In3,Z) er et globalt maksimum, mens

y

15

1.0

0.5

'

0.0 t t t t
0 1 2 3 4

3]
x

y =2 er en asymptote.
Grafen blir da som vist ovenfor.

b) Bruker skivemetoden for a beregne volumet ved rotasjon om x-aksen:
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V= LX::InsﬂyZ -dx = 7["'0““3(2 _3e* 42 7 )2 . dx

Na er
((2-3e™)+2¢7#)

2

1 1 2
(2-3e) +2.(2-3¢*). 26 +(27)
—4-12e + 9 +8e  —12e " + 4e™*

— 448 8 —12e 49

Da blir
4In3 1y _3y _1y _3y 4In3
V= (44867 8™ ~12e ¥ +9edx = 7 4x—16e " + 8 +8e - S |

7r(4-4ln3—16-e’%"””3 +8eH"? 18e7H " _2e M _(0-16 -1+8-1+8-1—%-1))

2

=7(16In3-16-3+8-3" +8-3°-2.3° +2) = 7(16In3+ £2)

Oppgave 9
y, = f,(x)=¢e* og y,=f,(x)=e>-2.
a) Finner farst skjeeringspunktene mellom grafene:
1+y1°+8 1+3
2 2
fordi den negative lgsningen ikke kan brukes. Altsa skjaerer grafene hverandre nar
x=In2.

=2

ef=e¥-2 o (ex)z—eX—Z:O o e =

Arealet av flata som avgrenses av grafene og y-aksen blir
x=In2
A= J.x:o (yl - YZ)dX
= '[:Z(ex —e¥ +2)dx=[e" ~Le¥ +2x]

In
0

e"?—1e?"? 4+ 2In2-e"+1e°-2-0
2 —

1.2242In2-1+1-0=2In2-1

b) Bruker sylinderskall-metoden for & finne volumet av rotasjonslegemet nar flata roterer om

y-aksen:
x=In2 In2 " <
V = =0 ZﬂX(yl—yz)dX=27[IO X(e _e2 +2)dx
Vi far to integral av typen

u Vv u A u' \Y
I x-eaxdx:x-geax—f 1ie¥dx=1xe™ —;-te” +C=2(ax-1)e™ +C.
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Ved a sette inn henholdsvis a=1 og a =2, far vi
V = 2;Z.[Inz(xeX —xe? +2x)dx = Zyz[iz(x—l)eX —L(2x-1e* + xz]mz
0 1 2 0
:Zﬂ(((an—l)e'”z—%(2In2—1)e2'”2+(In 2)2j—((0—1)e° ~1(0-1)¢° +o)j

—27(2In2-2-2In2+1+(N2)° +1-1) = 27((IN2)° - 1)

Oppgave 10
y=x(3—x)2, 0<x<3
Starter med a tegne graf: al) Arealet av flata blir

A:I;x(s— x)’ dx :Ij(Qx—ze +x°)dx

y

:[9-%x2 -6-1x° +%x4]z

—9.32-2.3%41.30—0=2

a2) Nar linja x =k skal dele flata i to like store deler, ma
Iok x(3—x)" dx = 1A

! o K2k +ik—0=2
Nar likningen lgses med dataverktay, far vi kun en
1 X brukbar reell lgsning:

k =1.157

b1) Bruker skivemetoden for a finne volumet ved rotasjon om x-aksen:
2
V, = Ijnyzdx = 7Z'I§(X(3— x)z) dx=2%r.

b2) Bruker sylinderskallmetoden for a finne volumet ved rotasjon om y-aksen:

b3) Ved rotasjon om linja x = —1brukes sylinderskallmetoden. Radien i sylinderskallene blir
r=x-(-1)=x+1,
slik at volumet blir

V3:ijzﬂr'y'dX:27TJ‘03(X+1)x(3—X)2dx:%_7;,

b4) Ved rotasjon om linja y =5 brukes skivemetoden, men skivene far hull i midten. Ei skive
i avstand x fra y-aksen far ytre radius R =5 og et hull med radius r =5-y . Arealet av
hver skive blir da

A=7zR? —7r? = z(52 - (5- y)) = 7 (5 —5* +10y — y?) = = (10y — y?)
slik at volumet av rotasjonslegemet blir
x=3 x=3 2
V, = L:O A-dx= LO 7(10y - y?)dx.
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Ved fornuftig bruk av klipp-og-lim” pa dataverktgyet (eller ved a definere y som en
funksjon av x) kan dette integralet lgses uten farst a finne integranden som funksjon av x.
Resultatet blir

V,=%7,
Oppgave 11
a X —X
) L(X)=f,(x) o = ;e “l=le' o 4de'+4e”-8=¢"

o 3e'+d4e”-8=0 o 3(¢") -8e"+4=0
+4/82-4.3. + 2
e = 8ENE 434 _8:VI6 _ < x=In2 v x=In(%).
2-3 6 -
De tilhgrende y-verdiene finnes enklest ved & settinn i fo:
Nar x=1In2,blir y=1e"?*=1.2=

wlr

II4>I

Nar x=1In(%), blir y=1e

b) In2 y e +e7¥ In2 . L
A= In(%)(%e —( > —1j dx:.[m(%)(—%e —Le +1)dx

__3 1,91 3.2_1 (2\1 _ _3.,1.,.1_3
=-2.2+1.2%+n2+3.2-1. () -In2+In3=-2+1+1-311n3

=In3-1

Oppgave 12
a) Ma farst finne skjaeringspunktet mellom grafene:

VX+1=x-1 = x+1=x*-2x+1
& xX¥-3x=0 & x=3 v x=0
Det er apenbart at vi skal bruke lgsningen x =0.

Jeg velger a dele flata opp i to deler: venstre del
avgrenset av koordinataksene, grafen til y = Ix+1, 0g
den rette linja x =1, og hgyre del avgrenset av linja

x =1 og grafene til de to funksjonene.

Volumet av rotasjonslegemet som framkommer nar venstre del roterer blir

V, = J. dx ﬂj(X+1)dX ﬂ[ x+x] =7(317+1-0)= %

Nar hgyre del roterer, gir skivemetoden skiver med hull i, slik at arealet av ei sklve i
avstand x fra y-aksen blir

A= r(Jx +1)2 —x(x-1" = z(x+1-x*+2x-1) = z(—x? + 3x).
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Da blir volumet av rotasjonslegemet
3 3 3
VZ:J.lA-dx:j1 —x? +3x)dx = 7Z'|: X +2 x]
=z((-4-3+2:8) (-2 +3 1)) =n(-9+Z+1-3)=Ly

Samlet volum blir da
— 3 10 _ 29
V —V1+V2 _Eﬂ-—l_?ﬂ._Tﬂ.'

b) Viseratetvolum pa 47 ligger mellom V, =27z og V =27 . Dette medfarer at den rette

linja x =a som skal gi et rotasjonsvolum pa 4 ma ligge mellom x=1 og x=3. Vi far
derfor likningen

V[ Adx=4r <o 2z+[ 2(=x?+30)dx=47 < [ z(=x®+3x)dx=27
1) 2 1 1 2

133,32 _5 143,342 ,1 3_5 3042 _
e [+ ] =% o -ia’+ia’+i-i=% o 23°-9a°=-22

Nar denne likningen lgses med dataverktay, er det kun lgsningen
a=2.175

som kan brukes.

Oppgave 13

a)

b)

Finner skjeeringspunktene mellom grafene. Setter derfor
y="1(x)=3
inn i likningen
X* +y® =26:
X +(2)=26 o (x*) +25-26x°=0
- 26++/26° —4-25 _26+24 [25 < x=45
2 2
Siden vi kun kan bruke positive x-verdier, blir skjeeringspunktene (5,1) og (1,5).

N—"

Bruker skivemetoden: En skive i avstand x fra origo har areal
A=yl - my? =n((26-5)-(3)) = 2(26- X - 25x2).

Rotasjonslegemets volum blir
x=5

V= [ Adx= [ 7(26- % - 25x)dx = 7] 26x~ 1+ 25x 1]

x=1

=7(180-2+5-26+1-25)=27

Bruker sylinderskallmetoden: Et sylinderskall med y-aksen som symmetriakse har en
overflate

A=27zx(y,—Y,)= 27zx(\/26— X —%)
slik at volumet av legemet blir

Vv :IX:A-dX=J.1527z'X(\/26—X2 —%)dx: 271'(]?X\/26—XZdX—SLSdX).

For & lgse det farste integralet, substituerer jeg
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u=26-x" < j—u:—Zx & xdx=-1idu.

X
Da blir
u= 1 3725
jsx\/26—x2dx:_|‘ 1—%\/Udu:§_[25u5du:%- L [uf}
1 u=25 1 %4_1 1
3 3
=§(J2_ —\/i)=§(125—1):12z4
slik at

5
1

V = 27(12-5[x]}) = 27 (% -5(5-1)) = L7

Oppgave 14
y A a) Finner skjeringspunkt:
] f(x)=g(x) < e*-1=5-¢
& 20°=6 <o =3 < x=In3
1 f(x)=e -1 Da er
y=e"-1=3-1=2,
2+ b) Benytter skivemetoden. Ei skive i avstand x fra y-
aksen har areal
2 2
o g(x)=5-¢" A=rz(5-¢) —z(e*-1)
— z(25-10e" + (") - ()" - 26" +1)
. A . = (24 —8¢")
0 1 2 X e valimeat

Da blir volumet
V = :3A- dx = .[;n37z(24—8ex)dx _ rl2ax—sge*]y”

—7(24In3-8e"* -0+8¢°) = 7(24In3-8-3-0+8)=(24In3-16) 7

Oppgave 15
a) I x-eaxdx:x%eax—j 1-§eaxdx:§xeax—§-§eax+c:(g—aiz)eax+c.
. 0 0
bl)  lim == =>=0.
-0 g 1 =
L'Hopital
bl) ~ lim §X=(fj =im— =1 0.
X—0 @ o0 X—>o 9@ o0 =

c) Betrakter kun x>0. Daer
fr(x)=—Let+e”=¢” (—%eé +1) .

Siden e > 0 for alle endelige verdier av x, har vi maksimalpunkt nar
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~1lei+1=0 & e'=2 & *=In2 o x=2In2=In2*=In4.
Daer

f o =f(2In2)=e ¥ _g2n2_(gh2)" _(g"2)” =3-%°

Vi er sikre pa at dette er maksimumsverdi (og ikke minimum) forai f er kontinuerlig
samtidig som vi fra del b vetat f(0)=0.

d) [ fO0dx=0+["(eF —e")dx=[-2eF +e7]; =-0+0+2¢" e =1,

€) J'i xf (x)dx =0+ j: x(e’é - e‘x)dx = .[: xe 2 dx — .[: xe *dx

GGt

—lim(—2xe ¥ —4e ) —2.0-e° + 4e° — lim(=xe * —e*) +0.e° —¢°

X—0 X—>0

:O—O—0+4—O+O—O—1:§

f) Bruker skivemetoden. Hver skive har da et areal

Ao o) = ﬂ((e’§)2 —2e7 e+ (e’x)z) _ e —2e ¥ o),
VVolumet av rotasjonslegemet blir

V=lim[ "A-dx=lim a7r(e‘x—2e’%x+e‘zx)dx

a—wn Jdx=0 a—wnd0

= timf e -2:(-3e ) -4 |
=z !m((—e’a -2 (—%e’%a) —%e’za) —(—e° —2-(-2¢°) —%eo))

=r(0+1-4+3)=1

Oppgave 16
y = f(x)=4x-x%, linja y =4 og y-aksen.
a) Skjeering mellom y =4x—x* og y =4 nar
4 AX—x=4 o X—bx+4=0
o (x-2°=0 o x=2
il Ei loddrett stripe i avstand x fra y-aksen har hgyde
| h=4—f(x)=4-(4x—x?)=x*—4x+4.
? Arealet av flata blir da
A=Ix:2h-dx:.[2(x2—4x+4)dx
1+ x=0 0
:[%x3 —2x° +4x]§
o
0 1 2 3 4 X =(4-2°-2.22+4.2)-0=2-8+8=¢
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b) Massesenteret har koordinatene (., Y. ). Daer

1 ¢2
XC:KJ‘OX —f(x) dx_—j (x2—4x+4)dx=2 J.(x —4x% + 4x)dx

=5[Ax a2k | = (52 -4 27 42.27)-0) = (42 +8) =

Ye = i %<0 ( ~ £ (x)°)dx g%g.[02(16_(4)(_)(2)2)dX

2 "(16 162 +8x° - x*)dx = 2[16x -2 x* + 2x* -1 5]2
0

:%((16.2—%-23+2-24_%.25)_O):%(32 128_|_32 )

IIU'I»

c) Bruker sylinderskallmetoden for & finne volumet ved rotasjon om y-aksen:
X=2 2 )
% :j_o 27zx.h.dx:27zJ‘ x(x — 4x + 4)dx = Z”L (X — 452 + 4%) dx

=27 4x —ax* v 2xt | =2m (320~ 4.2 +2.22) - 0) =2z

d) Nar flata roterer om linja y =4, far vi et legeme som kan deles opp i skiver med radius
r=4—f(x)=4-(4x-x?)=x*—4x+4=(x=2)".
Volumet av rotasjonslegemet blir da
V= I::Ozzrrz Ldx = nfoz((x - 2)2)2 dx = er.OZ(x4 —4x% -2+ 6X2 22 —4x-2° +2%)dx

= 7 (x* ~8x + 24x* - 32x +16)dx = 7 [ 1x° — 2x* +8x ~16x” +16x |,
:72'((%.25_2.24 +8'23—16'22+16'2)—0):75(%—32+64—64+32):—

Oppgave 17
) —bx LHopital 1. e’bx +X-(-b e’bx _
al) lim xei = 0 = lim ( ) =1 o:1.
x>0 1—e* 1-1 X—0 eX 1 =
lim & —("O'Oj— lim X L
a2) X—>00 1_ efx - 1 B X—>00 ebx _ e(bfl)x - X—>00 bebx _ (b _1) e(b*l)x
= lim L =0

b) Bruker delvis integrasjon med
u=x = u'=logv=e™ < v=-1Le

_[ xe ™dx = x - (—%e’bx)—j 1 (—%e’bx) =—ixe™-Le™+C.
b

c) Flatas areal er
A= J'an‘xdx = [—e‘X]a =1-¢*.
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I) Kaller tyngdepunktets koordinater (X, ). Daer:

a —ae"-e’+1 _  ae

- 1l 1 oy
x:xv[ox-e dx:x[—xe -] o o

L, 1 ca - 2a_q
y:K 0%(6 )dezﬂj‘o 2 ) I:_%ez:lo_ %i_e-a
1-e?)(1+e®
:7( 1_)53-a ):%@+ea)

—-a

1) limx=1—lim -2

a—o an»o 1—g@

—-a

limy=2%lim(l+e?)=%.1=
a—)ocy 4a—)oo( ) 4

—-a

. . ae
I limx=1-Ilim
a—0 an0]—p?

~1-1=0.

limy =4lim(1+e?)=4(1+1)=

a—0

IV) Bruker skivemetoden for & finne volumet nar arealet dreies om x-aksen:
V= _[Oazz(e’x)z dx = ﬁjoae’zxdx = ﬁ(—%)[e**]: = _iyz(e’za —1) = %n(l— efZa) .

2

Oppgave 18
y X2 yz X2
1.07 ?4'1—2:1 < Y= 1—2—2
Lager striper med bredde dx i avstand x fra y-aksen.
05T Hver stripe har areal
X2
0o dA:2y-dx:21/1—2—2dx

slik at flatas statiske moment om y-aksen blir
x=2 2 X2 8
My:medA:LxJLh—gdx:g.
-1.0-

Siden arealet av ellipsen er zab, blir arealet av flata
A=Zr-a-b=37-2-1=x
slik at massesenterets x-koordinat blir

-0.57

v -My_3_8
© A 1 3
Av symmetri-grunner blir massesenterets y-koordinat
Y. =0.
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Oppgave 19

p(x):(;—':=1+\&(2—x) for 0<x<2.

a) Stavens masse blir
m = I dm= J' dx:J'z(1+2\/§—x%)dx:[x+2-§x%—
—2+44.012.0722482 2024182

[GIN)

5772
xf}
0

b) Stavens massesenter har x-koordinat

xC:% :02 dm——j 1+«/_( )dx:%jj(x+2x3—x3)dx
=%[§x2+2-§x2—%xﬂj:%((%-zuz-g.zi—%-23)—0)

1 16 2+%‘/§
(2+ \/_ )
2+%\/§

c) Treghetsmomentet om y-aksen er

Iyzjxxjozxzdmzj (1+\/—( )) J.(x2+2x%—x%)dx

14,3 23 2ys (1 2 T 2 2)
5X +2'7X2—§X2 § 7 2 322 _O
8 4 32 /2 32 /2_ 64 /

3 7 9 ~3 ' 63

Oppgave 20
f(x)=e™, x>0.

a) Flatas areal blir
_ In2 X [ ax In2___|n2___1__
A= Terdx=[-e"] " =1-e"=1-2"=1

Tyngdepunktets x-koordinat blir

S L (DI (RO R

N |-
(I

|

2
=2[(x+1)e "] =2-(~(In2+1)e "2 +1-€°) =2(~(IN2+1) -1 +1) =1-In2
Tyngdepunktets y koordinat blir

2, 1 In2 In2
_ 1 -2X _ 1 —2X _ 1 -2In2 0
——f dx—z'ﬂo edx=—3[e™ ] " =4 (e -¢?)
2

=—§(2-2 -1)=

3
8

b) Treghetsmomentet om y-aksen er gitt ved
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x=In2 9
I, = L:O x“dm.
N4 er massetettheten
m dm dm m
p=—=—= dm=—-y-dx.
A dA y-dx A

Da blir
|, = %Iolnzxze‘xdx = ?[(—xz —2x— 2)e‘x} "

y 0

=2m| (<(In2)*~2-n2-2)- ¢ +2.¢°

=(en2)™ =1

=2m(-4(n2)’ ~In2-1+2) =m(2-(In2)’ - 2In2)

Under veis har vi benyttet delvis integrasjon samt at
'[ xe¥dx =(-1-x)e™* +C,
og fatt

J x%e *dx :J' X: (xél’x)dx ~x (—x —Vl)e’x—j u1 (—x —vl)e’X dx
—(=x2—x)e™* +I xe *dx +j e¥dx = (—x? = x)e* +(-x-1De* —e*+C

—(=x?—2x-2)e*+C

Oppgave 21
Grafen til

f(x)=1-x
skjaerer x-aksen nar
1-x*=0 < x=#1.
Arealet av flata er

2
10 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10X =1-1-—(-1)+1-(-1)

Flatas tetthet er
~m _dm

SRy
Treghetsmomentet om y-aksen blir da

_ [ e _ty2 3 2 3ty 4 3. 1u3 1,51

=[x dm=[ x*-2m-(1-x*)dx=2m[ (x*=x*)dx=3m[1x° -]

X=

=4m(3 L -2 3 (1)) = i34 -g) =dm g =dm
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4. Tillegg

Utledning av Simpsons formel.

Utledningen av Simpsons formel blir minst kronglete

A 12, y1) dersom vi legger inn et hjelpe-koordinatsystem som vist til
m h,y,) venstre. Bredden av stripeparet settes til
h=2Ax = 2b—_a = b—_a'
2n n
De tre punktene gis koordinater
——" (0.¥0). (3.¥:) 0g (h.y,).
h

Vi gnsker & finne a, b og ¢ slik at de tre punktene ligger pé grafen til y = ax* +bx+c.
Da blir arealet under grafen

[[/(ax +bx+ c)dx =[2ax° + 2bx® +ox ]| =1ah® + bh? + ch = +h-(2ah’ + 3oh + 6c).

Nar de tre punktene ligger pa grafen til y = ax® + bx +c, er disse tre likningene er oppfylt:

1. y,=a-0°+b-0+c=c
2. y,=a(t) +b-2+c=21ah*+1bh+c
3. y,=ah’+bh+c
Vi kan na finne a, b og c uttrykt ved yo, y1, Y2 0g h, og deretter sette inn i areal-formelen. Men
vi skal veere lurere. Vi multipliserer likning 2 med 4, og legger sammen de tre likningene. Da
far vi
Yo + 4y, +Y, =C+4(%ah’ + 1bh+c)+(ah® +bh +c) = 2ah’ + 3bh + 6¢ .

Men hgyresiden er jo nettopp det som star inni parentesen i areal-formelen. Altsa er arealet
under grafen

b-a
AA:%h'(y0+4yl+y2):6—n(y0+4y1+y2)'

Men dette er jo kun arealet av ett stripepar. Nar vi legger sammen bidragene av alle stripe-
parene, far vi

b-a b-a b-a
A== (Yot 4yt ¥o) + ==Y+ AYs +Ya) oot == (Voo +4Y0a + Vo)

b-a
=W(yo+4y1+2yz +AY + 2, + 42y, , +AY, L+ Y)

Og dette er jo nettopp Simpsons formel.
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Bevis for Steiners setning.
Vi skal nd bevise Steiners setning:

La I¢c veere treghetsmomentet for et legeme med masse m om en akse
gjennom massesenteret. La Ip veere treghetsmomentet for dette legemet om
en annen akse som er parallell med aksen gjennom massesenteret, i avstand
D fra denne. Da er

2
I, =1, +mD

Bevis
Figuren viser et legeme med massesenter C. Legemet bestar av
; smabiter med masse m;. Gjennom massesenteret er det trukket en
P akse, og treghetsmomentet om denne aksen er
D S _ 2
Z e IC - Z misi

der vi summerer over hele legemet (pa figuren er indeksene i ikke
tatt med for oversiktens skyld). Det er ogsa tegnet inn en annen
akse gjennom P, parallell med den ferste i avstand D.
\ Treghetsmomentet om aksen gjennom P er
= Zmiriz
Figuren ma oppfattes slik at vektorene D, r og s ligger i et plan vinkelrett pa de to aksene. Da
blir

r’=r,-r,=(D+s;)-(D+s;)=D*+2D-s, +s;
slik at

o= M’ =>"m(D?+2D-s;+5°)=D*Y m +2D- Y ms, + y ms
=D’ m+2D-> ms, + 1.

Vi ma nd vise at

D-) ms; =
Det gjer vi ved a sette

S =r.;—Z
slik at

D-Y ms =D->m(r,;-z)=D-Ymr,,-> mD-z.
Her blir

> mD-z,=0
fordi D star vinkelrett pa z;, og

2.mr.; =0

fordi denne summen beregnes med massesenteret som origo. Du husker sikkert at masse-

senterets posisjon er R, = Zm, ... » Slik at summen ma bli lik null nér origo faller sammen

med massesenteret. Dermed star vi igjen med at I, = D*-m+ I, og det var nettopp det vi
skulle vise.
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5. Smaoppgaver i teksten

5.1. Oppgaver

Du finner lgsningsforslag ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1.2.1
Lgs integralene nedenfor:

2x2+x-1
a) L ———x

b) jos(x + 2)2 dx

_ldx

O |5

1x* -1
d) | O

Oppgave 1.2.2
Beregn arealet som avgrenses av:

a) Grafentil y= f(x)=sinx ndr 0<x <, og x-aksen.
b) Grafen til funksjonen f gitt nedenfor, og x-aksen:

f(x) sinx nar 0<x<Z
X) = .
COSX nar Z<x<Z

Oppgave 1.3.1
Beregn integralene nedenfor:

a) j e'dt

b) _[e"’tdt
C) de
X—3

2
d dx
) I 3x+1

X
d
° '[ Vx* + 4 ”

f) I X2 X3 +1 dx
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Oppgave 1.3.2
Beregn de bestemte integralene nedenfor:

4 X
a) '[1 X2+9dx
b) stinx-cosxdx

c) I023x2\/x3 +1dx

Oppgave 1.4.1
Beregn integralene nedenfor:

1
d — X
) I x> —Tx+12

Oppgave 1.4.2
Beregn integralene nedenfor:

x—1
a) '[ mdx

X*+2
°) I x(x2 +1) dx

Oppgave 1.5.1
Beregn integralene nedenfor:

a) I xIn xdx

b) Ixzexdx
C) I\/;-Inxdx
d) szlnxdx

Oppgave 1.5.2
Beregn integralene nedenfor:

1 NG 1
a xIn(x+1)dx Hint: Vis at =X-1+—).
) IO ( ) ( X+1 x+l)
2x3
b dx
) J‘x2—9

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser.

24X
d) .[(2x+1)(x2+x)2dx

e) ijﬁdx
f) _[01 X dx

x* +1

Oppgave 1.6.1
Beregn integralet:
j 2x+1

——————dx
X°—2x+10

Oppgave 1.6.2
Beregn integralet:
J x+10

x* +6x3 +10x>

Oppgave 1.6.3
Beregn integralet:

e InXx
J de

1

Oppgave 1.6.4
Beregn integralene nedenfor:

a) _[ cos X -sin® x dx
b) J'sinx-tanxdx

C) J. \1—cos x dx (Hint: Bruk en formel for halve vinkler).

Oppgave 1.6.5

Beregn integralene nedenfor ved hjelp av de substitusjonene som er antydet:

BXP
a) dx Hint: Bruk substitusjonen x = 2sint .
J.O [4_ XZ
2
b) _[:X—gdx Hint: Bruk bl.a substitusjonen x = 3tant.
(x*+9)

Oppgave 1.7.1
Beregn disse integralene dersom de eksisterer:
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a) J: e Zdx

© X
) | X

. 1
o | X

Oppogave 1.7.2

1
Beregn IO f (x)dx dersom dette integralet eksisterer, nar

) ()=
9
0 f(x)= 1:(2
d  f(x)= 1X_2X2

Oppgave 1.8.1
Bruk Simpsons formel til & beregne en tilnermet verdi for

7 Sin X
[
X

0
ved & dele intervallet fra O til 7 inn i 4 like store intervaller.

Oppgave 1.8.2

En ingenigr vil finne ut hvor mange liter vann som renner gjennom et rer i lgpet av ett minutt.
Han monterer derfor en stramningsmaler som maler vannstremmen i liter pr sekund, og
registrerer vannstrammen hvert 10. sekund. Resultatene ble:

Tid (sekund) 0 10 20 30 40 50 60

Vannstrgm (liter pr sekund) | 2.16 2.69 3.12 2.47 2.30 2.91 3.25

Bruk Simpsons formel til & beregne en tilneermet verdi for antall liter vann som rant gjennom
roret i lgpet av dette minuttet.

Oppgave 2.1.1
a) Ei flate avgrenses av grafene til de to funksjonene

f(x)=x*-6

0g
g(x)=-x*+2x+86.

Beregn arealet av flata.

b) Ei flate avgrenses av y-aksen og grafene til de to funksjonene
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f(x)=tanx
0g
g(x)= V2 cosx
der 0<x <27 for begge funksjonene. Beregn arealet av flata.

Oppgave 2.1.2

a)

b)

Ei flate avgrenses av grafen til funksjonen
y=f(x)=1-Inx,
linja x =1 og x-aksen. Finn arealet av flata pa to mater:

1) Ved a legge vertikale striper med bredde dx.
2) Ved a legge horisontale striper med bredde dy .

Ei flate avgrenses av x-aksen og av grafene til de to funksjonene
y=f(x)=+J/x+3

09
y=9(x)=-x+3

Finn arealet av flata pa to mater:

1) Ved a legge vertikale striper med bredde dx.
2) Ved a legge horisontale striper med bredde dy .

Oppoave 2.2.1

a)

b)

Ei flate avgrenses av grafentil y = f (x) = e ?*, x-aksen, y-aksen, og den rette linja

X =In2. Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata
roterer en gang om x-aksen.

Ei flate avgrenses av grafene til y = f (x) =2iX—-200 Yy=0 (x) =~/x—1. Finn volumet
av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om x-aksen.

Ei flate avgrenses av x-aksen og grafene til y = f (x)=—-x+4 0g y=g(x)=+J/x+2.

Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en
gang om x-aksen.

Oppoave 2.2.2

a)

b)

Ei flate avgrenses av grafen til y = f (x) =++/4 — X, X-aksen, og y-aksen. Finn volumet av
det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om y-aksen.

Ei flate avgrenses av grafentil y=f (x) = In(5— x) , X-aksen, og y-aksen. Finn volumet
av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om y-aksen.

Vi har funksjonene y = f (x)=x og y=g(x)=x*-6, og skal begrense oss til x>0.

Grafene til disse to funksjonene samt x-aksen avgrenser ei flate. Finn volumet av det
omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om y-aksen.
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Oppgave 2.2.3
a) Ei flate avgrenses av grafen til y = f (x) =2e " og de to rette linjene x=1n4 og y=2.

Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en
gangom linja y=2.

b) Ei flate avgrenses av grafentil y = f (x) = X7, x-aksen, og den rette linja x = 2. Finn

volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om
linja x=2.

Oppgave 2.2.4
a) Ei flate avgrenses av grafentil y = f (x) =e*, x-aksen, y-aksen og den rette linja

X = In4. Finn volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata
roterer en gang om y-aksen.

b) Ei flate avgrenses av y-aksen og av grafene til y = f (x)=x* og y =g(x)=6-x. Finn

volumet av det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer en gang om
y-aksen.

Oppgave 2.2.5
a) Ei flate avgrenses av grafentil y = f (x) = tan x, x-aksen, og den rette linja x =%z . Bruk
sylinderskallmetoden til & finne volumet av det omdreiningslegemet som framkommer

nar denne flata roterer en gang om x-aksen. (Om ngdvendig kan integral lgses med data-
verktay).

b) Ei flate avgrenses av grafene til y=f (x)=Inx og y=g(x)=1-x, og den rette linja
y =1. Bruk sylinderskallmetoden til & finne volumet av det omdreiningslegemet som
framkommer nar denne flata roterer en gang om x-aksen.

Oppgave 2.3.1
a) Beregn lengden av grafen til funksjonen y = f (x)= x* fra x=0 til x=5.

b) Beregn lengden av grafen til funksjonen y = f (x) =2e"+2e " fra x=0til x=In2.

Oppgave 2.4.1
a) Vis at arealet av sideflaten til en rett, sirkuler kjegle med grunnflateradius R og hgyde H
er

A=1R.S

der S=+/R?+H? erlengden av en sidekant.
Hint: Dann kjeglen ved & rotere grafen til y = f (x) =2 x om x-aksen.
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b) Beregn arealet av den rotasjonsflata som dannes nar grafen til funksjonen
y=f(x)=3x*-%Inx, 1<x<3
roterer en gang rundt y-aksen.

Oppgave 2.5.1
a) Vi har gitt funksjonen
y=f(x)=x!, 0<x<4.
Beregn massesenteret til det omdreiningslegemet som framkommer nar:
1) Flata som avgrenses av grafen til f og den rette linja x = 4 roterer en gang om x-aksen.
2) Flata som avgrenses av grafen til f og den rette linja y =8 roterer en gang om y-aksen.

b) Ei flate avgrenses av x-aksen og grafen til funksjonen
Jx nair 0<x<4
y=f0)=9"_
4—5X nar 4<x<8

Beregn massesenteret til det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer
en gang om x-aksen.

Oppgave 2.5.2
a) Grafen til funksjonen

y=f(x)=+JR*-x*, -R<x<R

blir en halvsirkel med radius R. Finn massesenteret til den flata som avgrenses av
halvsirkelen og x-aksen.

c) Ei flate avgrenses av y-aksen, den rette linja y =4 og grafen til funksjonen
y=f(x)=¢".
Finn massesenteret til denne flata.

Oppgave 2.5.3
Grafen til funksjonen

y=f(x)=+JR*-x*, -R<x<R

blir en halvsirkel med radius R. Finn massesenteret til denne grafen.

Oppgave 2.5.4

a)
Vi danner en T ved at to tynne, homogene, jamntykke stenger som
begge har masse m og lengde L sveises sammen.
Hvor er massesenteret til dette legemet?

b)

Ei jamntykk, homogen skive har radius R. Vi klipper ut et sirkel-
formet hull med radius r =< R slik at sentrum i hullet ligger en

avstand 2R fra skivas sentrum. Se figuren til venstre.
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Hvor er massesenteret til skiva etter at hullet ble klipt ut?

o
S5
S5
erete
S5

ST
4

v
o
355
S5

it
&5
&5
%
&5
R

'f

&
f5358
5
5%

Oppgave 2.6.1
En rett, tynn stav er spisset til mot den ene enden, slik at tettheten er gitt ved

p(X)=p,-%, 0<x<L.
Her er staven plassert pa x-aksen med den spisse enden i origo, og tettheten er gitt i kg/m.
a) Vis at stavens masse er m=2p,L.

Hint: Benytt at et lite masse-element er dm = p - dx.

b) Hvor ligger stavens massesenter?
c) Finn stavens treghetsmoment uttrykt ved m og L
1) om y-aksen.
2) om en akse vinkelrett pa staven gjennom stavens massesenter.

Oppgave 2.6.2
a) Finn treghetsmomentet til et kvadrat med sidelengde a og masse m om en akse langs en
av kvadrates sidekanter.

b) Ei flate med masse m avgrenses av grafen til y = f (x) =4 — x* og x-aksen.

1) Finn flatas treghetsmoment om y-aksen.
2) Finn flatas treghetsmoment om x-aksen.

Oppgave 2.6.3
a) Finn treghetsmomentet til et kvadrat med sidelengde a og masse m om en akse vinkelrett
pa flata gjennom et av hjgrnene.

Hint: Benytt resultatet fra Oppgave 2.6.2a.

b) Ei flate med masse m avgrenses av grafen til
y="f(x)=4-x°
og x-aksen. Finn flatas treghetsmoment om en akse vinkelrett pa flata gjennom origo.

Hint: Benytt resultatet fra Oppgave 2.6.2b.

Oppgave 2.6.4
a) Et rotasjonslegeme dannes ved at flata som avgrenses av x-aksen og grafen til
y=f(x)=4-x
roteres en gang om y-aksen. Finn treghetsmomentet om y-aksen til dette rotasjonslegemet
nar legemet har masse m.

b) Et rotasjonslegeme dannes ved at flata som avgrenses av x-aksen, y-aksen, grafen til

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 105

4
X+1

og den rette linja x = 3 roteres en gang om y-aksen. Finn treghetsmomentet om y-aksen til

dette rotasjonslegemet nar legemet har masse m.

c) Etrotasjonslegeme dannes ved at flata som avgrenses av x-aksen, y-aksen, grafen til
y=f(x)=Inx
og den rette linja y =1 roteres en gang om y-aksen. Finn treghetsmomentet om y-aksen til
dette rotasjonslegemet nar legemet har masse m.

Oppgave 2.6.5
| disse oppgavene kan du fa bruk for at:

En tynn stang med masse m og lengde L har
e Treghetsmoment I, =2 mL* om en akse vinkelrett pd stanga gjennom massesenteret.

e Treghetsmoment 1, =imL* om en akse gjennom et endepunkt vinkelrett p stanga.

Et kvadrat med sidekant L og masse m har treghetsmoment |, =mL* om en akse langs en
sidekant.

a) y
En plant legeme med form som en H dannes ved at en jamntykk,
homogen stav kuttes i tre deler. To av dem er like og har lengde L.
L <1+—T—3 De legges parallelt og forbindes i sine midtpunkter med den tredje
%L delen som har lengde %L slik figuren til venstre viser. Hele legemet
har masse m.

1) Beregn legemets treghetsmoment om x-aksen.
2) Beregn legemets treghetsmoment om y-aksen.
3) Beregn legemets treghetsmoment om en akse vinkelrett pa legemet gjennom origo.

b) {____ Vi starter med ei kvadratisk plate med sidelengde L. Fra det ene
. L{ N hjernet fjerner vi et kvadrat med sidelengde 2L . Vi forsterker
= 2

2

plata med en tynn stav langs hver av de hele sidene slik figuren
x til venstre viser. Plata har masse m etter at hjernet ble klipt bort.

Hver av forsterker-stavene har ogsa masse m. Beregn legemets

treghetsmoment om en akse parallell med en av de forsterkede
N sidene gjennom midtpunktet av den andre forsterkede siden slik
figuren til venstre viser.

Oppgave 2.6.6
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a) To kuler som hver har masse m og radius R er forbundet med en lett stang
som har lengde 2R . Bestem legemets treghetsmoment om en akse
vinkelrett pa stanga gjennom stangas midtpunkt.

Du kan benytte at treghetsmomentet for ei kule med masse m og radius R
om en akse gjennom kulas sentrumer | = %mRz.

b) Finn treghetsmomentet til et kvadrat med sidekant L og masse m om en akse vinkelrett pa
kvadratet gjennom dets massesenter.

Du kan benytte at i oppgave 2.6.3 fant vi at treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa
planet gjennom et hjgrne er 2mL”.

5.2. Lgsning pa smaoppgaver.

Oppgave 1.2.1

2
a) J'lzx%x_ldx I(x+1——de=Ex2+x—|n|x|+C}1

=(32°+2-In2)~ (3.1 +1-In1)=(4-In2)~$=§-In2

2

g b2 =[x +4X+4)dX=[%x3+2x2+4x+C]§
(% 3+2-3 +4. 3) (%-03+2-02+4.0):39_0:£

c) J.14XT;1dX=J.14(%—%]dX=I:(«/;—%)dx= 14(x%—x’%)dx

B '
:[1 Xt x 1 +C =[?X3—TX1 =[—X-x§—2x1
2+l —+1 2 2

[=

=
+
uN
[BY
|

=
+
[uN

d)

1x% -1 1x?+1-2 2 )
JO X2+1dX=J.0ﬁd —J.Oil—x +1)dx:[x—2arctanx+c]o

= (1-2arctan1)—(0—2arctan0) =(1-2-£)-(0-2-0)=1-

NN

Oppgave 1.2.2
a) A= j:sin xdx =[-cosx+C] =(-cosz—(-cos0))=—(-1)+1=2.
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b) A= Ismxdx+j cosxdx =[— cosx] +[S|nx]

= (—cosz —(—cos0)) +(sinz —sin2)=—1v2 +1+1-1J2=2-42

Oppgave 1.3.1
Deloppgave a) og b) lgses enklest med formelen j e¥dx=21e”+C.

a) e'dt=Le’'+C=—-e"+C.

b) [ etdt=1e"+C.

Deloppgave c) og d) lgses enklest med formelen I —dx In|x a| +C.
X—a

c) .[—dx In|x 3|+C

d) j3X+1 =—j - :—In|x+3|+C
PV . S S YN SO S S RS S
e) Imdx_j 7 2/X,du zju du 5 —§+1u +C _1+2u +C

=Ju+C=vx2+4+C

Her har vi benyttet substitusjonen

u=x’+4 < d—u=2x o dx:idu.
dx 2X

f) J e rtdx=[ X —d“‘—f u du—%% ”+C:§(x3+1)§+c.
Her har vi benyttet substltUSJonen

u=x’+1 < OI—u=3x2 o dx:izdu.
dx 3x

Oppgave 1.3.2
4 X
a dx
) -[l x> +9
Bruker substitusjonen

u=x’+9 = d—u:2x & dx:d—u.
dx 2X
Ser ogsé at nar x =1 blir u=1*+9=10, og nér x =4 blir u=4°+9=25.
Da blir

_[4 dx = X du =1 »du =[4Inu+CT, =1In25-1In10
1 x2+9 w0y 2%

= In(255)—ln(105)= In@—lnﬁz In5—Iny/10 = In5-1In10
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b) '[fsinx-cosxdx
Bruker substitusjonen
. du du
u=sinx = —=C0SX < dx=——:.
dx COS X
Ser ogsa at nar x =0 blir u=sin0=0, og nar x=Z blir u=sinZ =1
Da blir

ffsinx-cosxdx=ju;:u-pes§-;:{:I:udu =[fuP+C] =10 -1.0°=

I~

c) _[023x2\/x3 +1dx

Bruker substitusjonen
u=x+1 = (:jl—u=3x2 & dx=d—u2.
X

3X
Serogsdatnar x=0 bliru=0>+1=1,0gndr x=2 bliru=2*+1=9
Da blir

jsxmdx J' }X/{(}x{ judu{%ué*uc}g

{uq 2 (o-8-14i)=2

1

2 52
Z(27-1)===
(27-1) 3
Oppgave 1.4.1
a) I L dx:j: :——In|x|+—ln|x 4|+C_—InX Y.c.
x? —4x X
Delbrgkoppspaltingen gjares slik:
1 1 _A B _A(x-4)+Bx (A+B)x-4A
x2—4x_x(x—4)_x X—4 x(x—4) B X(x—4)
Telleren skal veere lik pa venstre og hayre side:
-4A=1 & A=-1.
A+B=0 < B=-A=1.
b) I X+4 dx=j_—dx+jidx=—2|nx+3ln|x—2|+c=InM+C
X® — 2X X X—2 X
Delbrgkoppspaltingen gjares slik:
x+4 _ x+4 _A B _A(x-2)+Bx (A+B)x-2A
x2—2x_x(x—2)_ - -

X x-2 x(x-2)
Telleren skal veere lik pa venstre og hgyre side:
2A=4 & A=-2.

A+B=1 < B=1—A=1—(—2)=3

x(x-2)
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C _1
) J. -3 dx = 4 :Eln|x+2|—iln|x—2|+c
x> —4 x+2 4 4
“in —(X+2) +C
4 X—2

Delbrgkoppspaltingen gjares slik:
Xx—3 Xx—3 A B A(x-2)+B(x+2)

x2—4_(x+2)(x—2):x+2+x—2: (x+2)(x-2)
:(A+B)x+@2A+ZB)

(x+2)(x-2)
Telleren skal veere lik pa venstre og hgyre side:
A+B=1 1)
—2A+2B=-3 (2
Vi multipliserer (1) med 2 og legger sammen likningene:
4B=-1 < B=-1.

Fra (1) farvind: A=1-B =1—(—%) -

INI3]

d) Nagkkelen er at
X2 —Tx+12=(x—-4)(x-3).

Da blir
1 __A B _AKx-3)+B(x-4) (A+B)x+(-3A-4B)

X*-7x+12 x-4 x-3 X2 —Tx+12 X? —Tx+12
Telleren skal veere lik pa venstre og hgyre side:

A+B=0

-3A-4B=1
Vi multipliserer farste likning med 4 og legger sammen. Da far vi

A=1,

som direkte gir
A+B=0 < B=-A=-1.

Altsa er
I; _J‘(—+—ljdx In|x—4|-In|x-3+C = _4+C-
X? —7x+12 X—4 x-3 X-3
Oppgave142
3 J‘ dx J‘ dx+_f xiz —%I x2dx —1In|x|+In|x - 2|+ C
:%(—xﬂ+%m———++C=%|-lgg—é& C

Delbrgkoppspalter:
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 110

_ _ 2
x—1 :A+E+ C _A(x 2)+Bx(x—2)+Cx

x*(x-2) x* x X—2 x*(x—-2)
_ AX-2A+Bx*-2Bx+Cx* (B+C)x*+(A-2B)x—2A
- x*(x-2) B x*(x-2)
Dette gir likningene
B+C=0
A-2B=1
2A=-1 & A=

Sa ngster vi opp:
A-2B=1 & B=%1(A-1)=%(4-1)=-1%

b) X2 +2 2x
Imdx J. dx+I dx 2In|x| - J.x +1dx
1 2
=2In|x-1In(x* +1)+C =Inx* ~In(x* +1)" +C =1In x2+1+C

Delbrgkoppspalter:
x*+2 A Bx+C _ A(X* +1)+(Bx+C)x _ A+ A+Bx’ +Cx

x(x2+1)_;Jr X2 +1 x(x2+1) - x(x2+l)
_(A+B)x*+Cx+A
- x(x2+1)
Dette gir likningene
A=2
C=0

A+B=1 <& B=1-A=1-2=-1
Under integrasjonen har jeg benyttet substitusjonen

u=x’+1 = 3—u:2x & 2xdx=du.
X

Da blir

jx +1ol - du“ Inu=In(x* +1)

der det ikke er ngdvendig med absoluttverditegn fordi x> +1 alltid er positiv.

Oppgave 1.5.1
a) J.;Ir;xdx=%l;<2lnv|x|—.[ %xz.%dx:ilen|x|—i.[ xdx

=1x’In|x|-%-1x* +C =1x*(In|x| -%)+C

Her er det lett bade & integrere og a derivere x, mens vi helst vil derivere Inx.
Derfor velger vi:
u'=x < u:j xdx =1x%.

=Inx = v'==+.
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 111

b) J' xuzev; dx:xuzevx—j 2u>'<eVX dx=x2ex—zj xexdx=x2ex—2(xex—ex)+C

:ex(x2—2x+2)+C

Vi velger & derivere x* for & komme fram til et enklere uttrykk. Det er ogsa enkelt
a integrere e*:

vi=e' < V:Iexdx:ex.
u=x> = u'=2x.
Det siste integralet lgses pa samme mate (se Eksempel 5.1a i hoved-notatet).

u’' v u v u_
c) I Jx-In xdx:éx%-ln|x|—j %x%-%dx:éx%-ln|x|—§‘[ xZdx

3
2

[N

= x%~ln|x|—§-§x +C :éx%(ln|x|—§)+c

. . . T 0 = 1
Som far vil vi helst derivere In x, samtidig som det er enkelt a integrere +x = x2. Da
far vi:
1 1 1 1 2 3
u'=Jx=x: < u=_|.x2dx: X2 =Zx
1+1 3

v=Inx = v'=2

d) u' v u v u ooy u v
sz-lnxdx:§x3-ln|x|—j §x3-§dx:§x3-ln|x|—§j x2dx

=%;3 ~|nv|x|—%~§x3 +C =1x*(In|x|-%)+C

Foretrekker & derivere Inx framfor & integrere, og ma derfor integrere x°. Fér da:
u'=x*> < u=%ix’
v=Inx = v'=1

X

Oppgave 1.5.2

v'

a) j§<'-|n(>v<+1)dx=§;2-|n(xv+1)—j 1y -ﬁdx:%xz-ln(XJrl)—ij'

2

Xx+1

For & lgse det siste integralet, ma jeg foreta en polynomdivisjon:
2

X lz(x2+0x+0):(x+1):x—1+L

X+ X+1
~(x*+x)
—X
—(-x-1)
1
Folgelig er
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser.

—dx (x 1+L)dx_—x —x+|n|x+]4+C
X+1 X+1

slik at
[ xIn(x+1)dx=3x-In(x+1) = 1(3x* = x+In[x+1+C)
=1x%-In(x+1)-31x* +ix—1In|x+1+C,
Til slutt settes grensene inn:

J.x In(x+1)dx = [1 x> In(x+1)-31x*+1 x——In|x+1|]

=(4-1%-In2-1.1° +1-1-1In2)-(0-0+0-1In1)

1 1 1 1 _
—7|n2—z+3—3|n2—

Il &=

b) Her ma vi starte med en polynomdivisjon:

(2% + 0% + 0x 1 0): (x2 —9) = 2x 4 X
X

—(2x® + 0x% —18x)

18x

Deretter folger en delbrgkoppspalting:

18x A N B A(x-3)+B(x+3) (A+B)x+(-3A+3B)

x2-9 x+3 x-3  (x+3)(x-3) x* -9
Her ma vi ha

A+B=18

-3A+3B=0
Multipliserer gverste likning med 3 og legger sammen:

6B=54 < B=9,
som videre gir

A+B=18 < A=18-B=18-9=09.
Dermed blir

2x3 9 9
J. - dx:I 2X+——+—— |dx=x>+9In|x+3/+9In|x -3+ C
X° -9 X+3 x-3

x> +9In(Ix+3)(Ix=3)+C=x*+9In(]x*-9)+ C

c) Vi bruker substitusjonen
u=2x’+1 = OI—u:4x & dx:d—u.
dx 4x

Side 112

Videre serviatnar x=0 bliru=2-0°+1=1,0gndr x=2 bliru=2-2*+1=9,

Da blir

g [ o frtoe]

[2&} —2[J_] =2(\9-+1)=2(3-1)=4
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser.

d) For all del! Ikke multipliser ut faktorene i integranden! Bruk heller at

U=x’+x = OI—u:2x+1 & dx= du
dx 2x+1
Da blir

I(2x+1) X2 +x) dx = IM

Side 113

qudu——u +C=1(x? +x)+C.

e) Lgx\/x+1dx.

Her er det enklest & benytte substitusjonen
u=x+1 < x=u-1 < dx=du.

Daserviatnar x=0 blir u=0+1=1, ognar x =3 blir u=3+1=4. Dermed blir

ISXde:j4(u—1)ﬁdu:j(%—u :)du = {1 pa_ L 1”T
0 1 + +

2d
f) _[1 = dx=_|'1 . dx=[ 2 - :i[arctanu]ézi(z—o):
o+l B uP+l 2 2\ 4
Her har vi brukt substitusjonen
u=x’ < du=2xdx < xdx=21du.

Denne gangen farer ikke substitusjonen til at grensene endres.

Oppgave 1.6.1
J* 2X+1

——————dx
X°—2x+10

Ser at nevneren ikke kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer
Praver farst substitusjonen

u=x>-2x+10 = j—u:2x—2 < du=(2x-2)dx.

X
Omformer derfor telleren:

2x+1 2X — 2+3 2X—2 3
J 000 200" oo™ v ™
X°—2x+10 -2x+10 X —2x+10 X°—2x+10
Na kan det farste mtegralet lases med den nevnte substitusjonen:

2X—2 d
jm x=f Tu=lnu+C=In(x2—2x+10)+C

der det ikke er ngdvendig med absoluttverditegn fordi x> —2x +10 alltid er positiv
Det andre integralet omformes slik'

| oo™ % e

x°—=2x+10 _I x —2x+1

_J' (Tl +1) :%j(x_—dx

Tl)2 +1

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Integrasjon med anvendelser. Side 114
Bruker na substitusjonen
x—-1 du 1 1
=—— = —== <& du==dx.
3 dx 3 3

Da blir

3 =t g _ 1
Jx2—2x+10dx_3-[ (Xsl)z+1dx ju2+1 arctanu + C =arctan (%) +C.

Samler tradene:
J 2X+1 _I 2X—2 +I 3
x? —2x+10 x> —2x+10 x? —2x+10
= In(x* - 2x+10) +arctan (%) + C

dx

Oppgave 1.6.2
J x+10

x* +6x° +10x°
Ser at nevneren kan skrives
X" +6x° +10x* = x* (x* + 6x +10)
der den siste faktoren ikke kan faktorisere i reelle farstegradsfaktorer. Praver derfor
delbrgkoppspaltingen
x+10 _A B Cx+D
2

x* +6x3 +10x? _x_Jr X i x> +6x+10
A(X* +6X +10) + Bx(X* +6x+10) +(Cx+ D)x*
xz(x2+6x+10)
_ AX® +6AX+10A+ Bx® + 6Bx* +10Bx + Cx° + Dx’
xz(x2+6x+10)
_(B+C)x3+(A+GB+D)x2+(6A+1OB)x+10A
- xz(x2+6x+10)

Ngster opp bakfra, og ser at
10A=10 & A=1

6A+10B=1 < 10B=1-6=-5 < B=-1
A+6B+D=0 < D=-A-6B=-1-6-(-1)=2
B+C=0 < C=-B=1

Dermed har vi at

x+10 i1x+4+2
—dx+ 2dX+ —2  —  dx
-[ x4+6x3+10x I j I x* +6Xx+10

De to farste integralene er greie:

J izdx= x‘zdx=—x‘1+C=—1+C.
X X

1
I Tde=—%In|x|+C.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 115

Det siste integralet er verre. Den naturlige substitusjonen er

Uu=x>+6x+10 = j—u:2x+6 < du=(2x+6)dx.
X

Omformer derfor telleren slik:
IX+2=%(2x+8)=2(2x+6)+%-2=%(2x+6)+1.

Da blir
1 1
.[sz—+2d =%J’ 22)(—+6dx+j S
X°+6x+10 X°+6x+10 X°+6x+10
der
J'ZZX—JFde:I d—u=Inu+C=In(x2+6x+1O)+C.
X +6x+10 u

For & lgse det siste integralet, benytter jeg at
X?+6x+10= X +6x+9+1=(x+3)" +1,

slik at substitusjonen
u=x+3 = du=dx

gir

N\»—\
NM—\

_J' :j 2 du =Ztarctanu +C

x+3 u?+1

J. x* +6x +10
=§arctan(x+3) +C

Samler tradene, og far
J- x+10

x* +6x3 +10x>

dx:—i——ln|x|+1ln(x +6x+10)+ arctan(x+3)+C.

Oppgave 1.6.3

J- Inx

Vi oppfatter dette som Le L.Inxdx, og benytter delvis integrasjon. Vi fortrekker & derivere

Inx, og ma derfor integrere <. Da far vi:

J' In_xd —J'u%lnvxdx [(Inx) Inx} j(lnx)

Men det 5|ste integralet er jo det samme som det integralet vi startet med. Vi har altsa fatt en
likning med dette integralet som ukjent. Vi lgser denne likningen, og far

_[m—xdx [(Inx)z]f J‘eln—xdx—% (Ine)* = (In1)® ):%( -0%)=1

Oppgave 1.6.4
a) Benytter substitusjonen
u=sinx = du=cosxdx.

Da blir
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 116

J' cosx-sinzxdx:j u*du=2%u’+C=1sin’x+C.

HJ a2 2
sin” x sin‘ x X
dx:j >—-Cosxdx = f —2 -cosxdx.
COS X COS“ X —sin“x
Hensikten med disse omformingene er & kunne bruke substltUSJonen
u=sinx = du=cosxdx.

Da blir
2

J- sin‘ x
1-sin®x

b) _[sinx-tanxdx:j

“I u? —1+1Glu

u?-1

. 1+sinx
:—u—%lnlu—1|+%ln|u+ﬂ+c:—smx+%ln( — |+C
1-sinx

Her har jeg benyttet at —1<sinx <1 slik at [sinx =1 =1—sinx og [1+sinx| =1+sinx.
Dette kan omformes videre slik:
L (14sinx) (1+sinx)’ o @+sinx)’
1-sinx

(1-sinx)(1+sinx) 2 1-sin’x

_2|

(1+sinx)? (1+sinx)’ )’ 1+sinx
=In =In

cos’ X cos’ X lcos x|
Dermed blir
sin’ x 1+sinx .
jﬁ-cosxdx:ln——smx+c.
1-sin?x lcos x|

c) Benytter at
sin($x) =+ 1—0203x & J1-cosx =+/2sin(1x)
Da blir

[ V1-cosxdx = 2sin(3x)dx =2 ( cos(£x))+C =-2v2cos(1x)+C

:—2\/5 1+ZOSX +C =-2J1+cosx+C

Oppgave 1.6.5

a) JM/E X
0 [4 _ X2
Substitusjonen x = 2sint gir na

% =2cost < dx=2costdt

dt
0g

J4—x2 =J4—4sin?t = 241 —sin?t = 2cost.

2

dx
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser.

Side 117
Videre ser vi at nér x =0 blir t =0, og ndr x=+/3 blir sint=43 < t=
Da blir

z

3

4sin® t

— [ 2costdt =4[ “sin’tdt.
sl !
Dette siste integralet Irases enklest nar vi husker at
cos(2t)=1-2sin’t <« sin*t=2%(1-cos(2t)).
Da blir
4]0 sinztdtzzjf” (1-cos(2t) )dtzz[t—%sin(Zt)Ji”

1343

2

b) J'SX—

- aXx
° (x2 +9)2
Substitusjonen x = 3tant gir na
dx 3 3dt
= dX =—
dt cos°t cos“t

0g

3 2 % %
(x* +9) = (9tan’t + 9)f ~ gt SIN°L, COSE =27[ L ] -2
cos’t cos’t cos“t cos’t

Videre serviatnar x=0 blir t=0,ognar x=3 blir tant=1 < t==2
Da blir

J ~ f 9tan t 3dt

( COS t_J.“ cost

o < 0 cost
Dette mtegralet har vi lgst i Oppgave 1.6.4b. Vi stjeler resultatet derfra, og far

17sin?t 1+sint . ]
JO( 5 _[ dt—[ ——smt}

cost |cost]|

zsint

0
1+S|n(

) 140 _  [(1+42)
m—sm(; 7)-In=—— . O_In( W ]—3\/5—0

_|n2+‘/——% 2:In2\/§+2—%\/§
V2 2
=In(v2+1)-142
Oppgave 1.7.1
a) J':e‘zxdx = lim e‘zxdx = Ilm[ize ] =i2(g|m e —eo) =1(0-1)=1
© T 1 X
) Jl x2+1dx_tl>m2 1 x2+1dX
Substitusjonen

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg



Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 118

u=x’+1 = d—u:2x < du = 2xdx
dx
gir
J 22X dx = d—U:Inu+C=In(x2+1)+C
X +1 u

slik at

X ke lima P2 g = 1. 2 N\ =2.(ji 2. 1))

J = lim [ de= 4 fim[In(x +1) " =4-(lim(In(b* +1)) - In1)
Men grenseverdien i uttrykket ovenfor gar mot uendelig, slik at integralet gar mot
uendelig.

L ogx=tim [ —r gy =2 qim [*—2
) .[o X2+4dx_t!m-[o 4(x42+1)dx 4 AETOIOIO (;)2+1dx'
Substitusjonen
u=5 = d_uzl < dx=2du
2 dx 2
gir
_[ (§)3+1dx=j u21+l~2du:2arctanu +C =2arctan($)+C
slik at
J.Oc ! dx=2-lim[" ! dx—i-lim[Zarctan(i)}b
0X2+4 T4 b—w 0(%)24_1 T4 b—o 2/ 1o

:%-(gmarctan (%)—arctan O) =1.(%-0)=1z

Oppgave 1.7.2
Vi ser at i alle oppgavene vil f(x)—c ndr x —1 . Vi ma derfor benytte at
1 . b
IO f(x)dx=lim | f(x)dx.

b—1" 90

T e S L B TR
g Il‘dex_j(><—1)(X+1)OIX_IKX—1+><+1JO|X_ ZInfx=g+3Infx+g+C

X+1
x—1
Her har jeg hoppet over detaljer i delbrakoppspaltingen. Setter inn grenser, og far
b
J~1 1 s iim tin :%Iimilnlm—In1+o]:%ln(liml+bj—0
0 1-b 1-0 “1-b

0] — x? b1 b1

=1In +C

2

Xx+1

X—1
Men denne grenseverdien eksisterer ikke. Fglgelig divergerer integralet.

11 o R . L .
b) JO — dx—l!Lnlq[arc3|n x], _t!gp(arcsmb)—arcsmO_Eﬂ—o_z
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 119

X dx=lim | —2—d
O LTl T

Benytter substitusjonen

u=1-x> = d—u:—Zx =N dx=_—du.
dx 2X
Da blir
_1 1 14
dx = =—2|u Zdu_—— uz +C
J.\/l X I\/_( j J. —3+1

~Ju+C=—/1-x*+C

1 X T b X T _ _ 2
i = gt i -] =~ A AT -

slik at

X e tim =X
———dx=Ilim| ————dx
J.O [1_X2 b*)]_’J.O [l_XZ
For a lgse dette integralet, benytter jeg den trigonometriske substitusjonen
_ & —cost < dx=costdt
X=sint =

d)

dt

J1-x2 =+/1-sin?t = cost

Da blir

| ﬂd —j sin’ pes/dt—j sin’tdt = [ 4(1—cos(2t))dt
:%t—15|n(2t)+c

Her har jeg benyttet at
cos(2t)=1-2sin’t < sin*t=1(1-cos(2t)).

For & gjeninnfare x, benytter jeg at

sin(2t) = 2sintcost = 2sint-y1-sin’t = 2x-v1- X’

mens t =arcsin x, slik at

2
J \/X_de =Zlarcsinx—1-2xv1-x* +C :%(arcsinx—xxll—x2)+C .
1-x

Da blir

b

1 XZ L b XZ 1
J'Oﬁdx—!Lrpjom k!LrP[arcsmx XV1— x}

=3 lim (arcsinb) ~ by b? ~arcsin0-+0y1-0°
-1

0

Oppgave 1.8.1
Nar intervallet fra O til 7 deles inn i 4 like store intervaller, blir 2n=4 < n=2. Dablir
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Matematikk for ingenigrer.

Integrasjon med anvendelser. Side 120
z S _ z Nz in 3z i
J'SInXdXzﬂ 011 4. sinZ 2'5|n2+4'5|n4+1.sm7r
o X 6-2 z z = r

4 4
Under veis har jeg benyttet at
sin x

1
1+4. 5V2 2-1+4-£+0 ~1.852
12 % 3z —_—

lim——=1.
x=>0 X
Oppgave 1.8.2

Dersom vi kaller vannstrammen (malt i liter pr sekund) for q(t), blir samlet vannmengde
(malt i liter)

[ a(t)at.

Nar intervallet fra O til 60 deles inn i 6 like store delintervaller, blir 2n=6 < n=3.
Da blir

60
[a(t)dt=

60-0

(l-2.16+4-2.69+2-3.12+~--+4-2.91+l-3.25)

Situasjonen er illustrert til venstre. Vi ma farst finne
skjeeringspunktene mellom grafene:

f(x)=g(x) & X -6=-x"+2x+6
& 22X -2x-12=0 & x*-x-6=0
1+12-4-(-6) 1+5 (3
= 2.1( ) 2 :{é
Vi ser at grafen til g (x) = —x%+2x+6 ligger over grafen til
f (x) =x* -6 i det aktuelle omradet. Da blir arealet

A:J'_sz(g(x)—f(x))dx:fz( —X +2x+6) 6 )dx I 2x2+2x+12)dx
=[-2x +x? +12x]3 =(-2.3°+8 +12-3)—(—§-(—2)3 +(-2) +12-(—2))
=-18+9+36—-2-4+24= —5
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 121

b) Ay Situasjonen er illustrert til venstre. Vi ma farst finne
skjeeringspunktet mellom grafene:

f(x)=g(x) < tanx=+2cosx

10
= sinx =+/2cosx
05 COS X
=N sinx:\/Ecoszx:\/E(l—sinzx)
%o o5 10 15% & 2sin?x+sinx—+/2 =0
2
A () a2 () s e [-o32
2:+2 242 V2 |==-2

Her er kun lgsningen sinx=1v2 < x=17z brukbar.

Vi ser at grafen til g(x)= J2cosx ligger over grafen til f (x) =tanx i det aktuelle
omradet. Da blir arealet

A= I («/_cosx tanx)dx «/_J cosxdx — Ioﬁsmx

COS X
Her er

ﬁfﬂcosxdx —V2[sinx]\" = V2 (sin(47)-sin0) = \/E(%ﬁ - O) =1.
0
Det siste integralet lgses med substitusjonen

du . ]
U=CcosX =— d—:—smx < sinxdx=-du.
X

Videre ser vi at ndr x =0 blir u=cos0=1, og ndr x =7 blir u=cos(7)=12.
Da blir

Jo”ﬂd —Lﬁ_du [Inu]lf (Inl In(%ﬁ))

COS X u
—(Inﬁ—an)=In2—%ln2:§ln2

Alti alt blir
A= I (fcosx tanx)dx 1 In2 1-In+/2.

Oppgave 2.1.2

a) 5 y Pa figuren til venstre er grafen til y = f (x) =1-Inx
tegnet med tykk strek, mens grafen til x =1 er tegnet med

tynn strek. I skjeringspunktet er

2 y=1-In1=1-0=1.

Grafen til y=1-Inx skjaerer x-aksen nar

1
1-Inx=0 < Inx=1 & x=e.
Det arealet som avgrenses, er da
0

0 1 2 3 X
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b)

Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 122

A:jle(l—ln x)dx:[x—(xlnx—x)]i =[2x-xInx];
=(2e-e-Ine)—-(2-1-1-In1)=2e-e-1-2+1-0=e-2

For a lgse det ubestemte integralet j Inxdx, har jeg oppfattet det som J' 1-Inx dx og
benyttet delvis integrasjon.
Nar y=1-Inx, blir
Inx=1-y < x=e¢"V=¢"-e’'=e-e".
Nar stripene legges horisontalt, blir lengden av ei stripe i avstand y fra x-aksen
l=x-1=e-e7 -1.
Da blir arealet

Pa figuren til venstre ser du grafene til
f(x)=vx+3 og g(x)=-x+3.
Grafene skjarer x-aksen nar

JX+3=0 & x=-3

0g nar
, , , , o -X+3=0 < x=3.
3 2 4 0 1 2 3X Dessuten skjaerer grafene hverandre nar

JX+3=-x+3 = x+3:(—x+3)2 < X+3=X"—6x+9

L _1EN49-4-6 _715_{@

& XP-T7x+6=0

2 2 1
Av figuren ser vi at det er lgsningen x =1 som skal brukes. Da er
y=-1+3=2.
(Lgsningen x =6 gir et skjeringspunkt mellom g (x) og grafen til y=—/x+3 nar

y =-3).

Nar stripene legges vertikalt, ma vi dele flata inn i to deler:
A:J.1 VX +3 dx+I3(—x+3)dx.
-3 1
Det farste integralet lgses med substitusjonen
u=x+3 < x=u-3 = dx=du.
Da blir
4 3 374 3
A= J.O Ju du +'|.1 (—-x+3)dx = [%uzl) +[—%x2 +3Xl
:%(4% —o)+(—%-32 +3:3)-(-41°+3:1)=2.8-349+1-3=2
Nar stripene legges horisontalt, ma vi farst finne x uttrykt ved y for de to funksjonene. Vi
far:
y=vx+3 = y’=x+3 & x=y*-3
y=-Xx+3 & x=3-Yy
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 123

Ei stripe i avstand y fra x-aksen har da lengde
I=(3-y)-(y*-3)=6-y-y’
slik at arealet blir
2
A=[(6-y-y)ey=[oy-2y -3y,
=(6-2-4-2°-1.2°)-0=12-2-2=2

3

Oppgave 2.2.1
a) Volumet blir

V= J-0|n27z_y2dx _ ﬂ_J-(:nZ(e_ZX)Z dx = 7 (:nZe_4de _ 7z_|:+4e—4x:|0

== —e)=5(1-(e") )= 5(1-2) = 5(1-4) = 5x

In2

Vi ma farst finne skjeeringspunktene mellom
grafene:

f(x)=9(x) & ix-2=+x-1
Kvadrerer:
Ix?—ix+i=x-1 o ix*-32x+2=0

& X2 —6x+5=0

X

_6++46°-4.5 _6i4_{5

2 2 1
Vi kutter skiver vinkelrett pa x-aksen. Hver skive fér ytre radius R, =g (x)=+x-1 og

indre radius R; = f (x)=1x—1. Arealet av ei slik skive blir
A=7R}’-7R’ = 7z(\/x—12 —(%x—%)z) =(x-1-1x* +1x-1)

— 142 3 5
= ﬂ(—zx + ?X - Z)
Da blir volumet av omdreiningslegemet

x=5 5 5
— — 142 3 5 _ 1 3 3 2 5
V— A'dX—Ilﬂ(—zX +5X—Z)dX—ﬂ'[—EX +EX _le

x=1

=7z((—ﬁ-53+§-52—%-5)-(-%-1&%-12—3-1))=§_7z

C) Vi ma farst finne skjeeringspunktet mellom
grafene:
f(x)=0(x) & —x+4=x+2
Kvadrerer:

x> —8x+16=x+2 < x*-9x+14=0

X_9i\/92—4-14 _9i5_{7

2 2 2

v

()]
>
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 124

Vi ser av grafen at vi skal bruke lgsningen x = 2. Vi ser ogsa at g (x) =0 nar x=-2, og

at f (x) =0 nar x=4. Ved hjelp av grafen ser vi at rotasjonslegemet ma deles opp i to
deler, ett i omradet —2 < x < 2 og ett i omradet 2 < x < 4. Dermed far vi:

V= Iiﬂ(g (x))2 dx+Jjn( f (x))2 dx = 71'_'122(X +2)dx + ﬂj24(X2 —~8x +16)dx
= a[4x* v 2x] | +a[ix* - 4xt +16x] = 7[((%-22 +2:2)-(4:(-2)"+ 2-(—2)))

+x((4-4°-4-47+16-4) - (1-2° 4.2 +16-2))

Oppgave 2.2.2
a) y Vi "stabler” skiver med tykkelse dy oppa hverandre.
Siden y =++/4—x, blir
1 y'=4-x o x=4-Yy

som ogsa blir radien i ei skive i avstanden y fra origo.
Vi ser at skjaeringen med y-aksen inntrer nar

X=0 o y=+J4=12
der vi ma bruke den positive verdien. Da blir volumet av omdreiningslegemet
y=2 2 2 2
V= J-y:O ax’dy = 72'j0 (4_ y2) dy = 7[.[0 (16—8y2 n y“)dy _ ﬂ[le—%yS +%y5}

=7z((16-2—%-23+%~25)—0)=@_7z

0 1 2 3 4y
2
0
15

Vi “stabler” skiver med tykkelse dy oppa
hverandre. Siden y =In(5-x), blir

5-x=¢' & x=5-¢
som ogsa blir radien i ei skive i avstanden y fra
origo.

Y

N
>

Vi ser at vi far skjeering med y-aksen nar
x=0 © 5-¢’=0 < e'=5 < y=Inb.
Da blir volumet av omdreiningslegemet
_ y=In5 2 _ In5 2 _ In5 2
V_Iy=0 X dy_7r_[0 (5-¢’) dy_ﬂfo (25-10e” +e*)dy

7| 25y —10e’ +%e2y]lon5 = 7[((25- In5-10e"® +%(e'“5)2) ~(25-0-10¢° +%e°))

7(25In5-10-5+4-5 —0+10-1) = 7(25In5- 28)
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Matematikk for ingenigrer.

Integrasjon med anvendelser. Side 125
c) Ay Grafene skjeerer hverandre nar
f(x)=g(x) & x=x"-6 < x*-x-6=0
2t f(x)
Kvadrerer:
1 2
1+ 2 -4-(-6) 14+ 3

1 2/ 3X 2 2 -2

1 Vi ma bruke lgsningen x =3. Daer ogsa y =3.

Vi ser av grafen at de “skivene” vi skal stable oppa hverandre, far et hull i midten. Ei
skive i avstand y fra origo far ytre radius X, gitt ved

y=6-x° < x°=6-y < xy:\/m,
mens den indre "hullets” radius er gitt ved y = X, . Arealet av ei slik flate er da
A(y)=mx} —7x? =7(6-y) -7y’ =x(6-y-Vy*)
slik at volumet av omdreiningslegemet blir
V=] Ay = [a(6-y- )y =aloy 1y -3y
=r((6-3-4-8-1.8)-0)=2x

Oppgave 2.2.3
a) Ei skive vinkelrett pa rotasjonsaksen i avstand x fra y-aksen har radius

r=2-y=2-2e"
Arealet av skiva blir

A=rr’=rx(2- 2e’x)2 =(4-8e" +4e™)
slik at volumet av hele rotasjonslegemet blir

Ay x=In4
V=[ A-dx= j (4-8e™ +4e" ) dx
T ‘\| _ —2x In4
| = [ X+8e +4-( )]O
2 .: - ( 4In4+8e " — 2(e'n4)2)_(4'0)+8'1_2'1)
r=2- ,
SRR NF = 7(4:2In2+8:2-2.(1) ~0-8+2) = z(8In2- %)
=2
y eI X= I4
0 h o X
b) Ei skive vinkelrett pa rotasjonsaksen i avstand y fra x-aksen
Ay har radius
X=2
a1 r=2-x=2-.y
3 der vi har benyttet at
, Y= y=x §> ;:J?.
Arealet av skiva blir
14 ) 2
AT N A=7z'l’2:7z(2—\/§) :ﬂ(4—4\/§+ y).
>—3 4 X Videreharviatndr x=2er y=2>=4,
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 126

Volumet av hele rotasjonslegemet blir
y=4 4 1.2 4
V:Iy:OA.dyZI0 (4 4 y+y)dy ﬂ[4y 4.2y: +2yJO

=7r((4-4—%-4g+%-42)—O)=72’(16—6—;+8)=%”

Oppgave 2.2.4
a)

X

En sylinderflate med radius r = x far hgyde h=y=¢".
Flatas areal blir

A=2zxr-h=2rxe"
slik at volumet av et sylinderskall med tykkelse dx blir
=In4 dV = A-dx=27zxe*dx.
Volumet av omdreiningslegemet blir

V= IX de = .[In427rxexdx = 27r[xeX —eX];n4

X

=27 ((In4-e" ")~ (0-1-1))
-, = 27(4In4—-4+1)=27(8In2-3)

EEi———
Det ubestemte integralet er lgst med delvis integrasjon:

.[xe dx = xe—jle dx = xe* —e*+C .

b) Finner farst skjeeringspunktet mellom grafene:
X*=6-X < X°+x-6=0

—1i,/12—4-1-(—6)_—1i5_ 2
2 2 -3

Her er det verdien x =2 vi skal bruke.
En sylinderflate med radius r = x far hgyde

h=(6-x)-
Flatas areal blir
A=2zr-h= 27rx(6—x—x2):27z(6x—x2 —x3)
slik at volumet av et sylinderskall med tykkelse dx blir
dv = A-dx = 27r(6x— — xs)dx.
Volumet av omdreiningslegemet blir
V= I::dv = JjZ;z(Gx— x? — x3)dx = 27:[3x2 -1x —%x“]z

X =

=27((3-2-4-2°-1.2)-0)=2x
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 127

Oppgave 2.2.5
a) Ay Ei sylinderflate med radius r = y far hgyde
Y =tanx h=47-x=¢7—arctany

siden y=tanx < x=arctany.

Grafene skijerer hverandre nar y =tan(17)=1.
il Sylinderflatas areal blir

A=2ry-h=2ry(+z—arctany)

slik at volumet av et sylinderskall med tykkelse dy blir
1 dV = A-dy = 27y(4x —arctan y)dy

-1
X =17

=(47°y—2zy-arctany)dy
Volumet av omdreiningslegemet blir

V= j j ix’y-2my-arctany)dy =z

der integrasjonen er foretatt med dataverktay.
Dersom du insisterer pa a lgse integralet for hand, kan du starte med en delvis integrasjon:

v'

u' v . u 2. v B iU )
J' y-arctany dy =1 y*-arctan y I Ly —yz +1dy.
Deretter benytter du at

y: y2+1—1_1_ 1
v+l v+l y2+1
Dermed blir

J v yzlﬂdy:f(

Na gjenstar det "bare” a integrere farste ledd, samle tradene og sette inn grensene.

y21+ de =y-—arctany+C.

b) Ay Vi merker oss farst at grafene til y=Inx og y=1-x
y=Inx
1 LT skjeerer hverandre i punktet (1,0) . Ei sylinderflate har
\l/ N ey radius r =y og hgyde h =x, —x,_ der vi finner x, og X,
5 l:‘ ,: < :‘ ,‘i 13 » slik: For en gitt y-verdi far vi at
RV ¥ y=Inx, < x,=¢’
/ y=1=x og at
y=1-x < x=1-y.

Da blir arealet av sylinderflata

A=2zr-h=2zy(x,-x)=2ry(e’ - (1-y))=27(ye’ =y +y*)
slik at et sylinderskall med tykkelse dy far volum

dv = 27r(yey -y+ yz)dy.
Volumet av omdreiningslegemet blir

V= Iyy:;dv = J0127r(yey —y+y’)dy=27]ye’ —¢’ — 1y’ +%y3}2

=27((1-e' e =127 +1.7°) ~(0-1-1-0+0)) =

S5r
37
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Matematikk for ingenigrer.

Integrasjon med anvendelser. Side 128
Oppgave 2.3.1
) Nary= f (x)=x2, blir
y'=3xt =3y =3,
slik at

VI =\/1+(%&)2 = \1+3x.

Da blir graf-lengden

s:j; 1+(y')2dx:jo5 1+%xdx:jlf‘g\/a-§du %qu du= [
(8 -v) -2ty -2

der jeg har benyttet substitusjonen
u=1l+3x < d_u:% & dx=<du,
dx
samtatnar x=0 blir u=1+2-0=1ognéar x=5 bliru=1+2.5=%

mlb

1 AX 1A X :
b) Nar y=f(x)=1e +Lie™, blir
y'=ie e,
slikat
1 l _ 1 42X 1 1 42X 1 42X 1 1 42X
\/1+5 —5€ _\/1+7e —5t+58 T =587 5+ e

Oppgave 2.4.1
) Nar y=f(x)==2x,blir
y' =,
slik at

S (y) =1+ (2) fe R oW R =S,

HZ
Da blir overflatearealet
A:J.Xj y- 1-|-(y) dX:J.OH_X_%dX:%[%XQJH :%—S(HZ_O):%RS

R
H

slik at
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 129

2
— 1 1,1 —_ 142 1 1y-2 _ 14,2 1 12
y') _\/1+(5x—5x ) _\/1+zx —1+1x _\/zx +1+1ix

2 2
_ 1 -1 1,1 _ 1 11 1 1,1
_\/(7 X) +2-1x-1x +(4x7) _\/(3x+3x ) =ix+1ix

Da blir graf-lengden
A= jxxjjx- 1+(y')zdx = josx-(§x+§x’1)dx :%jj(xz +1)dx :§[§x3 + x}z
=4((3-3+3)-(2-0°+0))=4(9+3-0)=6

Oppgave 2.5.1
a) 8-‘- y Grafentil y= f(x)= X er tegnet til venstre. Ved rotasjon om x-
aksen blir &penbart Y, =0, mens

IXZAX y*dx _rx-(xg)zdx_j:x“dx

X =

° I J.;(x%)2 dx _[04X3dx
| [éx5:|3 1(45 O) %'45_E
0123 4X R _1(44 £ 5

Ved rotasjon om y-aksen ma vi integrere i y-retningen. Litt forarbeid ma til:
y= X o Xx= y%.

3 13
Videreserviat x=0 < y=0,0gat x=4 < y=45=(4f) =2°=8.
Det er apenbart at X. =0, mens

d
(8°-0) 7.(80)" 7.2° 7.8 28
( - 10 5

8-0) 10.(g) 102

Grafen til funksjonen

y= (0= {\/— nd&r 0<x<4

4-1x nar 4<x<8

er illustrert til venstre.

H—
X

Det er dpenbart at ved rotasjon om x-aksen blir Y, =0. Videre blir
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 130

B IXX::x-yzyzdx B J.:x'(x/;)z dx+_fjx-(4—%x)2 dx
X

) J':;nyzdx IOA(&)de+jf(4—%x)2d
_ I;xzdxjtjf(16x—4x2 +1x7)dx _ (2] +[8x2 - 4x° +%x“]i
J.04xdx+ﬁ(16—4x+%x2)dx [1¢] +[16x-2x¢ + 3T,
1(4-0)+(8-8° 4.8 +1.8)-(8:-4°—1.4°+.1.4%)
1(42-0)+(16-8-2-82+5-8°)—(16-4-2-42 + L - 4°)

_48_18
v s
Oppgave 2.5.2
? \Y

Til venstre ser du halvsirkelen tegnet med R =1.
Massesenteret er ogsa tegnet inn som en liten

sirkel. Det er apenbartat X. =0. For & finne Y,
legger jeg stripene vertikalt pa vanlig mate, og
benytter at arealet av en halvsirkel er A=1-zR?.
Da blir

40 05 00 05 10X

1 xR 2 2 1 R 7 2?2
Ye= 3yt )dx_m-%IR(\/R — X —O)dx
1 Rio2 2 1 2, 1.37R
-— I_R(R —X )dx__,,RZ[R X—1x ]_R
1 3 1 4 4R
= R*-1R*)-(R*-(-R)-1(-R)’))=—— - —R*=—
ﬂ_RZ (( 3 ) ( 3 )) 7Z_R2 3 3_72_

b) LY Grafen til funksjonen y = f (x) =e¢” er illustrert til venstre
4 sammen med linja y = 4. Grafene skjearer hverandre nar
3t =4 < x=In4.

Beregner farst arealet:
27 In4 < (14 na 0
A:I0 (4-e)dx=[4x—e*], =4In4—e"* -0+e
1<
=4In4-4+1=4In4-3

001 5% Her er det enklest & beregne X ved a legge stripene vertikalt pa
vanlig mate. Da blir
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 131

XC:%LMXM—eX)dx: [2x ~(x-pe]”

4In4 -
1 2
= 2(In4)" —(In4-1e"*) -(0-(0-1)¢°
TRl )-(0-(0-De))
2
I (2(In4)2—4ln4+4—1):2(|n4) —4In4+3 551
4In4-3 4In4-3 =

Under veis har vi benyttet at

Jxedx xe* —Iledx xe* —e*+C=(x-1)e*+C.

For & finne Y., er det kanskje lettest & legge stripene horisontalt. Da far vi at
y=e" < x=lny,

slik at
1 py=4 1 ¢ 4
YC—XIH y(X_O)dy_4|n4—3LylnyoIy 4ln4 - 3[ yiny -3y,
:4Ini1 3((%'42|n4—%‘42)_(%'12|n1_%'12))
_ 1 (8|n4_4_0+%)=8ln4;%2 8
4n4—3 LLiE k.

Under veis har vi benyttet at

I y Inydy 2 Iny I 1y2 ldy 2yzlny—ﬂ ydy =1y?Iny—-1y*+C.
Pa figuren er massesenteret tegnet inn som en liten ring.

Oppgave 2.5.3

Til venstre ser du halvsirkelen tegnet med R =1.
Massesenteret er ogsa tegnet inn som en liten sirkel.
Det er apenbart at X. =0. For a finne Y., benytter

jegatndr y=~+R?>—x2 =u =u? der u=R?-x2,
blir

40 05 00 05 10X y'=1u?.(=2x) =

X
oy f JR? = x? JrR-x

slik at

(R? - 2)+x i
R® - \/ 2_x?

Videre benytter jeg at lengden av halvsirkel-grafen blir L =3-27zR = zR . Da blir

1 ¢x=R 1 R 73 R 1 R
YC:EJ‘)(:fRydszﬂ._RJLR RZ—X2 —,ﬂdx=ﬁj Rdxzﬁ'[X]—R

=£(R—(—R))=£
T T
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 132

Oppgave 2.5.4
a) Ay Plasserer T-en i et koordinatsystem slik figuren viser. Det er
apenbart at massesenteret til T-en ma ligge pa y-aksen slik at

X =0. Den horisontale staven har sitt massesenter i (0,L),

L mens den vertikale staven har sitt massesenter i (0,4L). Da blir

1 3mL
2L Yo=——(m-L+m-1L)=2—=2L.

X 2m 2m A=

b) Plasserer skiva i et koordinatsystem slik figuren viser. Det er
apenbart at massesenteret ma ligge pa x-aksen slik at Y. =0.
Lar skiva ha tetthet p . Da har den store skiva masse

M = p-7zR?
og massesenter i (0,0).
Den bortklipte skiva har masse

m=p-zr? :p-ﬂ(%R)z =1 pnR?
og massesenter i (r,0)=(3R,0).
0-ipzR*-iR -LipaR’

M-0-m-iR)= = --1R,
( 2 ) pﬂRz—%pﬂ'Rz %pﬂ_RZ 6

Oppgave 2.6.1
x=L L L
) m= [ am= [ poe= 0] =5 (- 0) =4t

b) Massesenteret ma apenbart ligge pa x-aksen, sa vi trenger bare a finne X .

1 1 v 1 p0L2_213L
SR T
2
A =

c1) Treghetsmomentet om y-aksen blir
= [y xam =[x pyax = [ Cax= [T, = (L -0)= L

y 0 =
Menvivetat m=1pL < p,=2"
slik at

_1 3_1 2m 3 _1 2
Iy_IPOL _ZTL —EmL .

c2) For a finne treghetsmomentet om en akse gjennom massesenteret parallell med y-aksen,
merker vi 0ss at et lite masse-element i posisjon x har avstand r = x—2L fra den nye

aksen slik figuren nedenfor viser.
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 133

2L r=x-:L
/—/5

Treghetsmomentet om aksen gjennom massesenteret blir
:erzdm:jL (x=2L)" - pyx-dx = ( x* =4 Lx* +£1°x ) dx

=A[ixt AL AL A —ﬂ((%L“—gL“Jr%L“)—O)

3

_ A 1 _ 3 _ m _ 2
=2 gli=gp =530 U =gmL

L L

Den siste deloppgaven kan kanskje motivere deg til a lere Steiners setning, som i dette
tilfellet gir

_ 2 2 _ 4 2 1 2 4 2 _ 1 2
I=lc+m-(2L) < Io=1,—¢m®=iml® —4ml® =LtmL®.

Oppgave 2.6.2
a) 4

Plasserer kvadratet i koordinatsystemet som vist til venstre. Ei
vertikal stripe i avstand x fra y-aksen har masse dm gitt ved

a dm dA adx dx
—=— < dn=m-—F—=m—
m A a a
, dermer massen til hele kvadratet. Da blir treghetsmomentet
X X om y-aksen

ma’ .

w|~

Iy - .[oaxzdm - ,[oaxz '%dx = %'}Xs}o _%m(aﬁ _0) -

bl) Grafen til y=4— x? skjerer x-aksen nér
y=0 o 4-x'=0 & x=#2.
Arealet av flata er

A= LX: ydx = .[,22(4_ x?)dx = [4x—§x3]:
=(4-2-1.2°)(4-(-2)-1-(-2)°)=2

Ei stripe i avstand x fra y-aksen har masse dm_gitt ved
dm dA y'dx—3m(4—x2)dx.

‘ ‘ S —=— < dm=m-
-2 -1 0 1 2 m
X

Da blir treghetsmomentet om y-aksen
Iy_j xidm= I x?-2m(4- x)dx—3mJ' (4x2 —x*)dx

=3[0 e T, = gm((3 2 4 2) (32" 4 (27))

32 5

-3 32 _ 32,32 _ 32)\_4
_32m(3 5+3 5)_5m
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 134

bl) y Nar y =4—x*blir x=%/4-vy,
slik at ei stripe i avstand y fra x-aksen har areal

dA=2,/4—-y-dy.

2 Denne stripa har masse dm gitt ved

/ T * dn dA 2,/4-yd
sz = dm:m%z%md4—ydy

-2 -1 0 1 2
X

Da blir treghetsmomentet om x-aksen
y=4 4 4
L=1 ydm :J'O y2-2m/4- ydy:%mj0 y2\J4-ydy.
Visubstituerer u=4-y < y=4-u = dy=-du.
Videre serviatnar y=0 er u=4,ognar y=4 er u=0. Dablir
I, :%m.[;ysz—ydy:%mj.;(4—u)2\/a(—du):%m_[OA(lGu%—8u%+u%)du
5 774 3 5 7
—8-2ufv2uf | —am((2-41-2.47 1 2.4)-0)
=im(£-23—ﬁ-25 +z.27):1m.w:gm
3 5 7

:im[l6-§u

Oppgave 2.6.3
a) ty Vi har allerede vist at treghetsmomentet om y-aksen er
|, =1ma’.
Pa grunn av symmetrien er ogsa treghetsmomentet om x-aksen
I, =ima’.
Da blir treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa kvadratet
gjennom origo
l,=1,+1,=1ma’+ima’ =Zma’.

b) y Vi har allerede vist at treghetsmomentet om y-aksen er
I, =5m,
0g at treghetsmomentet om x-aksen er
| =%m
X 35 '
Da er treghetsmomentet om en akse gjennom origo
vinkelrett pa flata

= =128y 4m =156
=1+, =Fm+zm=-m.

Oppgave 2.6.4

For alle oppgavene benytter vi at nar legemet har masse m og volum V, blir
gm _m dm =" dv
dv. VvV \Y

slik at treghetsmomentet om y-aksen blir
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 135

27zj x*h(x) - dx
j 27X -h(x)-dx

I—Ixzdm jx —dV =— J'x 27 -h(x)-dx=m

I x> -h(x)-dx
=N
I X-h(x)-dx

der h(x) er hgyden av et sylinderskall i avstand x fra y-aksen.

| de to farste oppgavene er h(x) = f (x).

a) ‘

Grafen til y= f (x)=4— x> skjeerer x-aksen nér
4-x"=0 o x==%2.

Det innerste sylinderskallet far da radius x =0, mens det

ytterste far radius x = 2. Da blir treghetsmomentet om y-
aksen

I I X3 - f(x)-dx J.02x3(4—x2)dx I (4x° — x®)dx
=m =
" '[ x- f(x)-dx jozx(4—x2)dx I(4x x%)

m[[ X]] ;;Z_Efﬁzfm’l:—_f:m%
4

b . .
) Nar grafen til y= f (x) = il roterer om y-aksen, far vi
X+

et rotasjonslegeme med treghetsmoment
3

2 3 X
I X3 I dx
1 X +1 —mox+1
0 y X i dX 3de
oo 2 0" x+1 0x+1
Integralene kan lgses pa flere mater. En mate er a benytte delbrgkoppspalting til & skaffe
seg et polynom pluss en brgk av formen X som lett kan integreres. Jeg skal imidlertid
benytte en annen strategi. Jeg innfarer
u=x+1 << x=u-1 = dx=du.

Nar jeg samtidig tilpasser grensene, blir

3 x° 4(u-1) 4
dx L . dU_mL(uz—3u+3—j)du

ly=m 03X>J<rl ~ U au-1, “(1-1\d
0mdx J;Tdu L( —4)du
[§u3—§u2+3u—lnu:|f_m(634—24+12 In4)—(-2+3-0)
[u—Inul; (4-In4)-(1-0)
—In4 15-4In2

= m
3-Ind 6-4In2
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 136

| den siste omformingen har jeg benyttet at In4 =1n(22) =2In2.

c) sk Y Grafen til y =Inx skjerer grafen til y =1 nar
Inx=1 < x=e.
107 Her merker vi oss at:
051 Nar 0<x <1 er h(x)=1.
0] Nar1<x<e er h(x)=1-Inx.
. 3 x  Dablir:
05+
1
I x> -h(x)-dx jox3-ldx+jlex3-(1—lnx)dx J';x3dx—fx3lnxdx
=M =m 1 =m
’ '[ x-h(x)-dx jox-ldx+jlex-(1—lnx)dx '[;xdx—'[lexlnxdx
Delvis integrasjon gir na
u' v u v u v’
J x-Inxdx =2x>In x—J %xz.%dx:%lenx—%_f xdx=2x’Inx—-1x*+C.
u' Y u Vv u v'
J x*-Inxdx =4 x*In x—j %x“'%dx:%x“lnx—ﬂ' x’dx=1x‘Inx-ix"+C.
Da blir
€ e
| jo x‘"*dx—j1 Xlnxdx  [1x*] ~[1x*Inx—£x* |
= m =
’ j;xdx—jlexln xdx [1x*] ~[2x*Inx-1x*],
(1-e*-0)—(%-e*Ine—3-e*)+(-1*In1- % -1*)
(1-62-0)—(L-e’Ine—1-e%)+(L-1°In1-1.1%)
let- 1 e’ -1 e’ +1)(e* -1
=m 1 —m— ! )2( ):%m(e2+1)
1e2 -1 (e’ -1) 4(e-1) —m
Oppgave 2.6.5
a) y Nar hele legemet har masse m, ma hver av de to lange stavene ha
masse 2m mens den korte tverrstaven far masse +m.
1) Nar vi bruker x-aksen som momentakse, vil ikke tverrstaven fa
N e noe treghetsmoment, mens hver av de lange stavene far treghets-
3L moment (2m)L* =L mL?. Da blir samlet treghetsmoment
l,=2-2mL* =Ltml?

2) Nar y-aksen er momentakse, vil hver av de lange stavene ha en avstand £- 2L =%L
fra denne aksen slik at deres bidrag blir
2:2m-(11%)=4mL’.
Tverrstaven har masse +m og lengde %L, og far treghetsmoment

=(Em)(3 L)2 =L mLl?.

12\ 5 2 T 240
Samlet treghetsmoment om y-aksen for de tre stavene blir da

-1 2 1 2 _ 13 2
I, =5smL" + 5 mbL" = omL”.

3) Treghetsmomentet om z-aksen blir
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Matematikk for ingenigrer.
Integrasjon med anvendelser. Side 137

_ 1 2 13 2 _ 29 2
IZ_IX+Iy_EmL +mmL _mmL .

b) o Vi kan tenke oss at plata bestar av 3 kvadrater som hver har
{ Ny sidelengde L og masse +m, og som har momentaksen langs
L

en sidekant. Hvert av disse kvadratene bidrar da med et
x  treghetsmoment

2
§3m-(3L) =gl
— Staven parallelt med aksen i avstand 3L bidrar med
m~(lL)2 =imL?,

2

mens staven som stér vinkelrett pa aksen bidrar med -5 mL?. Samlet treghetsmoment blir
da
l,=3-2ml* +iml® + Zml* = ZmL>.

Oppgave 2.6.6
a) Hver kule har et treghetsmoment om aksen gitt ved Steiners setning:
l, =2mR?+m-(2R)" = ZmR?
fordi avstanden mellom var akse og en akse gjennom massesenteret
til ei kule er d = 2R . Den tynne staven bidrar ikke, slik at legemets
treghetsmoment om den gitte aksen blir
I =21, =%mR?.
b) L Av figuren ser vi at avstanden d mellom hjgrnet A og masse-
————— senteret C er gitt ved
d?=(3L) +(3L) =2:4 =30
L K Da gir Steiners setning at
}%L lo=1.+m-d’
A VR o lg=l,-m-d?=2m®-m-1% =1imL?
1L
2
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