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Forord

Kjeere student!

| dette heftet skal vi ta opp temaer som ved farste gyekast kan virke noksa merkelige. Vi skal
skrive vanlige funksjoner som en uendelig sum av enten potensuttrykk eller sinus- og cosinus-
ledd. De potensrekkene som framkommer pa denne maten kaller vi Taylor-rekker, og de
trigonometriske rekkene som framkommer kaller vi Fourier-rekker. Begge disse rekketypene
viser seg a ha overraskende mange nyttige anvendelser. Vi skal 0gsa se pa noen av disse.

Det er en fordel om du allerede har veert gjennom det farste kapitlet i heftet om Tallfelger,
siden vi skal bruke noen resultater derfra. Du bgr ogsa beherske integrasjon, ettersom vi skal
utfgre mange integrasjoner nar vi kommer til Fourier-rekker.

Her som ellers i matematikken ma du legge vekt pa a arbeide ngyaktig og oversiktlig. Flere
steder vil du rake bort i lange utregninger der uttrykk ma forenkles og trekkes sammen. Da er
det fort gjort a gjgre sma regnefeil som gdelegger alt.

Den viktigste lerdommen du ber sitte igjen med etter a ha gatt gjennom kapitlene om Taylor-
rekker og Fourer-rekker, er at du vet at det eksisterer slike rekker. Du bgr kunne kjenne igjen
situasjoner der det er gunstig a hente dem fram, og du ber kunne sette dem opp nar du far

bruk for dem. Men du trenger ikke & pugge stygge formler, for disse formlene kan du hente
fram etter behov.

Med hilsen

Bjgrn Davidsen
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1. Rekker.

1.1. Noen innledende definisjoner.

| et eget hefte har vi sett pa egenskaper ved tallfglger. Na skal vi summere leddene i en
tallfalge. Da far vi ei rekke. Slike rekker skriver vi gjerne ved hjelp av summetegn. Dersom vi
summerer et endelig antall ledd, skriver vi

n
da =a,+a -+ +a
k=0

Merk at siden farste ledd er a,, vil denne rekka fa n+1 ledd.

Dersom vi summerer uendelig mange ledd, skriver vi

Da =a +a+a,+e.
k=0

| summene ovenfor brukte vi k som summasjonsindeks. Vi bruker ofte andre bokstaver, som i,
j, m,n, posv.

Eksempel 1.1.1: Skriv disse rekkene ledd for ledd:

a) Z—

n=1 N

2 (=P
b) ,,Zj p +1

< (-1)"
2 Z2k+1

k=0

Lﬁsning'
1

1 1111
I L ey

) i(l)‘”1 (0 D (D (D (D 111 1 1
ZpP el 0P+l P+l 2241 341 441 12 510 17

= (-1 (-1 (1) (1) (1) 11 1 1
C) Z Foeoe=———F———F -
k=02k+1 2. 0+l 2- 1+1 2- 2+1 2-3+1 1 3 5

Legg merke til den siste rekka i eksemplet ovenfor. Nar vi har skrevet ut sapass mange ledd i ei
uendelig rekke at det er "opplagt” hvordan systemet er, skriver vi ofte bare prikker for a
markere at rekka inneholder uendelig mange ledd. Noen ganger skriver vi ogsa formelen for
ledd nr n, slik at rekka i eksempel ¢) ovenfor blir

z(1)k 1 (Y (D (1111 (D
2k +1 20+1 21+1 22+1 2-3+1 1 3 5 7 2n+1

Oppgave 1.1.1.

Legg spesielt merke til definisjonen av n-fakultet nedenfor:
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Det er lett & gjere feil nar vi benytter skrivematen n!, noe eksemplene nedenfor viser:

Lasning:
a) Av definisjonen far vi at
nl=1.2.3.--n,
mens
(n+2)1=1.2.3--.n-(n+1)-(n+2)=nt(n+1)-(n+2).
Dermed blir
(n+2)! nt(n+1)-(n+2)

=(n+1-(n+2).
n! n! —_—

b) Skrivematen (2n)! betyr at vi skal multiplisere sammen alle heltallene fra og med 1 til og
med 2n, slik at
(2n)1=1-2-3---n-(n+1)---(2n).

Da blir
(2n)! 1.2-3---n-(n+1)---(2n) _nk(n+1)---(2n-1)-(2n)
2n! 2.n! - 2.n!
_n +1)---(22n—1)-(2n) =n-(n+1)-(n+2)---(2n-1)

Na er vi Klar til & se pa et par eksempler pa rekker:

Lasning:
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© n 0 1 2 3
a) —=2_+2_+2_+2_+...=E+g+i+ 8 + ..=1+2+2+%+....
—n 0o 11 2 3! 1 1 -2 1-2-3
i 1 21 N 3! +..._}+ 1 N 1-2 N 1.2.3 N
b) (2n)l T2 22 (2-3) 112 1.2.3.4 1.2.3-4-5-6

=l

Oppgave 1.1.2.

| eksemplene ovenfor tok vi utgangspunkt i ei rekke skrevet med summetegn, og skrev ut de
forste leddene i rekka. La oss se pa det motsatte problemet: Vi har skrevet ut sa mange ledd i ei
uendelig rekke at vi ser systemet, og skal skrive rekka ved hjelp av summetegn. Dette
problemet har faktisk ikke noen entydig lgsning, noe eksemplene nedenfor illustrerer:

Eksempel 1.1.4: Skriv de uendelige rekkene nedenfor med summetegn, gjerne pa forskijellige
mater:

1 2 3 4
a) —t—+—+—+

4 9 16 25
b) 1_14_1_14_

2 3 4 5
Lasning:

a) Vi ser at tellerne er de naturlige tallene fra 1 og oppover, mens nevnerne er kvadratene av
naturlige tall fra 2 og oppover. Dette kan vi uttrykke for eksempel pa de tre matene som er
vist nedenfor:

SN k-1 = p+l
T I

n=1 (n +1) k=2 p=0

b) Her skifter teller mellom +1 og —1, noe vi kan f4 til med faktoren (~1)" der ne N . Vi kan
forresten ogsa fa det til med faktoren cos(nz) der ne N. Dersom vi er papasselige med at
forste ledd far rett fortegn, kan vi uttrykke rekka for eksempel pa de fire matene som er vist
nedenfor:

= (-)™ “ (—1)" 2 (- 1)p = cos(p-
P > 5 oeibo)

=1 N +1 k=0 k +2 p=2 p p=2 p

Oppgave 1.1.3.

1.2. Konvergens av rekker.

La oss starte med et lite eksempel: En dag stiller du deg 2.00 meter fra en vegg, og gar mot
veggen. Farst gar du halve avstanden til veggen, d.v.s. 1.00 meter. Sa gar du halvparten av
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gjenveaerende avstand, d.v.s. 0.50 meter. Slik fortsetter du med a ga halvparten av gjenverende
avstand inn mot veggen. Det er da innlysende at:

e Den samlede strekningen du gar er
1.00m+0.50m+0.25m+0.125m + ---.

Dersom vi ser bort fra benevningen meter, kan denne rekka skrives slik:
1.00+1.00-2+1.00-(1)" +1.00-(L) +---=>"1.00-(£) "
k=1

e Du vil aldri komme helt fram til veggen, siden det alltid er et lite stykke igjen. Det vil
si at du tilbakelegger en strekning som er mindre enn 2.00 meter. Men du kan komme
sa neer veggen du vil ved a ga tilstrekkelig mange skritt.

Eksemplet over illustrerer at selv om vi legger sammen uendelig mange positive ledd, kan
summen ga mot et fast tall (i vart tilfelle mot 2). Vi sier at rekka ovenfor konvergerer mot 2.

Dermed har vi bakgrunnen for en naturlig definisjon:

Rekka » a, konvergerer mot S
k=1

{ def.

n
lim> a, =S.
k=1

n—o0 ==

Dersom rekka ikke konvergerer, sier vi at den divergerer.

Merk forskjellen mellom konvergens av tallfglger og konvergens av rekker. En tallfglge
konvergerer dersom ledd nr. n gar mot en fast verdi, mens ei rekke konvergerer dersom
summen av leddene gar mot en fast verdi.

Den velkjente historien om Akilles og skilpadda (Zenons paradoks) er egentlig en mer
komplisert variant av vart innledende eksempel.

Dersom du vil gjennomfgre eksperimentet i praksis, ma du jo avslutte far eller siden. Dersom
du avslutter etter n skritt, har du gatt en strekning

5,=3°1.00- (1)
k=1

Denne summen kalles for den n’te partialsummen av rekka Zl.oo-(%)kfl.
k=1

Generelt definerer vi:

Gitt ei uendelig rekke >a, .
k=1
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n
Den n’te partialsummen av denne rekka er S, = Zak :
k=1

Vi er som regel mest interessert i uendelige rekker. Dersom vi bare sier rekke, er det nesten
alltid uendelig rekke vi mener dersom det ikke framgar av sammenhengen at rekka har et
endelig antall ledd. Nar vi jobber med slike uendelige rekker, vil vi alltid vaere interessert i &
fastlegge konvergensegenskapene. Da har vi ofte bruk for setningen nedenfor:

La S, = Zak veere den n’te partialsummen til rekka Zak ;
k=1 k=1

Rekka » a, konvergerer mot
k=1

{ def.
S, konvergerer mot S.

Eksempel 1.2.1: Undersgk konvergensen til rekka
i 1 1 1 1 1

Sk(k+1) 12 23 34 Tk(k+1)

4+ ...,

Lgsning: Ved hjelp av delbrgkoppspalting far vi at
1 1 1

k(k+1) k k+1
Da kan rekka skrives som

< 1 (1 1] (1 1) (1 1) (1 1)
=l == || === || === || ——— |+
o k(k+1) \1 2 2 3 3 4 k k+1
Den n’te partialsummen blir
5=y 1 :(E_lj+(1_1J+(l_l]+n.+(£__i_j:1__l__
o k(k+1) \1 2 2 3 3 4 n n+l n+1
Vi ser at
. i 1 . 1
S=|Im8n:|Im(1——j:l—|lm(—j:l—0:1

n—ow n—o n+1 n—o\ n+1
slik at rekka konvergerer mot 1.

Oppgave 1.2.1.

| det innledende eksemplet og i Eksempel 1.2.1 ovenfor ble leddene i den uendelige rekka
stadig mindre, og konvergerte mot null. Denne egenskapen er et absolutt krav for at rekka skal
kunne konvergere. Vi har altsa at:
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Rekka Y a, konvergerer
k=1
J

Tallfglgen {a,} konvergerer mot 0.

Merk at implikasjonspila bare gér en vei. Vi skal etter hvert se eksempler der tallfalgen {a, }

konvergerer mot null, mens den tilhgrende rekka Zak divergerer.
k=1

Selv om implikasjonen ovenfor egentlig er innlysende, kan vi spandere pa oss et formelt
bevis. Fra definisjonen av partialsum far vi at

S,=S,,+a,.
Sa lar vin — o . Siden rekka konvergerer, er

limS, =1limS_ _,=S.

n—oo n—oo

Da blir
lims, =lim(S,,+a,)=1imS_, +lima, = S=S+lima, < lima, =0.
n—oo n—ow n—ow

n—ow n—o0 n—oo

Og det er jo nettopp definisjonen pa at tallfglgen konvergerer mot 0.

Det kan vare nyttig a sette opp setningen over pa denne formen:

Tallfglgen {a,} konvergerer ikke mot 0

U
Rekka iak divergerer.
k=1

| eksemplene ovenfor har vi klart a finne ut hva rekkene konvergerte mot. Men i de fleste
tilfellene ma vi begrense oss til & avgjgre om ei gitt rekke konvergerer eller divergerer, uten a
finne hva rekka eventuelt konvergerer mot. Vi har da en rekke konvergenstester til
disposisjon. Vi skal etter hvert se pa noen av disse. Men far du gar lgs pa disse testene, skal vi
ta en titt pa et par viktige rekker som vi ofte stater pa: aritmetiske rekker og geometriske
rekker. Spesielt de geometriske rekkene er viktige, bade i praktiske anvendelser og i teoretiske
analyser.

1.3. Aritmetiske og geometriske rekker.

1.3.1. Aritmetiske tallfglger og rekker.
Aritmetiske tallfglger karakteriseres ved at differensen mellom to etterfglgende ledd i
tallfglgen er konstant. Dette formuleres rekursivt slik:
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En tallfglge {a,} er en aritmetisk tallfalge

§ def.
a,,=a +d.

Starrelsen d kalles tallfalgens differens.

Hvis vi kaller fgrste ledd i tallfalgen for a,, kan vi sette opp:
a=a,+d
a,=a,+d=(a,+d)+d=a,+2d
a,=a,+d=(a,+2d)+d=a,+3d

Slik kan vi fortsette, og far generelt
a,=a,+n-d.

Vi ser at hvis d = 0 vil den aritmetiske tallfalgen divergere fordi leddene aldri kan ga mot
noen fast verdi.

Hvis m og n er to hele tall, blir
a,—a,=(a,+n-d)—(a,+m-d)=(n-m)d.

Setter vi m =1, far vi den sammenhengen som vanligvis finnes i formelsamlinger:
a,-a,=(n-1)d < a =a+(n-1)d.

Vi far en aritmetisk rekke nar vi summerer ledd i en aritmetisk tallfglge. Siden aritmetiske
tallfalger divergerer, vil ogsa de aritmetiske rekkene divergere.

Vi skal na finne en formel for den n’te partialsummen S_, og lar farste ledd vere a,.

Sy=a,+a,+a,+--+a,=a+(a+d)+(a+2d)+-+(a+(n-1)d).
Men vi kan ogsa starte summeringen bakfra i rekka:

S,=a,+a,,+a, ,+ - +a=a +(a-d)+(a,-2d)+--+(a,—(n-1)d).
Vi summerer na disse to uttrykkene for S . Da far vi:

2S, :(a1+(a1+d)+(a1+2d)+---+(a1+(n—1)d))
+(a, +(a,—d)+(a,—2d)+ - +(a,~(n-1)d))
=(a,+a,)+(a,+a,)+(a+a,)+--(a,+a,)=n-(a,+a,) < S,=%(a+a,)

Eksempel 1.3.1: | en aritmetisk tallfalge er sjuende ledd lik 12 mens femtende ledd er lik 32.
Finn ledd nr. 25.

Lgsning: Vi finner farst d ved a benytte at
a,-a,=(n-mjd < d:an—am:32—12:§:§.
n-m 15-7 8 2
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Da blir
a;—a;=(25-15)d < a,=a,+10d=32+10-3=57.

Eksempel 1.3.2: | en aritmetisk rekke vet du at summen av de 8 farste leddene er lik 20, mens
summen av de 12 fgrste leddene er lik 48. Hva er summen av de 20 farste leddene i denne
rekka?

Lesning: Det lureste er kanskje & sette inn uttrykket for a_ i formelen for S . Da far vi:
S;=%(a,+3,)=4(a +(a+(8-1)d)) < 20=8a+28d < 5=2a+7d
mens
S, =%(a+a,)=6(a,+(3+(12-1)d)) < 48=12a,+66d <« 8=23 +11d
Dette er to likninger med a, og d som ukjente. Trekker likningene fra hverandre, og far
3=4d < d=2.

Da blir
a,=4(5-7d)=4(5-7-3)= 4.
Na blir
8, =28, +(20-1)d =—3+19-3 =12
slik at

Sy =2(a,+a,)=10(-++1)=140.

8 -

Oppgave 1.3.1.

1.3.2. Geometriske tallfglger og rekker.
Geometriske tallfalger karakteriseres ved at forholdet mellom to etterfalgende ledd i
tallfglgen er konstant. Dette formuleres rekursivt slik:

En tallfglge {a,} er en geometrisk tallfglge
J def.

a
—1=-k < a,=k-a
a

n
n

Starrelsen k kalles tallfalgens kvotient.

Hvis vi kaller fgrste ledd i tallfalgen for a,, kan vi sette opp:
3 =k-a,
a,=k-a=k-(k-a,)=k*a,

a,=k-a,=k-(k’-a,)=k’-a,
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Slik kan vi fortsette, og far generelt
a,=k"-a,.
Vi ser at hvis —1< k <1 vil den geometriske tallfalgen konvergere mot 0.

Hvis m og n er to hele tall, blir

i:k -a(]:kn—m N a.nzkn—m_a

a, k"-a -’

Setter vi m =1, far vi den sammenhengen som vanligvis finnes i formelsamlinger:
a,=k""-3

Vi far en geometrisk rekke nar vi summerer ledd i en geometrisk tallfalge. Vi skal na finne en
formel for den n’te partialsummen S, :

S,=a,+a,+a,+--+a,=a +k-a +k*-a +--+k""-a.
Vi multipliserer dette uttrykket med k:

k-S, =k-a +k*a+k*a+--+k"-a,.
Vi trekker na disse to uttrykkene fra hverandre. Da star vi kun igjen med

k-S, =S, =(k-a,+k-a+k*-a++k"-a)—(a+k-a+k’ -3+ +k""a)

=K' -a =a(k"-1)
Da blir
k" -1

(k-1)s,=(k"-1)a, < S =87

Vi ser at dersom —1<k <1, blir limk" =0. Da vil den geometriske rekka konvergerer mot
0-1 @&
ATk
Disse resultatene er sapass viktige at vi rammer dem inn:

Summen av de n fgrste leddene i ei geometrisk rekke er

Sn:al+k-al+k2.ai+...+kn—lalzalkk —j_'

Nar n — oo Vil rekka konvergere dersom —1<k <1. Da er summen

S=al+k.al+k2.al+...:ial.ki_1=i.
= 1-k

Eksempel 1.3.3: | ei geometrisk rekke er tredje ledd lik 24 mens femte ledd er lik % . Vis at
rekka konvergerer, og finn summen som den uendelige rekka konvergerer mot.

Lasning: Vi har at

a=k"%a, o Z=k*24 o K=2=% o k=t2.

Viserat —1<k <1 slik at rekka konvergerer for begge verdiene av k.
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Finner a, ved & benytte at

a3=k3_1a'l P a‘l:&zz 242=%

=)

Vi far na to lgsninger:
Dersom k = +2, blir

5= _ % _167.

1-k 1-2 =

Dersom k = -2, blir
a, 54 162

k1) 5

Eksempel 1.3.4: Ei geometrisk rekke er gitt ved at fgrste ledd er a, = x og kvotienten er
k =-2x.

a) Skriv ut de farste leddene i rekka.

b) Sett opp en formel for det n’te leddet i rekka.

c) For hvilke verdier av x konvergerer rekka?

d) Finn summen av rekka nar den konvergerer.

Lasning:
a) De farste leddene i rekka blir
X, — 2X%, 4x3, —=8x*, ---.
b) an — knfl . a1 _ (_Zx)n—l X = (_z)n—l Xn
(som kan omformes til mange andre former).

c) Rekka konvergerer nar

-1<k<l & -1<-2x<1 & S>x>4% & —3<X<

N~
N[

d) Nar rekka konvergerer, er summen
a X X
1-k 1-(-2x) 1+2x

Geometriske rekker dukker opp i mange sammenhenger. De danner for eksempel grunnlaget
for beregning av annuitetslan.

Oppgave 1.3.2.

1.4. Noen konvergenstester.

1.4.1. Generelle merknader.

Det er ganske vanlig at vi ma ngye oss med a avgjare om ei rekke konvergerer, uten a finne
hva rekka eventuelt konvergerer mot. Vi har da til disposisjon en rekke konvergenstester. Vi
skal na se pa de viktigste av disse.
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Far du i det hele tatt benytter en konvergenstest, ber du forvisse deg om at !im a, =0.

Dersom denne grenseverdien ikke er lik null, eller grenseverdien ikke eksisterer, kan du veere
sikker pa at rekka divergerer.

Nar du na skal lzere deg disse konvergenstestene, ma du merke deg hvilke krav som ma veere
oppfylt for at testen skal kunne anvendes. Men ver klar over at det spiller ingen rolle om
kravene ikke er oppfylt for de farste leddene av rekka. Vi kan da skille ut disse farste leddene
i en egen endelig rekke, som alltid har en endelig sum. Deretter gar vi lgs pa de resterende
leddene som oppfyller kravene, som da vil utgjare en uendelig rekke. Vi sier gjerne at vi kun
er interessert i ”halen” til rekka. Dette innebarer at formuleringer av typen ”... for alle hele
tall k >1...” kan oppfattes som ”... det eksisterer et endelig tall N slik at kravene er oppfylt
for alle hele tall k >N ...”.

1.4.2. Integraltesten.
Dette er en konvergenstest som gjelder i dette spesielle tilfellet:

La {a,} vaere en monotont avtakende tallfalge som konvergerer mot

null, der alle leddene er positive.
La f(x) vere en funksjon som er kontinuerlig og avtakende for x >1,

ogsomerslikat f(n)=a,.
Da gjelder:

wa(x)dx konvergerer < iak konvergerer
k=1

Ilwf(x)dx divergerer < iak divergerer
k=1

Bevis:

60 Vi skal farst bruke figuren til venstre til & vise at:
X

T iak konvergerer = J‘lwf(x)dx konvergerer.
k=1

Figuren framstiller grafen til en funksjon f (x) som er

E=h positiv, kontinuerlig og avtakende nar x >1, og som er slik
T3 at f(n)=a,.Du ser sikkert at arealet av sgylen lengst til
2 venstre er a, -1=a,, 0g generelt at arealet av sgyle nr. n er

0 123 456 T a-l=a.
Dessuten ser du at samlet areal av alle sgylene er stgrre enn arealet under grafen, slik at
a1+a2+a3+---zj'lwf(x)dx20 e Da 2me(x)dx20.

k=1

Siden rekka Zak etter forutsetningene skal konvergere, ma integralet eksistere.
k=1
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» Sa bruker vi figuren til venstre til & vise at:

f(x " o

+ L f (x)dx konvergerer = >'a, konvergerer.
k=1

Av figuren ser du at arealet av sgylen lengst til venstre er
a,-1=a,, og generelt at arealet av sgyle nr. n er

-1=a,_,. Dessuten ser du at arealet under grafen er
a; starre enn summen av arealene av alle sgylene, slik at

.[lwf(x)dxza2+a3+a4+---20

n+1

Hi—
n

Sa legger vi til a, pa begge sider av ulikheten:

0 1 2 3 45

J'lwf( Jdx+a,>a, +a,+a,+a,+->0 < _[ X)dx +a, Zw;
f(x)

Men etter forutsetningene skal I dx konvergere. Da ma ogsa _[ dx +a, eksistere.

Siden Zak ligger mellom denne verdien og 0, ma Zak eksistere slik at rekka konvergerer.
k=1 k=1

Siste del av setningen kan bevises pa tilsvarende mate. Men det er enklere a ta negasjonene av
de to bevisene vi allerede har gjennomfﬂrt. Hvis vi tar negasjonen av implikasjonen

Zak konvergerer — J‘ dx konvergerer
férw

Zak divergerer <« J' x)dx divergerer.

Og tar vi negasjonen av implikasjonen
J':Of(x)dx konvergerer — gak konvergerer.
far vi 7
I:O f (x)dx divergerer <« Zak divergerer.
Til sammen har vi na bevist hele setn_ingen.

Vi skal na bruke denne testen til & undersgke konvergensen til to spesielle rekker. Resultatene
er viktige, og vil bli mye brukt senere.

Eksempel 1.4.1: Den harmoniske rekka er gitt ved

2,1 1 1 1
D o=+ s+
=k 2 3 4

Undersgk om denne rekka konvergerer.

Lgsning: Vi merker oss farst at leddene i rekka bli stadig mindre og konvergerer mot 0. For &
kunne bruke integraltesten, danner vi funksjonen
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som er kontinuerlig og avtakende nar x >1. Videre er

[ f(x)dx =jl°°%dx=[|n x]” =limInx—In1=limInx.

X—00 X—>00

Men denne grensen eksisterer ikke. Altsa divergerer Lwldx. Da divergerer ogsa rekka
X

=1 1 1
Z——1+ ot
k 3 4

k=1

Eksempel 1.4.2: Undersgk om rekka

21 1 1 1

P A LY L

=k 2° 3 4
konvergerer.

Lgsning: Vi merker oss farst at leddene i rekka blir stadig mindre og konvergerer mot 0. For &
kunne bruke integraltesten, danner vi funksjonen

som er kontinuerlig og avtakende nar x >1. Videre er

) w1 11" .1
J.l f(x)dx:j1 Fdx:[—ﬂl =_lm7_(_1):_0+1:l'

o ®© 1 o o
Altsa konvergerer '[ . — dx. Da ma ogsa
X

=1 1 1 1
F 1+ 22 32 42
k=1
konvergere (men vi vet ikke hva rekka konvergerer mot).

Begge disse eksemplene er spesialtilfeller av setningen nedenfor, som du kan bevise selv:

Rekka y i kalles p-rekka.

ik’

Denne rekka konvergerer dersom p >1, og divergerer dersom p <1.

Oppgave 1.4.1, Oppgave 1.4.2.
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1.4.3. Sammenlikningstesten og grensesammenlikningstesten.

Det er ofte mulig & undersgke om ei rekke konvergerer ved a sammenlikne rekka med ei
rekke som du kjenner konvergensegenskapene til. Da benytter du denne setningen, som kalles
sammenlikningstesten:

La {a,} og {b,} vere to tallfglger, der a, >b, >0 foralle n>1.
Da gjelder:

Zak konvergerer = Zbk konvergerer.
k=1 k=1

D b, divergerer = >"a, divergerer.
k=1 k=1

Setningen er egentlig intuitivt innlysende. Den farste implikasjonen sier jo at dersom rekka
med de sterste leddene konvergerer, ma ogsa rekka med de minste leddene konvergere. Og
den siste implikasjonen sier at dersom rekka med de minste leddene divergerer, ma ogsa rekka
med de starste leddene divergere.

Vi spanderer likevel pa oss et formelt bevis av den farste setningen. Den andre setningen er
bare negasjonen av den farste. Beviset baserer seg pa en setning om tallfalger:

For en monoton tallfglge gjelder at:
Tallfglgen er konvergent

g

Tallfglgen er begrenset

0 n
La S, veere den n’te partialsummen til > b, , d.v.s.at S, => b, .
oL =

Siden b, >0 er tallfglgen {S } monotont voksende. Men {S } er ogsa begrenset fordi

S,=>b<>a<da,.
k=1 k=1 k=1
Den forste ulikheten folger av at b, <a, for alle k >1, og den siste ulikheten fglger av at

n 0
tallfalgen Zak er voksende fordi a, > 0. Men siden rekka Zak konvergerer, ma S, vere
k=1 k=1
begrenset. Og setningen over sier at en tallfalge som er monotont voksende og begrenset ma

konvergere. Altsa konvergerer rekka Zbk .
k=1

Nar vi bruker denne testen, sammenlikner vi ofte med ei passende p-rekke. Dersom bade

teller og nevner er polynomer, lar vi p veere lik forskjellen i grad mellom nevner- og teller-
polynomene. Eksemplene nedenfor viser teknikken:
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Eksempel 1.4.3: Undersgk om rekka
> 1

= 2k-1
konvergerer eller divergerer.

Lasning: Vi ser at nevneren er et farstegradspolynom i k, mens telleren er konstant. Det er

0

derfor neerliggende & sammenlikne med ei p-rekke av samme type, d.v.s. p-rekka Zl
k=1

Denne rekka divergerer, og det er derfor narliggende a gjette pa at ogsa rekka ﬁ

k=1 -

o0

divergerer. Vi ma da pévise at leddene i rekka "
k=1

er starre enn tilsvarende ledd i rekka

Z% Men dersom vi skriver ut noen ledd i hver av rekkene, ser vi at det ikke er tilfelle:
k=

12k-1 1

=1 1 1 1 1
P e e R
=k 1 2 3 4

1l o1 11,11,

2 =k =2k 2 4 6 8
Leddene i denne rekka ser ut til & veere mindre enn de tilsvarende leddene i rekka ﬁ
k=1 -

Men vi ma vise at det gjelder generelt. Det gjares slik:
1 1 2k—(2k-1) 1

_— = = >0 nar k>1
2k -1 2k (2k—1)-2k (2k—1)-2k
slik at L >i foralle k >1.
2k -1 2k
o 1 ) 2 1
Dama Y —— divergere fordi » — divergerer.
Z;Zk—l J — 2k g

Eksempel 1.4.4: Undersgk om rekka
i 1
T k(2k+1)

konvergerer eller divergerer.

Lasning: Vi ser at nevneren er et andregradspolynom i k mens telleren er en konstant. Da er
det naerliggende & sammenlikne med rekka

= 1
2i

k=1
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som vi vet konvergerer. Vi skriver ut noen av de fgrste leddene i hver av rekkene, og far
1 1 N 1 1

) ) 2 1 ) ) )
Vi ser at de tre fagrste leddene i rekka ZTl) er mindre enn de tilsvarende leddene i

o k(2k +
rekka iz Men vi ma vise at det gjelder generelt:
kK
k?—k(2k +1 2_2k%— —k? - Kk —
11 ( +)=k 2k* -k _ —k*-k k-1 <0 nAr k>1

k(2k+1) k* k(2k+1)-k*  Kk*(2k+1) Kk°(2k+1) Kk*(2k+1)

slik at #<i2 foralle k >1.

k(2k +1)

g 1 > 1
Dama » ———— konvergere fordi » — konvergerer.
2ok ° G °

Eksemplene over viser at det kan veare plundrete bade a finne rett rekke & sammenlikne med,
0g a vise at leddene i den ene rekka er stgrre enn leddene i den andre rekka. Vi skal derfor
utvikle sammenlikningstesten til en annen form som ofte kan vere gunstigere i bruk, og som
ogsa er mer generell enn sammenlikningstesten. Denne nye formen kalles grense-
sammenlikningstesten:

La Zak 0g Zbk veere to rekker som begge har bare positive ledd.
k=1 k=1

Dersom

a
L=lim—=*

k— bk

eksisterer og er forskjellig fra 0, sa vil enten begge rekkene
konvergere, eller begge rekkene vil divergere.

Bevis: Dersom betingelsene i setningen er oppfylt, vil det alltid veere mulig a finne to positive
tall m og M slik at nar k er stor nok er

0<m<%<M < 0<m-b <a <M-b,.
k

Anta forst at Z a, konvergerer. Siden m-b, <a,, far vi at
k=ky

Zmb<2ak & mZb <Zak & Zb L Zak

K=kq K=k, K=k, K=kq K=kq m =,
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Men siden Zak konvergerer, ma ogsa Zbk konvergere.
k=1 k=1

Antasdat > a, divergerer. Siden a, <M -b,, fér vi at
k=1

Zak<ZM b Zak<M Zb & Zb >— Zak

k=k, k=k, k=k, k=kg k=kg k=kg

Men siden Zak divergerer, ma ogsa Zb divergere.

= k=1

Resten av setnlngen falger ved a invertere disse to implikasjonene.

| Eksempel 1.4.3. 0og 1.4.4 sa vi at det kan veere plundrete a bruke sammenlikningstesten. Vi
skal na se pa de samme rekkene pa nytt, men na med grensesammenlikningstesten.

Eksempel 1.4.5: Undersgk konvergensen til de to rekkene:
) St
= 2k-1
z 1
b - -
) kZ::‘ k(2k +1)

Lasning:
a) Siden telleren er konstant mens nevneren er et farstegradspolynom i k, er det naturlig a

. =1 . .
sammenlikne med ZE som vi vet divergerer:

L=Ilim 2;-1 gf%g_:;}ljg i __JE___

koo L (2k-1)k k>=2k-1
Grenseverdien eksisterer og er forskjelllg fra null.

3 1

kamz_%

\l—- |x\|—\

N -

Altsa ma Zﬁ divergere fordi % divergerer.
- k=1

b) Siden telleren er konstant mens nevneren er et andregradspolynom i k, er det naturlig a

. =1 .
sammenlikne med Zpsom vi vet konvergerer:
k=1

. k2t+1 k2(2k +1) . k

lim A2 =lim——
koo 2 k3(2k+1) ko=2k+1
Grenseverdien eksisterer og er forskjelllg fra null.

1
im =,
lH°°2+% 2

\H |7-\H

1 i 0
Altsa ma Z— konvergere fordi iz konvergerer.

‘Zn(2n+1) ~n

Oppgave 1.4.3.
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1.4.4. Alternerende rekker.
Vi kommer ofte bort i rekker der annethvert ledd er positivt og annethvert ledd er negativt.
Slike rekker kalles alternerende, og defineres formelt slik:

Ei rekke der leddene er vekselvis positive og negative, kalles alternerende.

Slike rekker kan skrives pa formen

0

> (1) a, eller >'(~1)“a, der a, >0 foralle k e N,
k=1 k=1
avhengig av om farste ledd er negativt eller positivt.

Merk at definisjonen er slik at a, alltid er positiv. Det alternerende fortegnet ligger i faktoren
(-1)" eller (-1)".

Eksempel 1.4.6: Rekka

= (-1 11 1 1
Z—z———+———+
—~ k 1 2 3 4

kalles den alternerende harmoniske rekka.

Vi har en ganske enkel konvergenstest for alternerende rekker:

Dersom leddene i ei alternerende rekke er slik at a, > a,,, >0 og
lima, =0, sa vil rekka konvergere.
—0

Beviset er ganske morsomt. Vi skal farst anta at farste ledd er positivt, og skal se pa
partialsummen av et jamt antall ledd:

n
Sn :Z(_l)k+lak :al_a2+a3_a4+a5_a6+ +an—l+an
k=1
der n er et jamt tall. Denne summen kan vi splitte opp med parenteser pa to mater:

So=(a—a,)+(a,—a,)+(a —a;)++(a,,—a,) (1)
:ai_(az_as)_(a4_a5)_"'(an—z_an—1)_an (2)
Men siden a, , > a, >0, er alle differansene inni parentesene positive. Da viser (1) at S, er
ledd i en monotont voksende tallfglge. Men (2) viser at denne tallfglgen er opptil begrenset.

Altsé er {S,} en konvergent tallfglge, og rekka Z(—l)k+l a, konvergerer.

k=1
Dersom n er et oddetall, kan vi fare et tilsvarende resonnement der vi viser at S, er ledd i en

tallfalge som er monotont avtakende og nedtil begrenset. Ogsa da ma rekka Z(—l)k+1 a,

k=1
konvergere.
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Eksempel 1.4.7: Vis at den alternerende harmoniske rekka konvergerer.

Lasning: Den alternerende harmoniske rekka er

Z(—1)“1_1 111

~ K 1 2 3 4

1 . . ..
dvs.at a, = PR Vi ma na vise at kravene for konvergens er oppfylt.
Vi ser direkte at
. .1
lima, =lim—=0.
k—o0 k—

Videre er

ak+1_akzi_£:k_(k+l)= -1 <0 foralle k>1
k+1 k  k(k+1) k(k+1)

slik at
a,,,<a, foralle k>1.

Og da er begge kravene for konvergens oppfylt.

Oppgave 1.4.4.

| praktisk arbeid kan det veere vanskelig a finne summen av ei konvergent rekke, d.v.s. finne
hva den uendelige rekka konvergerer mot. Vi kan da vare fristet til & summere bare de n
forste leddene, og hape at feilen vi gjar ikke er for stor. For alternerende rekker har vi en
enkel test pa hvor stor feilen da blir:

La S veere summen av en konvergent alternerende rekke.
La S, veere den n’te partialsummen til rekka.
Daer

S —S,| <ay.;

Litt enklere (og mindre presist) formulert: Feilen vi gjar ved & kutte rekka etter n ledd, er
mindre enn absoluttverdien av det farste leddet vi kutter.

Setningen kan bevises med et tilsvarende resonnement som beviset for konvergens.

Eksempel 1.4.8: Finn et tilneermet uttrykk for summen av rekka

$ (Y
=S
med usikkerhet pa mindre enn 0.01.
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Lasning: Vi ser at dette er en alternerende rekke som tilfredsstiller kravene for konvergens. At
usikkerheten skal vaere mindre enn 0.01, betyr at farste ledd som kuttes ut ma veere slik at

%3001 < k2100 < k=>10.
Vi summerer derfor de 9 farste leddene, og far
k
Z ~Z = 1 i 1+i_i+i_i+i_i —0.83.
k=1 k=1 1 4 9 16 25 36 49 64 81 =—

Oppgave 1.4.5.

| mer videregaende studier av rekker har vi bruk for begrepene absolutt konvergens og
betinget konvergens. Disse begrepene defineres slik:

Ei rekke Za konvergerer absolutt dersom Z|a | konvergerer.
n=1

Ei rekke Za konvergerer betinget dersom Za konvergerer, mens Z|a | divergerer.
n=1 n=1

Vi kan blant annet vise at:

Dersom ei rekke konvergerer absolutt, vil den ogsa konvergere.

Eksempel 1.4.9: Undersgk om rekkene

OO _1 k+1
a) zl (den alternerende harmoniske rekka)
o K

b)z)

konvergerer betinget eller absolultt.

Lgsning: Vi vet at begge rekkene konvergerer. Vi ma na undersgke om de rekkene som
framkommer nér vi summerer absoluttverdiene av leddene, ogsa konvergerer:

3) Z|ak| = , som er den harmoniske rekka. Vi vet at den divergerer.

k+l

Altsa vil Z _ konvergere betinget.
k=1
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o0

b) Z|an| :Zi som vi vet konvergerer fordi det er en p-rekke med p=2.
k=1 k=1

2

. _1 k+1
Da ma z( kz konvergere absolutt.
il

0

k

Absolutt konvergente rekker har noen gunstige egenskaper som betinget konvergente rekker
ikke har. Vi kan bl.a. stokke om rekkefglgen pa leddene i en absolutt konvergent rekke uten at
summen av rekka endres. Men dersom vi stokker om leddene i en betinget konvergent rekke,
kan vi risikere at summen endres.

Som eksempel kan vi fa summen av leddene i den alternerende harmoniske rekka til a bli hva
som helst ved & summere i en bestemt rekkefglge. Vi kan for eksempel fa summen til &
konvergere mot 20 ved at vi fgrst summerer bare positive ledd inntil summen er blitt starre

enn 20. Dette kan vi klare fordi Z% divergerer. Deretter legger vi til negative ledd til

k=1
summen er under 20. Sa legger vi til positive ledd til summen er over 20, og slik fortsetter vi.
Pa den maten vil summen konvergere mot 20. Eller vi kan fa summen til & ga mot et hvilket
som helst annet tall ved & benytte en tilsvarende prosedyre rundt dette tallet.

Moralen er at vi ma vaere sveert forsiktig med & manipulere med rekkefglgen av ledd i en
betinget konvergent rekke. Men dersom rekka konvergerer absolutt, trenger vi ikke & vere
like forsiktige. Det skal vi dra nytte av etter hvert.

1.4.5. Forholdstesten.

Nar du bruker sammenliknings- eller grensesammenlikningstesten, sammenlikner du ledd i en
rekke med ledd i en annen rekke. Forholdstesten som vi na skal se pa, sammenlikner to ledd
som falger etter hverandre i samme rekke. Vi trenger altsa ikke a benytte kunnskaper om
andre rekker.

La Zak veere ei rekke der alle leddene er forskjellig fra null.
k=1

Beregn forholdet

A
a'k

Dersom L <1, konvergerer rekka absolutt.

Dersom L >1 eller L ikke eksisterer, divergerer rekka.

Dersom L =1, gir ikke denne testen noen avgjgrelse.

L=Ilim

k—o0
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Bevis:
ey
A . |a

. a Anta farst at 0 < Lz!lmﬂ <1.

+ 5 —=l a,

° 5 - Dette betyr at nar k er stor nok, ma det
r 0 o finnes et tall rder L <r <1, og som er
L © 0 0 0 a g a
slik at |2 <r.
> a,

1 2 3 4 5 6 i . !
0 > Sefiguren til venstre.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 k

Vi skal nd begynne summeringen nar betingelsen over er oppfylt. Summen av et endelig antall
ledd for lavere verdier av k vil alltid vere et endelig tall. Nar betingelsen er oppfylt, har vi at
|a,..|<r-|a,|. Men vi vet at for ei geometrisk rekke er |a, | =r-|a,|. Slike geometriske

rekker konvergerer nar r <1. Av sammenlikningstesten fér vi at rekker der |a, | <r-|a,|
ogsa ma konvergere nar r <1. Dermed har vi vist farste del av setningen.

Dersom L >1, m& det eksistere en N slik at

ak +1

>1 < |a.>]a] ndrk>=N.
ak

Da er tallfglgen {|an|} voksende. Og en voksende folge av positive ledd kan umulig

konvergere mot null. Altsa divergerer Zak :

k=1
Legg merke til at setningen ikke gir noen avgjgrelse dersom L =1. Da ma vi bruke andre
kriterier. Forholdstesten er saledes noksa "grovmasket", men er sveert nyttig nar det kan
brukes.

Eksempel 1.4.10: Undersgk konvergensen for rekkene

=z k
a) —
23
© Kkl
b) k—k
k1 2
Lasning:
k+1
okl 3k 1 1
a) lim|[2t| = |im3 -3k = i S e L
kK —o0 ak | kK —o0 £ 3 <A k —o0 3k % k—o0 3 §
3k
Da konvergerer rekka absolutt.
(k+1)!
kr 2K k+1)! kh(k+1
) it = 2 2 i (KRN KGR
k—o0 a‘k | k—o0 E 2 i k—o0 2k! k —o0 2k| k—o0 2
2k

Men denne grenseverdien eksisterer ikke. Da divergerer rekka.
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Oppgave 1.4.6.

1.4.6. Rottesten.
Vi avslutter med en konvergenstest som er beslektet med forholdstesten:

Vi har gitt rekka »_a, . Beregn
k=1

L=lim¥/a.

k—o0
Dersom L <1, konvergerer rekka absolutt.
Dersom L >1 eller L ikke eksisterer, divergerer rekka.
Dersom L =1, gir ikke denne testen noen avgjgrelse.

Beviset fglger samme tankegang som beviset for forholdstesten. Dersom L <1, ma det
eksistere et tall r der L <r <1 som er slik at

Ka | <r
nér k er over en viss grense. Da er ogsé [a,| < r*. Men dersom |a,| = r*fér vi ledd i en
geometrisk tallfglge. Vi vet at den tilhgrende geometriske rekka konvergerer nar r <1. Ved a

bruke sammenlikningstesten ser vi at ogsa rekka Zak der L= Eim 1k/|ak| <1 ma konvergere.
k=1 —>00

Dersom L >1, mé ogsé |a,|>1 nér k er stor nok. Da kan rekka umulig konvergere.
Merk at heller ikke her kan testen gi noen avgjarelse dersom L =1.

Nar vi bruker rottesten, raker vi noen ganger bort i uttrykk av typen lim Un . Vi skal nd vise at
n—oo
denne grenseverdien gar mot 1. Det gjer vi slik:
y=4n =n" o Iny=|n(n%):%lnn.
Ved & bruke L'Hopitals regel, far vi at

1
Iim(ln—xj _ |im(ij=9=o.
X—>00 X X—>00 1 1

Da ma ogsa
Iny=%Inn—0 ndr n— o,
slik at
y=Un—>e’=1ndr n—oo.
Eksempel 1.4.11: Bruk rottesten til & undersgke konvergensen til disse rekkene:
3Lk (samme oppgave som eksempel 1.4.10a)

k-e™X

a)i
b)i
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Lasning:
)  Afa =t 3ﬁk =ik 4B =4k (3) =4k -3,
Da blir
i =¥ 57 =4 1= <

slik at rekka konvergerer absolutt.

b)  ¥fa =Yk-e* — k() =¥k et
Da blir
lim\k/k-e’k :EimW-e’lzl-e’lze’%l

slik at rekka konvergerer absolutt.

Oppgave 1.4.7.
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2. Potensrekker.

2.1. Innledning.

Potensrekker er et av de mest spennende feltene av matematikken, fullt av overraskelser.
Etter hvert skal vi blant annet vise at

e =1+ x+5X2+LC+4x" +- EZ%xk
k=0
CoSX=1—Lx? 4Lyt — Ly .. =Y o
- 21 41 6! = (2K)!
k=0
SinX=X—lX3+lX5_LX7+,,,=i (-1 X2k+l
B 8! 5! 7! _k 0(2k+l)!

La du merke til at jeg brukte identitetstegnet = istedenfor det vanlige likhetstegnet = i
uttrykkene ovenfor? Vanligvis bruker vi bare =, men her benyttet jeg = for & understreke at
den uendelige rekka er identisk med funksjonen for alle verdier av x, pa samme mate som

(x +1)2 er identisk med x*+2x+1, d.v.s. at de to uttrykkene kan benyttes om hverandre etter
behov.

Synes du det virker merkelig at en funksjon som f (x) =e* kan erstattes av et polynom i x,
selv om dette polynomet far uendelig mange ledd? Se pa figurene nedenfor:

Ay

+— o
X X

oL ol
3 5

Tykk strek: e*.  Tynn strek: Z% Tykk strek: e*.  Tynn strek: Z% xK
k=0 k=0

Til venstre er grafen til f (x) =e* tegnet sammen med summen av de fire forste leddene i
rekka for . Du ser at grafene er temmelig like nar x ligger mellom —1 og 1. Til hagyre er
grafen til f (x)=e* tegnet sammen med summen av de sju farste leddene i rekka for *. Da

faller grafene sammen helt til de begynner a sprike naer x = -2 . Det virker kanskje ikke sa
urimelig at funksjonene blir like nar vi tar med uendelig mange ledd i rekka.

Men hva er hensikten med a erstatte greie funksjoner som e*, cosx eller sinx med uendelige
rekker? Et forelgpig svar kan vere at slike rekker viser seg & vere gunstig i de utroligste
situasjonene. Eksemplene nedenfor viser to slike situasjoner.
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Eksempel 2.1.1: Finn en tilneermet verdi for det bestemte integralet

11— cos X
[[2250% gy
0 X

Lasning: Det er ikke mulig a lgse det tilhgrende ubestemte integralet. Vi ma derfor ngye oss
med tilnermingsverdi for det bestemte integralet. Simpsons metode kan selvsagt brukes, men
vi har en mye bedre metode til disposisjon. Vi bruker rekka for cosx, og far:

2 4 6 8
]__Cosx_l—(l—%x +%X —éX +$X —)

x? x?
il 2 1 4 16 18
IXE =L+ =4+
_ 2! 4! 6! 8! _ 1 12 1 4 1,6
= 2 S wX T X X e
X
Da blir
11— coS X 1
j dx—j(, LxP+Ext-Ix°+ - )dx
0 X (OB

G- Ll fa ] Lo

_l_L =1 a0
T2 * %00 3600 282240 e

Du innser sikker at tallrekka i svaret ovenfor er en alternerende rekke der absoluttverdien av
leddene konvergerer mot null. Da vet vi at feilen vi gjer ved a kutte rekka, er mindre enn
absoluttverdien av det farste leddet vi utelater. Det vil si at dersom vi tar med bare de tre
farste leddene i rekka, far vi at
j 11-COSX 0 1 1. 1
0 X2 2 72 3600

med en ngyaktighet som er bedre enn

~ 0.486389
~ 0.000004 .

282 240

Oppgave 2.1.1.

Nar du jobber med komplekse tall, har du ofte bruk for identiteten
e* =cosx+i-sinx.
Hittil har vi bare sagt at "slik er det”. N4 er det pa tide a vise at identiteten virkelig stemmer.

Eksempel 2.1.2: Vis at identiteten
e =cos X +i-sinx
stemmer.

Lﬂsning' Vi erstatter x med ix i rekka for e*, bruker likhetstegn istedenfor =, og far
M=1+ix+1 (|x) +%(iX)3 +%(ix)4 +%(iX)5 +é(iX)6 +%(iX)7 + o
: & 4 H 5 6 H 7
=1+i-x—2x* =2+ Ex +&i - =i x"+ -
=(1-5x +2x = 3xC ) +i(x =2 X0+ 40 =4 X+ --1)
=COSX+1i-Sinx
Merk at omstokkingen av leddene strengt tatt forutsetter at rekka konvergerer absolutt.
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Ved naermere ettertanke har du faktisk veert borti situasjoner der en funksjon av x er lik en
uendelig rekke tidligere. Du har jo sett rekka

L+ X+ X243 4= ) X6
k=1

Dette er ei geometrisk rekke der fgrste ledd er a, =1 og kvotienten er k = x . Du vet at slike
rekker konvergerer nar |k| <1,d.v.s. ndr —1< x <1. Da er summen

a 1
S(X)=—=—.
( ) 1-k 1-x
Med andre ord,

l o0
1—:1+x+x2+x3+---:2x" forutsatt at —1< x <1.
k=1

Na haper jeg at du sitter igjen med mange gode sparsmal, for eksempel:
e Hvordan har vi kommet fram til rekkene for e*, cosx og sinx?
e Hvordan kan vi vite at rekkene for e*, cosx og sinx konvergerer for alle verdier av

X, mens rekka for % bare konvergerer for -1< x <1?

e Kan vi finne tilsvarende rekker for andre funksjoner? I sa fall, hvordan kan vi avgjare
konvergensen av slike rekker?
e Hva kan vi bruke slike rekker til?
Noen svar pa slike spagrsmal finner du i resten av dette kapitlet om potensrekker.

2.2. Definisjoner.

La oss starte helt fra grunnen av. Vi skal studere rekker der leddene inneholder en fri variabel
X. Vi skal konsentrere oss om potensrekker, som er rekker som inneholder x i stadig hayere
potens. | sin enkleste form ser disse rekkene lik ut:

Ei rekke av formen

ickxk
k=0

kalles ei potensrekke i x.

: . 1 .
Du ser sikkert at rekkene for ¢, cosx, sinx og T x er slike potensrekker.

Men vi far ofte bruk for en mer generell form:

Ei rekke av formen

kZ:;ck(x—a)k

kalles ei potensrekke i (x — a).
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Vi skal nd se pa noen egenskaper ved slike rekker. Deretter skal vi vise hvordan vi kan finne

rekkene for e*, cosx, sinx og andre funksjoner av x, og vi skal se mer pa hva slike rekker
kan brukes til.

2.3. Konvergens av potensrekker.

Potensrekkene skiller seg fra de rekkene vi har sett pa hittil ved at de inneholder en fri
variabel x. Vi ma da forvente at konvergensegenskapene avhenger av verdien av denne
variabelen.

Etter hvert som du jobber med potensrekker, vil du innse at slike rekker har de konvergens-
egenskapene som er angitt i ramma nedenfor:

Ei potensrekke ch (x - a)k har en og kun en av disse egenskapene:
k=0

1. Rekka konvergerer kun for x=a.
2. Rekka konvergerer absolutt for alle verdier av x.

3. Detfinsetintervall | =(a—p, a+ p) som er slik at rekka
konvergerer absolutt nar xe I .

Det er ogsa mulig at rekka konvergerer i ett eller begge
endepunktene av I.

Starrelsen p kalles rekkas konvergensradius, og | (eventuelt med tillegg av endepunkter der
rekka konvergerer) kalles rekkas konvergensomrade eller konvergensintervall.

Jeg vil sterkt anbefale at du gar gjennom beviset nedenfor, blant annet fordi beviset skisserer
opp hvordan vi gar fram nar vi undersgker konvergensen for slike rekker

Vi starter med forholdstesten, og beregner starrelsen

G- e (x-a)
¢, (x—a)" | o G

Ck +1

Cx

Bl im

=lim
a‘k | k —>o0

k—o0

L=1Iim

k—o

|x—a.

Na husker du sikkert at rekka konvergerer absolutt nar L <1. Vi ma da skille mellom disse tre
situasjonene:

G
Ck
alle leddene i rekka lik 0.

1. Dersom i!im ikke eksisterer, konvergerer rekka kun nar x =a slikat L=0. Daer

—>0

Ck +1

Ck
alle verdier av x.

2. Dersom i!im

—>0

=0, er L=0 for alle verdier av x. Rekka konvergerer da absolutt for
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Ck+1

Cy

3. Dersom lim

k—

eksisterer og er forskjellig fra 0, konvergerer rekka absolutt nar

lim | S |x—a|<1.
k— Ck

Vi innfgrer na konvergensradien o ved a sette

k—o Ck ,0
Da konvergerer rekka absolutt nar

Llx-a<l & |x-a<p & -p<x-a<p & a-p<x<a+p,

Nar vi undersgker konvergens med forholdstesten, kan vi fa stygge brudne brgker. Dersom du
ikke liker & regne med brudne brgker, kan du gange med den omvendte brgken istedenfor a
dele pa en brgk. Jeg har benyttet denne framgangsmaten i mange av eksemplene nedenfor.

| et par av eksemplene kommer du ut for fakultetsuttrykk. Husk da at (n+1)!=n!(n+1), og
at 0'=1.

Eksempel 2.3.1: Undersgk konvergensen til disse rekkene:

o k
a) 2—xk
k=0 k!
b) Y k:(x-2)
k=1
o 2k K
c) > —(x-1)
ka1 K
Lasning:
a) Bruker forholdstesten, og beregner starrelsen
2k+1 Xk+1
_|a, _|(k+1)! ZARS G '{. 2x-k! 2
L =lim|== = lim|-—————/ = | = lim|———| = lim|——x].
k—o0 ak k—o0 27 k—o0 (k +1)| 2% x k—o0 kl(k +1) k—olk +1
k!

Men 2 — 0 nar k — oo Altsd er L <1 for alle verdier av x, og rekka konvergerer

absolutt for alle verdier av x.

b) Bruker forholdstesten, og beregner starrelsen
I(x—2)" L Ax—
(k+1)!(x 2k) _lim kt(k+1)-(x 2)|=Iim|(k+1)-(x—2)|.
kb(x—2) | - k! | ko

Viserat L — oo nar k — oo . Altsa konvergerer rekka kun nar x =2 (da er alle leddene
lik null) og divergerer for alle andre verdier av x.

&l im
a'k k>

L =Iim

k— o0

c) Bruker forholdstesten, og beregner starrelsen
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2k+l k+1
Z(X_l) K+1 k+1 2
L = lim |1 = fim (k;%) =Eim|2 s . k|
a, P(X_l)k (k+1) 2" (x-1)
2K? kK Y 1Y
~1im2X_ (x—1) :2-Iim(—) x=1=2-lim[ = | x=1)=2.1.}x~
k—oo (k +1) koo| k +1 k—o 1+%

Rekka konvergerer nar
L<l & 2 x-1<1 & [x-1<i & -i<x-1<} < 1<x<i.

Til slutt ma vi undersgke endepunktene:
x=%: Rekkablirna

© 2k 1 k © 2k 1 k © (_1)k
Z =21 =Y 2| =
;kZ[z j Zk( zj 2
som konvergerer absolutt.

x=2: Rekkablir na

2 k(3 wzk(le = g
— =1 =) —| =] =) =
a3 -3als) S
som ogsa konvergerer absolutt.

|

Altsa vil rekka konvergere absolutt nar
1<x<3.

Oppgave 2.3.1.

Hovedpoenget ved dette temaet er at en funksjon av x kan vare identisk med en potensrekke
nar x ligger innenfor et konvergensintervall. Formelt bar vi si at:

"Potensrekka ick (x— a)k konvergerer mot f (x) nér xe(a—p,a+p)”
k=0

Men i praksis bruker vi ofte den enklere formuleringen:

"3 6 (x-a) = f(x) ndr xe(a-p, a+p)”.
k=0

Selv om den farste formuleringen er mest korrekt, er det ofte nyttigere a benytte likhetstegnet
(egentlig et identitetstegn) mellom rekka og den funksjonen som rekka konvergerer mot nar x
ligger innenfor konvergensintervallet.
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2.4. Regning med potensrekker.

Vi kan manipulere slike rekker pd mange mater. Vi kan for eksempel integrere eller derivere
rekkene slik setningene nedenfor angir:

Det er forholdsvis enkelt & bruke forholdstesten til & vise at de tre rekkene » ¢, (x - a)",

;k .c,(x—-a)"" og Z

k=0
ka 1(x -a) *! har samme konvergensradius p. Det er atskillig verre
k=0 K +

&viseatnar » c (x- a)k konvergerer mot f (x), vil de andre to rekkene konvergerer mot
k=0

henholdsvis f'(x) og I : f (t)dt, og vi skal derfor hoppe over beviset.

La oss se et par eksempler pa hva dette kan brukes til:
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Lasning:
a) Deriverer ledd for ledd, og far at

0+1+2X+3x* +--- =Y k-x" = O-(l—x)—lz-(—l) __1 -
k1 (1-x) (1-x)
Ma undersgke konvergensen i endepunktene:
x=-1: Rekkablir1-2+3—--- som dpenbart divergerer.
x=1: Rekka blir 1+ 2 +3+--- som apenbart divergerer.
Altsa ser vi at

1

)

1+2x+3x2+4x3+---:2k-x"‘1: nar —-1<x<1.
k=1

b) Integrerer ledd for ledd, og far at

o0

1y2 | 1y3 , 1,4 _ gk [
X+2x2+3x° + x4 =) Lox —Io—dt
k=1

1
1-t
=—[In(1-t)]  =-In(1-x)+In1=~In(1-x)
Ma undersgke konvergensen i endepunktene:
x=-1: Rekkablir -1+3—%+3—--- som konvergerer (alternerende rekke).
x=1:  Rekkablir 1+3+3+%+--- som divergerer (harmonisk rekke).
Altsa ser vi at

|~

X+ +43 +4xt 4+ =D L. x =—In(1-x) nér -1<x<1,

0
k=1

Vi har tidligere sagt at den alternerende harmoniske rekka konvergerer, men vi har ikke sagt
hva denne rekke konvergerer mot. Det skal vi gjgre na.

Eksempel 2.4.2: Bruk resultatet i eksempel 2.4.1b til & finne et eksakt uttrykk for summen av
den alternerende harmmoniske rekka

(1"
1 N

1 1 1
I=g43—3+

Lasning: | del b) av eksempel 2.4.1 har vi bl.a. funnet at

X+1x%+1x* +1x* + .- =~In(1-x) ndr -1<x<1.
Siden rekka ogsa konvergerer nar x =—1, setter vi denne verdien inn i rekka, og far
1 1 1 _ 1 1 1 _
—1+7—3+z—---——|n(1—(—1)) = 1—5+§—7—+---—|n=2.

Den alternerende harmoniske rekka konvergerer altsa mot In2.

Men vi trenger ikke a ngye oss med a derivere eller integrere rekker. Vi kan ogsa multiplisere
rekker med funksjoner av x. Resultatet finner du i ramma nedenfor:
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Anta at rekka ick (x— a)k konvergerer mot f (x)
k=0
nar x tilhgrer et konvergensintervall <a —-p,a+ p>.
Da vil ick - g(x)-(x—a)k konvergerer mot g(x)- f (x)
k=0

innenfor samme konvergensintervall.

Eksempel 2.4.3: Finn summen av rekka nedenfor, med tilhgrende konvergensintervall:
X+2X2+3X° +4x" 4 =) ke X<,
k=1
Bruk resultatet til & finne summen (med konvergensintervall) av rekka

o0
1,2y 3y2 443 Nk ket
?+€X+IX +§X aF —ZkH_X .
k=1

Lasning: Fra Eksempel 2.4.1a har vi at

1+2x+3x2+4x3+~~-=Zk-xk‘1: nar —-1< x<1.
k=1

Multipliserer med x, og far

x+2x2+3x3+4x4+---:2k~xk: nar —1< x<1.
k=1

Sa integrerer jeg ledd for ledd, og far at
t

(L-t)
Integralet lgses med substitusjonen
l1-t=u < t=1-u < dt=-du.
Tilpasser grensene til den nye integrasjonsvariabelen, og far

x ot 1-x1—U x( 11 1 i
IO (1_t)2dt:_[l = (—du):j1 (—F+Ujdu:{a+ln|u|}

1

Lo 0 28 1 8yd o Ay _ [
SXHEXT X +HEX +---_IO dt.

- en-0-3-m- B - )

Vi samler tradene sa langt, og ser at

X
I 42 +3x 440+ =——+In(1-x).
1-x
Na& gjenstar det bare & dele p& x*:
= ~ 1 In(1-x
142x+3x2+4x% 4= LX<t = + (2 )
= (1-x)x X

Til slutt ma vi se pa konvergensintervallet. Vi vet allerede at rekka konvergerer nar
—1< x <1. Men vi ma ogsa sjekke endepunktene. Da ser vi at nar x = +1, vil absoluttverdien
av leddene i rekka ga mot 1 nar k — co. Men vi vet at dersom ei rekke konvergerer, ma
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absoluttverdien av leddene ga mot 0 nar k — oo . Rekka konvergerer derfor ikke i
endepunktene, slik at konvergensintervallet blir —1< x <1.

Oppgave 2.4.1.

En annen nyttig operasjon er a erstatte x i en potensrekke med et annet uttrykk. Da far vi en
ny rekke, som har en ny sum (egentlig: konvergerer mot en ny funksjon). Nedenfor ser du et
par eksempler.

Eksempel 2.4.4 Sett opp potensrekker for
a) f(x)=e™.
b) f(x)=sin(2x).

Lasning:
a) Vi tar utgangspunkt i rekka for e*:
e =1+ X+ 5+ L+ Lx =D A
k=0

Sa erstatter vi x med —x, og far

e =1+ (—X)+ 2(—x) + 2 (%)’ + 2(—x)" + -

0 K
:1—x+%x2—%x3+%x4—---=z( Ly

b) Vi tar utgangspunkt i rekka for sin x:

- 0 71k
ﬂnxzx_%f+éxy_%ﬂ+.“:z:()XMH.

Sa erstatter vi x med 2x:
sin(2x) = 2x —(2x)* + &(2x)" = 4(2x)" + ---

Oppgave 2.4.2.

Noen ganger lgnner det seg a vaere litt mer omstendelig nar vi erstatter x med et annet uttrykk,
noe neste eksempel viser.

Eksempel 2.4.5: Finn ei potensrekke for In x med tilhgrende konvergensintervall.

Lgsning: Vi gar tilbake til Eksempel 2.4.1b, der vi fant at
x+3x2+ ¢ +2x 4+ =) Lo =—In(1-x) nér -1<x<1.
k=1

Vi starter med & bytte ut x med u samtidig som vi skifter fortegn:
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In(1-u)=-u—-1uv*-fu®-2u*—...=->'L.u" ndr -1<u<l.
k=1
Sa setter vi
1-u=x < u=1-x=—(x-1),
og far

%= ~(-(x-1) - H(~(x-1))' ~3(-(e- 1) ~4(~(x-)" -
- (x-2)- 39 + 302 -39+ = S gy

a Kk

Dette er en potensrekke i (x—1). Finner konvergensintervallet:
-1<u<l & -1<1-x<1 < -2<-x<0 < O0<x<2.

Det fins mange flere setninger om potensrekker. Vi kan bl.a. multiplisere potensrekker:

Til slutt en setning om entydighet av potensrekker:

Na gjenstar bare hovedproblemet: Hvordan finner vi potensrekka til en vilkarlig funksjon
f (x)? Dette problemet skal vi ta opp i neste avsnitt.
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2.5. Taylor-rekker.

2.5.1. Utledning av Taylor-rekker.

Innledningsvis satte jeg opp tre potensrekker som jeg pasto konvergerer mot henholdsvis e*,
cosx og sin x. Na skal jeg vise hvordan disse rekkene framkommer.

For & komme pa sporet av hvordan vi utleder disse rekkene, kan vi se litt pa de farste partial-
summene i rekka for e*. Du husker sikkert at i innledningen pasto jeg at
e =1+x+&x*+5x°+Lx 4o,
La oss bruke skrivematen T, (x) for den n’te partialsumen av denne rekka, slik at
T,(x)=1+Xx, T,(X)=1+x+£x?, T,(X) =1+ x+4x* +£x°

Nedenfor finner du grafene av disse partialsummene (tynn strek) sammen grafen for e* (tykk
strek):

'\<

N
>
N
[REY
N
>

/I

| 1
Tz(x):1+x Ts(x):1+x+%x

Du ser at T,(x)=1+x er tangent til grafen til e* nar x=0.

Grafen til T,(x)=1+x+% .X? tangerer ogsa grafen til e* ndr x =0, og de to grafene ser ogsa

ut til & ha samme krumnlng ner x=0.
Grafen til T,(x)=1+x+24x*+£x® ligger enda tettere inn til grafen til e* naer x=0.

Disse egenskapene kan tyde pa at for alle partialsummene der n>3 er:

f (0)=T,(0) fordi grafene faller ssmmen nar x=0.
f'(0)=T,'(0) fordi grafene har samme stigningstall nér x =0.
f*(0)=T,"(0) fordi grafene ser ut til & ha samme krumning nar x =0.

Na har vi funnet en ende som vi kan ngste videre pa. Enn om vi bygger opp en partialsum ved
a kreve at partialsummen skal veare lik funksjonsverdien nar x =0, og at alle de deriverte av
partialsummen skal vere lik den tilsvarende deriverte av funksjonen nar x =07? Hvis vi er
heldige (og dyktige), kan vi kanskje finne et system slik at partialsummen etter hvert far
uendelig mange ledd. Da gar den over til & bli en uendelig rekke. Og hvis vi er enda heldigere,
vil denne rekka konvergere mot den funksjonen som vi gikk ut fra, i alle fall nar x ligger
innenfor et konvergensintervall.
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Men vi trenger jo ikke & bygge opp partialsummen rundt x =0. Vi kan heller bygge opp
partialsummen rundt en vilkarlig verdi x =a. En slik partialsum med n ledd kalles et Taylor-

polynom rundt x =a, og skrives T.?(x).

Vi gnsker altsa a finne koeffisientene c,, c,, ¢, osv. i ei rekke

T2(x) =, +¢(x—a)+c,(x—a) +¢,(x—a) +¢,(x—a)' + - +¢,(x—a)".

n

(Denne rekka har egentlig n+1 ledd, men det bryr vi oss ikke om na.)

Vi deriverer, og far

d

—T2(x)=c, +2¢,(x—a)+3c,(x—a)" +4c,(x-a) +--+n-c,(x-a)""
X

2
ST (X) =26, +3:20,(x-a) +4-36,(x-a)’ + - +n(n-1) -, (x-a)" .
d’ . .
WTH (X)=3-2C3+4-3-2(X—a)+...+n(n_1)(n_2),cn(x_a) 3.

Og slik fortsetter det.

Sa skal kravene vare oppfylles:
Ti(a)=f(a) & c,=1f(a).

n

d_.. . d d
&Tn(a):&f(a) & Cﬁaf(a)-

d_.. . d 42 1 d?

WTﬂ (a)zwf(a) = 2C2:W'f(a) = CZZE'Wf(a).
e d° CE
WTn(a):Wf(a) P 3'2C3:Wf(a) = C3:ﬁ'ﬁf(a).

Og slik fortsetter det. Du innser sikkert at vi ender opp med den generelle formelen

_1 f(a).

T
Na er vi faktisk i mal. Den rekka som framkommer, kalles Taylor-polynomet av n’te grad for
f(x) om (x — a). Vi summerer opp:

Gitt en funksjon f (x) som er n ganger deriverbar i et intervall,

og et punkt x = a i dette intervallet.
Taylor-polynomet av n’te grad for f (x) rundt x=a er

Tn""(x)zznlck(x—a)k =C,+C(x—a)+ - +c (x—a)

k=0
der
1 d*
Ck :E'Wf(a), k:O,l, 2, "',n.
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Na er det veldig fristende a la n — oo . Den potensrekka som da framkommer, kalles Taylor-
rekka for f(x) om (x — a). Men det gjenstar et stort og viktig problem: Kan vi vere sikre pa at

denne Taylor-rekka konvergerer mot den funksjonen f (x) som vi gikk ut fra? Eller en mer
forsiktig formulering: fins det et intervall for x slik at Taylor-rekka konvergerer mot f (x)?

Svaret pa dette problemet ligger i en setning som kalles Taylors setning, og som vi ikke skal
bevise:

Gitt en funksjon f (x) som er n+1 ganger deriverbar i et intervall,
og et punkt x = a i dette intervallet. La

T2 (%)= 0 (x-a)
k=0
veere Taylor-polynomet av n’te grad for f (x) rundt x=a. Daer
f(x)=T2(x)+R,(x)

der
f(n+1)(c) "
R, (%) =m(x—a)

og c er et tall mellom a og x.

Det sentrale i denne setningen er at f (x) er lik Taylor-polynomet pluss et stygt ledd
f (n+1) (C)

R (X)=—Z(x—2a)",
(%) (n+1)! ( )
som kalles restleddet i Taylors setning. Dersom vi kan vise at dette restleddet gar mot 0 nar

n — oo, har vi faktisk vist at Taylor-rekka er lik f (x). Men dette kan veere problematisk,

ikke minst fordi restledd-formelen inneholder en ukjent starrelse c. Det eneste vi vet om c er
at den ligger mellom a og x. I praksis koster vi helst restledd-formelen under teppet, og tar

sjansen pa at dersom Taylor-rekka konvergerer, sa konvergerer den mot f (x) . Denne
konvergensen undersgker vi med forholdstesten, som ogsa gir oss konvergensintervallet.

En liten merknad til slutt: Sveert ofte setter vi opp Taylor-polynom og Taylor-rekker rundt
X =0. Slike polynom og rekker rundt x =0 kalles Maclaurin-polynom og Maclaurin-

rekker. De rekkene jeg har presentert for e*, cosx og sinx er egentlig Maclaurin-rekker.

Na er det pa tide & vise at de rekkene vi satte opp i innledningen for e*, cosx og sin x
virkelig stemmer. Vi skal gjgre det ved a sette opp Macaurin-polynom, la n — oo, og til slutt
undersgke konvergensen med forholdskriteriet.

Eksempel 2.5.1: Sett opp Maclaurin-rekka for
a) f(x)=e".

b) f(x)=sinx.

c) f(x)=cosx.

Undersgk konvergensen for disse rekkene.
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Losning: Som regel lgnner det seg & starte med & derivere f (x) mange ganger, og se om vi
finner et system. Deretter setter vi inn X =0 (husk at vi skal finne Maclaurin-rekker), og

finner koeffisientene i rekka med formelen

1 d*
c.=—-——f(0).
“ k! dx® (0)
3 )= & Lix)=e' o L i) o « o L f(x)=¢
dx dx? dx"
Da blir
1 1 1 d 1
c,=—-f(0)==-e"=1 ¢ =——"F(0)==-e"=1
00!()1 11!dx()1
1 d? 1 4, 1 1 d’ 1 5, 1
TG TR T T i
Og generelt:
1 d* 1
“aer 00 T
Da blir rekka
€" =Cy +CX+C X2 +CX° + o+ X+ -
PRV R SUE S IUOIE B SR Y
2! 3! k! o k!
Undersgker konvergensen med forholdstesten:
1 I k+1 k+1 1 1
L = lim |t = fim |0 X .k_k': sznmi-w
kowl g | kow|  Lx Sal(k+1)8 x| konkb(k+1) | koek o+l
Men denne grenseverdien gar mot null nar k — co. Daer L <1 for alle verdier av x, slik
at rekka konvergerer for alle x.
d 2 d’
by f(x)=sinx < d—f(x):cosx o —f(x)=-sinx < Ff(x):—cosx
X X X

4 5 6

o Wf(x):sinx = %f(x):cosx o %f(x):—sinx o

Og slik fortsetter det. Vi ser at det samme mgnsteret vil gjenta seg. Da far vi at:

co=é-f(0):%~sin0=0. C4=%.§_):4f(0):
q:%-%f(o):%-cosO:l. Cszé.;_;f(o)

6o =2 L (0) = 2 (-sin0) =o0. o= 1(0)-
3:%.3_);“0):%-(4050):—%. C7:%.§_):7f(o):

Vi ser at annenhver koeffisient blir lik null
alternerende fortegn, med absoluttverdi - . Maclaurin-rekka blir da
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1
5!
1

6!
1

7!

sin0=0.

=—-0030:£.

51
(-sin0)=0.

1
(—cosO):—ﬂ.

. De gjenveerende koeffisientene far
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SINX=C, +CX+C,X° +CX° + - +C X + -+
k k
_1 0 _1
o Lle s 1o (5D x2“+---=2( I
TR ] (2k +1)! (2K +1)!

Sa var det konvergensen. Merk at fortegnet til leddene ikke spiller noen rolle pa grunn av
absoluttverditegnene:

(_l)k+l )+
| ((2(k+1)+1)!)x2(k o ) x2k+3 (2k +1)!|
L=Ilim— =Ilim - =lim —
k—o0 a, k—o0 (-1) 2k+1 ‘ k—o0 (2k+3)l X4 |
(2k+1)!
I
_ lim (2k+1)! x| = lim L X
kool (2k +1)1(2k +2)(2k +3) k> (2k +2)(2k +3)

Men denne grenseverdien gar mot null nar k — oo. Daer L <1 for alle verdier av x, slik
at rekka konvergerer for alle x.

c) Her kan vi ga fram pa samme mate som da vi utledet rekka for sin x. Men det er lettere a
benytte at <-sinx = cosx. Vi deriverer derfor Maclaurin-rekka for sin x, og far

k
cosx:1—£-3x2+l-5x4—i-7x6+---+ (-1) (2k +1)x* + .-
3! 51 7! (2k+l)!
k k
:1_ixz+ix4_ixe+“_+(_l) X2k+---:i(_l) 2K
TMVTIY (2k)! = (2K)!

Denne rekka far samme konvergensintervall som rekka for sinx, d.v.s. at rekka
konvergerer for alle x.

Vi utleder ei rekke til:

Eksempel 2.5.2: Sett opp Taylor-rekka til f (x)=Inx rundt x =1, og undersgk konvergensen
for denne rekka.

Lgsning: Vi gar fram pa samme mate som far:

f()=inx o Si()=1=x' & Toi()=xt & 151 ()=~(2x
o Tt=—(D* = Tt(x)=~(D(3) (4
& o ()= (1) (2)(~(k-D)x* = (D" (kD
Da blir (husk at nd er a =1):
cozé-f(l):%-lnlzo. c1=%~%f(l)=%-11:1.
1 d? 1 11 d 1

1
72—_— — — —_— -73—_
“ =g g (W= (D=5 amgrge =52 =5
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1 d* 1 1
=—.— f(1)=—-(-1)(-2)(-3)-1"* =—=.
Og generelt:
1 d* 1 k-1 _ (—1)k71
== —f(1)==-(-1)" (k-1)L1* = .
=i (@)= () (kD =
Da blir rekka
Inx:co+cl(x—1)+c2(x—1)2+c3(x—1)3+---+ck(x—1)k+---
k-1 k-1
B R IO SRR I ) B R L
2 3 k =

Undersgker konvergensen med forholdstesten:

(71)('”1)’1 _ k+1 _ k+1
L fim|{Beet| _ jim| =X 1)k i LRk k|:lim —(x—l)‘
kol g | koo (—1k) (x—l) ‘ kool kK +1 (x—l)| koofk +1
. 1
= lim - x =1 = - [x -1 =[x

Rekka konvergerer nar
L<l & |x-1<1 & -1<x-1<1 < 0<x<2.

Ma ogsa sjekke endepunktene:

X =0: Rekka blir
- (_1)k—1 ) - (_1)k—1—k - (_l)—l - 1
—0-1) =) —~— =) -2 =-» —.
Z‘ k (0-1) kzl‘ k kzl‘ k ko K
Men denne summen er den harmoniske rekka som vi vet divergerer.
X = 2: Rekka blir
k-1 k-1 k-1
Z(_l) (2_1)k :Z(_l) 1K :z(_l) .
o K a K K

Her har vi den alternerende harmoniske rekka (riktignok med negativt fortegn) som vi vet
konvergerer.
Altsa konvergerer rekkanar 0 < x < 2.

Det kan vare instruktivt & plotte grafen til Inx sammen
med noen av partialsummene til Taylor-rekka. Pa figuren til
venstre er grafen til Inx plottet med tykk strek, mens
summen av de 5 farste leddene i rekka er plottet med tynn
strek og summen av de 10 farste leddene er plottet med
stiplet linje. Vi ser hvordan disse partialsummene kommer
narmere inn mot grafen til Inx nar antall ledd gker,
forutsatt at vi befinner oss innenfor konvergensintervallet.
Gar vi utenfor konvergensintervallet, vil rekka absolutt ikke
| konvergere mot Inx .

Ay
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Ta forresten et lite tilbakeblikk pa Eksempel 2.4.5. Der utledet vi den samme rekka med det
samme konvergensintervallet pa en annen mate.

Oppgave 2.5.1.

| neste eksempel skal vi sette opp en Maclaurin-rekke som kalles den binomiske rekka:

Eksempel 2.5.3: Sett opp Maclaurin-rekka for
f(x)=(1+x)".

Lgsning: Vi gar fram etter kjent mgnster:

f(x)=1+x)" < %f(x):m(1+x)m_l = (;jl—xzzf(x):m(m—l)(1+x)m_2
o j—;f(x):m(m—l)(m—Z)(1+x)m3 o
= C(:Tkkf(x)zm(m—l)-~(m—(k—1))(1+x)m_k
Da blir:
c,=f(0)=(1+0)" =1.
cl=%%f(0)=m(l+0)m'l=m.
2=%%f(0):%m(m—l)(l+0)m_2:%m(m—l).
c3=%%f(O)=%m(m—1)(m—2)(l+0)m3=%m(m—1)(m—2).
Og slik fortsetter vi. Du ser at

1 d* 1 nx M(m=1)-(m-(k-1))
ck=E~Wf(0)=E~m(m—1)--~(m—(k—1))(1+0) = " .

Hele rekka blir

(1+x)" =1+mx+ m(m-1) X2 + m(m—l)(m—2)X3 T
2! 3!
=1+§m(m_1)(m_i!) - (m—k+1) &

Vi skal hoppe over undersgkelsen av konvergens. Men vi kan vise at konvergensintervallet er
-1l<x<1.

Merk at dersom m er et helt, positivt tall, vil rekka fa et endelig antall ledd. Hvis for eksempel
m =3, far vi at

(1+ x)3=1+3x+3'2

, 3:2-1
1 X% +

3!
som du (forhapentlig) kjenner fra far. Alle etterfglgende ledd far koeffisient lik null.

X3 =14+3x+3x% + X°

Nedenfor ser du et eksempel pa bruken av den binomiske rekka:
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Eksempel 2.5.4: Sett opp Maclaurin-rekka for

f(x)=va-x".

Lasning: Vi starter med en omskrivning:
f(X)=Va-x® =4 1-£ =21 (%) =2(1—(g)2)7.

Huvis vi na setter m =1 og erstatter x med —(g)2 , kan vi bruke den binomiske rekka:

=2 _lxz_ix“_ixe_... = _ixz_ix4__xe+...
8 128 1024 4 64 512
Rekka konvergerer nar

1<-(2)<1 & 1>£50 & 4>X>0 & -2<x<2.

2.5.2. Oppsummering.
Na er det pa tide & oppsummere de viktigste av de rekkene vi har funnet.

eX:1+x+ix2+ix3+ix4+---: 3 = x for alle x
2! 3! 41 o k!
k
cosx=1—ix2+£x“—ix6WL---:Z(_—l)x2k for alle x
7TV TIY & (2K)!
k
sinx=x——x*+— 5—ix7+ => (-1) X2kt for alle x
T (2K +1)!
- ()"
Inx=(x-1)-3(x-1)" +1(x-1)’~---= ” (x-1)° for 0<x<2
k=1
L:1+x+x2+x3+---=ixk for -1<x<1
1-Xx k=0
(1+X)m=1+mx+m(m_l)x2+m(m_l)(m_z)x3+--
2! 3!
:1+im(m—1)(m—2)-~-(m—k+l)xk for —1<x<1
ey k!

Jeg forventer ikke at du gar rundt og husker alle disse rekkene. Men jeg forventer at du vet at
de eksisterer, og at du kan finne dem fram etter behov. Husk ogsa at vi kan finne mange nye
rekker pa grunnlag av disse. Vi kan integrere rekkene, derivere dem, erstatte x med andre
uttrykk, multiplisere rekkene med funksjoner av x, osv. slik vi gjorde i innledningen.
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2.6. Anvendelser av potensrekker.

Innledningsvis sa vi pa et par anvendelser av potensrekker. Vi skal avslutte med a se pa noen
flere anvendelser. Ver klar over at det fins utrolig mange andre anvendelser enn de vi
kommer inn pa her. Potensrekker dukker ofte opp i statistikk, fysikk, mekanikk osv, sa jeg vil
anbefale at du kjenner disse rekkene og disse anvendelsene.

Jeg har ikke lagt inn "smaoppgaver" i dette kapitlet. Men na kan du nok til ga lgs pa de
blandede oppgavene som omhandler slike rekker. Der vil du finne mange eksempler pa
anvendelser av slike rekker.

2.6.1. Numerisk beregning av bestemt integral.
Vi sd i innledningen et eksempel pa hvordan vi kan bruke rekker til a beregne et bestemt
integral. Men vi tar et eksempel til.

Eksempel 2.6.1: Innenfor statistikk benytter vi ofte normalfordelingen, som farer til at vi ma
beregne integral av typen

j;e’%xzdx.
| dette eksemplet setter vi t =1, slik at vi skal beregne det bestemte integralet
I e dx.

Lesning: Vi tar utgangspunkt i rekka for e*:

0
X

e =) —x* Sty Ly
oo K! 2! 3! 4!
Erstatter x med ——x og far:

k
0 ol _1
Zi(_% Z)k z(k—)XZkzl_ixz"_ 21 X' - 31 X*+ 41 Xe =
o k! 02" -k! 2 272! 2°-3! 2" - 41
Integrerer:
dx=| [1-=x*+ 1 x* X%+ - |dx
2 222! 2°.3!

1t 1 1 1 <osss

ETOE T Y |
3 22215 22317 —

_1y2 . g 0 o 0 -
Siden rekka for e 2* er ei alternerende rekke, er feilen vi gjor ved & avbryte rekka mindre enn
absoluttverdien av det farste leddet vi slgyfer. Feilen ved var verdi av integralet er da mindre
enn

1
fl 41 dex{ 41 -Exg} -1 < 0.0003.
02*.41 2419 |, 3456

Ngyaktigheten er altsa god nok for alle praktiske formal.
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2.6.2. Forenkling av kompliserte uttrykk.

| praktisk arbeid kommer vi ofte ut for uttrykk som er temmelig kompliserte. Da kan det veere
nyttig 4 erstatte disse med andre uttrykk som er nesten riktige, men som er atskillig enklere a
arbeide med. Nedenfor ser du et kjent eksempel:

Eksempel 2.6.2: Innenfor relativitetsteorien er kinetiske energi gitt ved formelen

W = mocz{;2 J
(2

der m, er massen til legemet nar det er i ro, v er legemets fart, og c er lysfarten.
Vis at dette uttrykket er tilnsermet lik

W =1my?
nar v<<c.

Lasning: Vi benytter formelen for binomisk rekke med m = -2, og erstatter x med —(%)2. Da
far vi:

W = mﬁ{l;(z)z—l] = m,c? ((1—(%)2 )% _1}
_ mocz[1+(—%)(—(%)2)+ (‘%)(12—'(_5)) ,(_(%)2)2 Lo 1}
:mocz[%.v_iJrgZ—iJr...]:movz(%+g\é—z+...]zﬂ

fordi de resterende leddene inneholder faktoren Z—ﬁ som er forsvinnende liten nar v<<c.

2.6.3. Bestemmelse av grenseverdier.

Du vet forhapentlig hvordan du kan finne grenseverdier ved hjelp av L’Hopitals regel. Men
noen ganger er det lettere & bruke kjente Taylor-rekker. Teknikken illustreres i eksemplet
nedenfor. Med litt trening gar det mye fortere a se lgsningen enn a skrive den ned.

Eksempel 2.6.3: Finn
. X-sinXx
lim .
x>01—COoS X

Lasning: Setter inn rekkene for sinx og cosx:

X - sin X x(x—%x3+%x5—~-~) X2 Ly*y1y6 ...
lim =1lim - =lim———*
x—01 — COS X xaol_(l_%x +%X _) x—0 %X —%X dooo

1-Ix+4x = 1-0+0---
—h 3! 5! — —
—!(m A _1y?... - 1_0+... _g
21 4 2
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2.6.4. Lgsing av differensiallikninger.

Uansett hvor flink du er til & lgse differensiallikninger, vil du fer eller senere rake ut for
likninger som ikke lar seg lgse eksakt. Da kan det veere lurt & anta at lgsningen kan skrives
som ei potensrekke, og ga pa jakt etter leddene i denne rekka. Vi skal ikke fordype oss i teori,
men heller illustrere teknikken med et par eksempler.

Eksempel 2.6.4: Finn ei potensrekke som er lgsningen av disse differensiallikningene:
a) y+x-y=1, y(0)=1.
b) y'+x-y=e*, y(0)=0.

Lasning: Vi antar at lgsningen kan skrives som ei potensrekke rundt a =0:
y(x) =c, + X+ C,X* +Cx° + ¢, X"+

Da blir
y'(x) =c, +2¢,x + 3¢, X° + 4c,X° +---.

Sa setter vi inn i differensiallikningen:

a) Nar y(0)=1, ser vi direkte at ¢, =1. Innsetting gir:

~—
Il
[EEN

(c, 420, X+ 30,2 + 4, X + )+ X(L+ X+ CX2 + X% +¢,x* + -+
c, +(2¢, +1)x+(3c, + ¢, ) X* +(4c, +¢, ) X° +--- =1

Denne likheten skal veare oppfylt for alle verdier av x. Da ma vi ha:
c =1.
2c,+1=0 & ¢,=—5.

3,+¢,=0 & ¢=-3¢=-31=-3.

4 4
Slik kan vi fortsette. De farste leddene i rekka blir derfor

_ 192 13 1yh .
y(x)=1+x-21x* -1 +Ix*+....

4c,+¢,=0 < ¢, =-ic,=-1-(-3)=3%.

Du ser sikkert at vi far sammenhengen

n-c,+c,,=0 < c =-ic,,ndrn=2234,: ..
Siden vi vet at ¢, =c, =1, kan vi na sette opp formler for c, . Vi skal ikke gjare dette, men
bare nevne at nar vi har slike formler for c_, kan vi ogsa undersgke konvergensen av den
uendelige rekka som framkommer.

b) Nar y(0)=0, ser vi direkte at ¢, = 0. Dessuten ma vi benytte rekka for e*:
1 1 1
=1+ X+ =X+ =X+ =x+ .
2! 3! 41
Innsetting gir:

(€, +20,x+3C,%% +4c, X% +-++) + X(CX + €6, X% +Cx° +C,x" +-++)

1 1 1
=1+ X+=X+ =X +=x"+--.
2! 3! 41

1 1 1
c1+2c2x+(3c3+cl)x2+(4c4+c2)x3+---=1+x+§x2+ax3+Ex4+---
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Denne likheten skal veare oppfylt for alle verdier av x. Da ma vi ha:
c, =1

Slik kan vi fortsette. De farste leddene i rekka blir derfor
y(x)=x+ix>-1x*—LIxt+...

Ogsa her er det mulig a sette opp en formel for ¢ slik at vi kan undersgke konvergensen
for den uendelige rekka.

Dersom vi kun er interessert i hvordan lgsningen av likningene i eksemplet oppfarer seg nar
|x| << 1, vil de Izsningene som er funnet ovenfor ofte vaere tilstrekkelige. Men for & fé en
fullstendig og palitelig lgsning, bar vi undersgke konvergensen av rekka. Vi skal ikke komme

inn pa slike problem i denne lille innfaringen. Vi skal heller ikke vurdere om det i det hele tatt
er mulig & finne potensrekker som lgser differensiallikningen.
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3. Fourier-rekker.

3.1. Introduksjon til Fourier-rekker.

Du klarer sikkert & hare forskjell pa en tone spilt pa fiolin og den samme tonen spilt pa flayte.
Grunnen er at en tone spilt pa et musikkinstrument er utstyrt med “overtoner”, d.v.s. toner
med hgyere frekvens enn grunntonen. Og toner spilt pa ulike instrumenter har ulike overtoner.
Dermed klinger tonene ulikt selv om det er samme tone som spilles.

Nar en ingenigr skal legge linjer for a overfare data fra et maleinstrument til en kontrollpult,
ma han ta hensyn til at dataene kan bli utsatt for stgy. Det kan da bli ngdvendig a lage
stayfilter. Slike filtre kan dempe signaler innen et bestemt frekvensomrade.

Innen datateknologi er det mye snakk om “bredband”. Og ei bredbandslinje er kort og godt ei
linje som kan overfgre data med hgy frekvens. For & kunne utnytte slike linjer maksimalt, er
det viktig a forstd hvordan datasignal kan tenkes bygd opp av signaler med ulik frekvens.

Alle disse tre situasjonene (og en mengde andre situasjoner) har en ting til felles: begrepet
“frekvens”. Mer presist tar alle eksemplene utgangspunkt i at et signal kan tenkes bygd opp av
andre signaler med ulik frekvens.

Vi skal nd se pa den matematiske behandlingen av slike signaler. Alt fra midten av 1700-tallet
hadde enkelte matematikere mistanke om at visse typer funksjoner kunne bygges opp som
uendelige rekker av sinus- og cosinus-ledd med ulike frekvenser. Men noen av tidens stgrste
navn var skeptiske til ideen, sa det tok lang tid for den slo gjennom. Og det var matematikeren
og politikeren Jean Baptiste Joseph Fourier som gjorde grovarbeidet. | 1807 presenterte han
et arbeid der han framstilte periodiske funksjoner ved hjelp av slike rekker. Men det tok frem-
deles et par tiar og mye arbeid far disse Fourier-rekkene ble alminnelig anerkjent. I mellom-
tiden hadde Fourier generalisert sine teknikker slik at ogsa ikke-periodiske funksjoner kunne
bygges opp av sinus- og cosinus-ledd. | dag gjares dette ved hjelp av Fourier-transformen,
som vi sa vidt skal stifte bekjentskap med helt til slutt.

3.2. Periodiske funksjoner.

Som nevnt ovenfor begrenset man seg i farste omgang til periodiske signaler som ble framstilt
ved hjelp av rekker bestaende av sinus- og cosinus-ledd (Fourier-rekker). La oss derfor starte
med a gi en formell definisjon av en periodisk funksjon:

En funksjon f er periodisk med periode p
{0 def.

f(t+p)="f(t)

| definisjonen ovenfor bruker jeg t som symbol for den fri variable fordi de funksjonene vi
skal omtale ofte er funksjoner av tiden t. Det er ogsa vanlig & bruke x som symbol for den fri
variable nar vi har funksjoner av en posisjon x.
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Eksempel 3.2.1:Vis at funksjonen
f (t)=sin(2t)
er periodisk med periode p=r.

Lgsning: Nar perioden p =7, blir
f(t+p)=sin(2(t+xz))=sin(2t+27)=sin(2t) = f(t).

De periodiske funksjonene som vi etter hvert skal finne Fourier-rekka til, tar ofte utgangs-
punkt i en funksjon som er definer over et begrenset intervall. Deretter oppgis det at denne
funksjonen gjentas periodisk. Definisjonen av en slik periodisk funksjon kan da se slik ut:

f(t)=g(t) nr 0<t<p, f(t+p)=f()
eller
f(t)=g(t) ndr —ip<t<ip, f(t+p)="f(t).

Nar du skal tegne grafen til slike periodiske funksjoner, starter du alltid med a tegne grafen til
g (t) innenfor det oppgitte intervallet. Deretter bruker du "klipp-og-lim” til & gjenta grafen
periodisk slik eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 3.2.2:Skisser grafene til de periodiske funksjonene nedenfor:

a) f(t)=4-t> nr0<t<2, f(t+2)=f(t)

7+t nar te<—7z, O>

b) f(t):{ﬂ'—t & te(0, 7) f(t+27)=f(t)

Lasning:
?) 1,
4 \/@
2 0 2 4 6 t
b)

vt
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._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Hvis du vil kverulere, kan du pasta at funksjonen i eksempel a) ovenfor har andre perioder

enn bare 2. Funksjonen kan ogsa oppfattes som en periodisk funksjon med periode 4, eller 6,
eller 8, eller ... . Pa samme mate kan funksjonen i eksempel b) oppfattes som en funksjon

med periode 4, eller 67, eller ... . Men nér vi snakker om “perioden” til en periodisk
funksjon, er det alltid den korteste mulige perioden vi mener.

3.3. Beregning av Fourier-rekker.

3.3.1. Formlene for Fourier-koeffisientene.
Vi gar rett pa sak:

Vi skal utlede disse formlene i kapitel 3.5.

Legg merke til at:
e Vi ma forutsette at funksjonen f er periodisk.
e Vi har innfgrt en starrelse L som er halve perioden: p=2L.
e | de integralene som inngar i definisjonen ovenfor, skal du integrere over en hel
periode, fra et fritt valgt start-tidspunkt T til et slutt-tidspunkt T + p=T + 2L.

S& kommer hovedpoenget:
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Hovedpoenget i Fouriers setning er et at overalt hvor f er kontinuerlig, vil Fourier-rekka vere
lik den funksjonen f som er brukt ved beregning av Fourier-koeffisientene.

Beregning av Fourier-koeffisientene farer ofte til stygge integrasjoner. | et vedlegg finner du
en liten tabell over de mest aktuelle ubestemte integralene. | praksis bruker vi gjerne
dataverktgy til & lgse disse integralene.

La oss se pa et par eksempler pa bruk av setningen.

Eksempel 3.3.1: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved

f(t):{o i S f(t+27)= £ (1)

1 ndr te[O, 7r>

Lasning: Grafen til funksjonen ser slik ut:
Af(t)

1

[
»

—27 - 0 b4 2 3n t

Vi ser at perioden er p =27, slik at i formlene for Fourier-koeffisientene setter vi L = 7. Det

er mest hensiktsmessig a integrerer fra —z til 7 (eller fra 0 til 27 ). Da far vi:

ao_—_[ t)dt=— (J‘OHOdt+J.O”1dt):$[t]g:%(ﬂ—O):%.

Nar n=1 2, 3, --- far vi:

=—.|. -cos(nZt t:%(IOHOdt+Ioﬂl~cos(n%t)dt)=%{%Sin(nt)y
zi(sin(nz)—sino)zg
:_J'_” -sin(nZt)dt == (J' Odt+J' 1-sin(nz t)dt) i{%lcos(nt)y

nar n=1 3, 5}

-1 n 28
=—/(cos(nz)—cos0)=—/((-1) -1)=<"
n;r( () ) n;r(( ) ) {0 nar n=24,6,--
Vi ser at alle cosinus-leddene forsvinner, slik at Fourier-rekka blir
l+Esint+isin(3t)+isin(5t)+isin(7t)+---:l+E
2 7 3 Y/ 1 2 rmim2n+l

sin((2n+1)t).

Noen merknader til beregningene av koeffisientene:
e 3, blir gjennomsnittsverdien av f over en hel periode.

e Husk at n er et helt, positivt tall. Da blir:
sin(nz) =0 for alle n.

cos(nz) blir lik —1 ndr n er et oddetall og 1 nér n er et jamt tall.

Eller enklere: cos(nz)=(-1)".
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Det kan ofte veere vanskelig a skrive Fourier-rekka med summetegn. Jeg vil derfor anbefale at
du skriver ut noen ledd i rekka slik at du ser systemet, og deretter utforme rekka ved hjelp av
summetegn.

La oss se pa konvergensen av rekka i eksemplet ovenfor. Vi danner da partialsummene

1 2.
s, =—=+—sint
VA
s, ~L o Zgint +isin(3t)
T 3r
S, ~ Ll Zine +isin(3t)+isin(5t)
2 3 /4

1 2. 2 . 2 . 2 .
s, =—+—sint+—sin(3t)+—sin(5t)+—sin(7t

! Vs 37r()57z()77z()
og tegner grafene til disse summene sammen grafen til f.

Forst s, og s,:

AT

N 7 N 7 ~_

1
5 4 3 2 a4 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10t

Sd s, 00 S,:

1+
Du er sikkert enig i at jo flere ledd vi tar med i rekka, jo mer neermer summen av rekka seg
mot f.

La oss til slutt se naermere pa hva som skjer nar vi setter inn noen spesielle verdier av t i
rekka. Vi starter med a sette inn t = 0. Da er funksjonen diskontinuerlig, funksjonsverdien
“hopper” fra 0 til 1. Fouriers setning sier at Fourier-rekka i et slikt diskontinuitetspunkt skal
konvergere mot

1(0+1)= 3
Dette stemmer helt med verdien av Fourier-rekka, fordi alle sinus-leddene blir lik null nar
t =0 slik at rekka kun bestar av konstantleddet 1. Det samme skjer i alle diskontinuitets-
punktene (d.v.s. ndr t =m-z der m er et helt tall). Da far Fourier-rekka verdien
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L i sm( 2n+1)-mrz)=

2 52n+1
fordi aIIe sinus-leddene blir lik null.

N =

S& kan vi sette t =1 . Da er funksjonsverdien lik 1, slik at

1 2 . 2 . 2 . 2 .
—+—sin(+z)+—sin(3-i7)+—sin(5-27)+—sin(7-27)+ =1
i (2”) 3 ( 27[) 51 ( 27[) 77 ( 2”)
=S l+£-1+i-(—1)+i-1+i (-1)+---=1
2 T 5 T
2 12 12 12 1
@ ___._+ ______ _+...: —_——
7~ 37 57 T rx 2
2 1 1 1 1
&S —|l1-Z4+ -4 =2
T 3 5 7 2
2111 7
3 5 7 4
Vi ser at vi har funnet summen av den alternerende rekka
1 1 1
S ——
3 5 7

Men vi kan ogsa bruke dette resultatet til a beregne 7 med ganske stor ngyaktighet, bare ved
a ta med tilstrekkelig mange ledd i summen. Vi far

= 4(1—l+1—£+ j
3 5 7

Vi tar et eksempel til:

Eksempel 3.3.2: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
f(t)=t nar —-r<t<r,
f(t+27)=f(t)

Lasning: Grafen til funksjonen ser slik ut:
4 f(t)

ﬁ'ca

Ogsa her er perioden p =27z slikat L = . Vi integrerer fra —7 til 7, slik at koeffisientene
blir:

1 ¢~ 1 11,1 1 2
=— f(t)dt=— tdt—— - =—(z*—(- =0.
a0 () 272. 272.‘:2 }_” 472-(77: ( ﬂ.)) -
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Nar n=1, 2, 3, --- far vi:
Ltr e cos(n=t)dt =2 Leos(ntys Lein(rn) |
_—I -cos(n%t) t_;jﬁt-cos(n;t)dt_”{n2 cos(nt)+nsm(nt)}”
1(1 T . - .
:;(F(cos(nn)—cos(—nn))+ﬁsm(nﬂ)—Tsm(—nrr)J
1(1 n n
:;(F((—l) ~(-) )+O—OJ:Q
1;x Ter, o0 v 1[1 . t ’
b, ==1., -sin(nZt) t:;Iﬁt-sm(n;t)dt_;[Fsm(nt)—ﬁcos(nt)}ﬂ
1(1,. . T -
:;(F(sm(nn)—sm(—n;z))—ﬁcos(n;r)+Tcos(—n7r)j
1 T n T n —2 n
=2l0-0-Z(-1) - Z(-1)" | ==4(-1
Ho-0-Z( -2y )-Z
Altsa blir Fourier-rekka
n+1
0+ismt—%sm(Zt)+§S|n(3t)—%sm 4t)+ ZnZ:; sin(nt)

Til venstre ovenfor ser du grafene til partialsummene

2 .
s, :Ism(t)
0g
s, :%sin(t)—gsin(Zt).
Til hgyre ovenfor ser du grafen til partialsummene
s, = Zsin(t) - 2sin 22) +§sin(3t) ~Zsin(4)
0g
S, :%sin(t) —%sin(Zt) +§sin(3t)—%sin(4t)+§sin(5t).

Du ser hvordan Fourier-rekka konvergerer mot den opprinnelige funksjonen nar antall ledd
gker.
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Begge eksemplene ovenfor hadde perioder p =27 . La o0ss avslutte med et eksempel som har
en annen periode. Som far utfgres de fleste ubestemte integrasjoner med dataverktgy.

Eksempel 3.3.3: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
f(t)=t*> ndr 0<t<l, f(t+1)="(t).
Bruk resultatet til & finne summen av den uendelige rekka som framkommer nar t=0.

Lasning: Denne funksjonen har periode
p=2L=1 < L=2
Dette forer til at
1.1,
L
0g
n%t =n-Zt=2nnt.

NM—‘|H

N[

Da blir

ao——j dt——Itdt_[S I ;(13 0°)= é

Nar n=1, 2, 3, --- far vi ved hjelp av integraltabellen:

:—I cos nz t dt_Zj t* - cos(2nzt)dt
1
=2. - [2 -27rntcos(2nzt) + ((2zn)*t2 - 2)sin(2n7rt)}
(27n) 0
=% 47zncos(2n7z)+(47r2n2 —2)sin(2n7r)—0—sin0
47°n — —
Anz-1+0
47r (n;r " ) z°n?

:_'[ -sin( )dtzz.[lt2 -sin(2nzt)dt

=2

[((Zzzn) t? — )cos(2n7zt) 2. 27rntsin(27rnt)}l

(ﬂn 0

=2 —31n3.[(47;2n2 —2)cos(2nz) + 4znsin(2nz) - (0 - 2)cos(2n7z) + 0]
T

=1 =0 =1
-1 B2 -1 22y 1
—m((4ﬂ' n —2)1+O+21)—m(4ﬂ' n )——E

Altsa blir Fourier-rekka

o0

a0+iancos(n%t) Zb sin(nZt) = % iziiz cos(2nzt)— Z sin(2nzt)
n=1

| n=1 N

Som kontroll har jeg tegnet grafen til den opprinnelige funksjonen f, sammen med partial-
summer med henholdsvis 4 og 15 ledd i hver sum.
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LALL S
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Nar t =0, blir alle sinus-leddene lik null mens alle cosinus-faktorene blir lik 1. Da blir

1 1 &1 1 1&1 1 1 1 =1 7z
Sy =S 1=2(140 SNy s s =2
3+7r2n§‘n2 2( 0 = ﬂzng‘nz 2 3 6 < ;nz 6

Oppgave 3.3.1.

3.3.2. Et stagrre eksempel.
Til slutt skal vi se pa et starre eksempel, som farer til noksa kompliserte integrasjoner:

Eksempel 3.3.4: Dersom sinus-spenningen
g(t)=sin(xt)
likerettes, far vi det periodiske signalet

0 nar -1<t<0
f t = o , f 2 — f .
(t) {sin(;rt) ndr 0<t<l1 (t£2)= (1)
Finn Fourier-rekka til denne funksjonen.
Lesning: (0

Grafen til f er tegnet til hayre. Vi ser at I
dette en periodisk funksjon med periode /\ /\
p=2L=2 < L=1. , -

Fourier-rekka blir av formen \ /
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a, + iam cos(nZt)+ Zw:bnsin(n%t) =a, + ian cos(nzt)+ ibnsin(nnt).
n=1 n=1 n=1

n=1

Vi beregner koeffisientene slik:

1 -2 1(¢ . 2 1[ 1 '
il f(t)dt :E(Josm(ﬂt)dt+jl Odt):z[—;cos(ﬂt)}o
=—%(0037z cos0) = 21 (-1- 1)—%
a, :%.IOZ f(t) cos I -cos(nzt)dt
1 cos((n- 7z) cos( n+1 7rt)
T n-1 n+1

der integrasjonen er utfart ved hjelp av en integraltabell (eller dataverktay). Men pa grunn av
faktoren (n—1) i den farste nevneren, er dette resultatet kun gyldigndr n=2, 3, 4, ---.

Tilfellet n =1 ma altsa spesialbehandles.

Nar vi setter inn grensene, benytter vi at cos(nz)=(-1)". Da blir

L1 cos((n-1)z)—-cos0 cos((n+1)z)-cosO| 1 ((-1)" -1 (-1)"" -1
" on n-1 n+1 “2r| n-t nel |

Men
1 ndr n=2,4,6

) n—1: ) n+1: - y 1y Uyttt
(-7 = (=) {1 nar n=35,7,

Da far vi at:
N&r n=2,4,6,--- er

Y ()" -1 (-9™-1) 1(-1-1 1-1) 1( -2 L2
" 2zl n- ntl | 2zin-1 n+1) 2z\n-1 n+1

[(”+1)1( ))J 12

(n-1)(n+1 r n*-1
N&r n=35,7,
L <—1>”*1—1_<—1>””—1 1 (u_uj
" 2or n-1 n+l | 27\n=1 n+1

Na gjenstar det bare & behandle spesialtilfellet n =1. Da blir

a = %J‘OZ f (t)-cos(t)dt = Llsin(ﬂt) -cos(zt)dt

1
| =) L (cos(ar) o0s0) = L (-141) =0
4z o 47 7
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Vi far altsa at
0 nar n=1305,---

W=1_=2 g n=2,46,-

7r(n2 —l)

Beregningen av b, er (nesten) like omstendelig:

b, :%J'OZ f(t)-sin(nZt)dt = j:sin(nt)-sin(nnt)dt

1 sin((n-1)xt) B sin((n +1)7rt)}l

27 n-1 n+1

der integrasjonen er utfart ved hjelp av integraltabellen (eller dataverktgy). Men pa grunn av
faktoren (n —1) i den farste nevneren, er dette resultatet kun gyldig nar n=2, 3, 4, ---

Tilfellet n =1 ma altsa spesialbehandles. Vi setter inn grensene, og far at

b i_sin((n—l)ﬂt)_sin((n+1)ﬂt)}1

" 2r n-1 n+1

27 n-1 n+1

1 sin((n—l)ﬂ)—sino B sin((n +1)7z)—sin0J o

Na gjenstér det bare a behandle spesialtilfellet n=1. Da blir
i : 1. 1 . i
b, = I -sin(£t)dt = [ sin(t)-sin(xt)dt = | sin(t)dt :E[Zﬂt —sin(2xt)],

1 ; )
:E(ZE —sin(2z)—0+sin O) =

N =

Vi samler tradene, og setter opp Fourier-rekka til f:

:___z cos 2k7rt)+;sm(7rt)

T i 2k

Figuren nedenfor viser grafen av den rekka som framkommer ved a ta med bare to ledd i
summen. Vi ser at resultatet er overraskende bra.

'

o
I
(@)
=]
N
w

—

Her er noen oppgaver der du kan bryne deg pa integrasjonsteknikk: Oppgave 3.3.2.
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3.4. Fourier-rekker for jamne og odde funksjoner.

3.4.1. Beregning av Fourier-koeffisienter for jamne og odde funksjoner.

La os starte med a rippe opp i et par definisjoner:

Dersom f er en jamn eller en odde funksjon, kan beregningen av Fourier-koeffisientene
forenkles mye. Vi kan nemlig vise at:

Du finner beviset for disse setningene i et vedlegg.

Det er to store fordeler ved a bruke disse setningene:
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e Vi vet pa forhand at halvparten av koeffisientene blir lik null, og trenger derfor ikke a
beregne dem.

e Ved beregning av de gjenvarende koeffisientene skal vi kun integrere fra O til L. Dette
gir som regel mye enklere regninger enn a integrere fra T til T +2L.

Men far vi kan bruke setningene, ma vi vise at funksjonen er jamn eller odde. Vi starter da
gjerne med a tegne funksjonsgrafen. Hvis denne tyder pa at funksjonen er jamn eller odde, bar
vi pavise dette ved regning. Dette gjares slik:

La te[O, L],slikat —t [-L, 0]. Erstatt t med —t i funksjonsuttrykket nar t [0, L]. Hvis du
da far samme funksjonsuttrykk som det som gjelder nér t «[-L, 0], er funksjonen jamn. Hvis

du f&r samme funksjonsuttrykk som det som gjelder nér t [-L, 0] men med motsatt fortegn,
er funksjonen odde.

Eksempel 3.4.1: Bruk setningene ovenfor til & bestemme Fourier-rekka til funksjonen i
Eksempel 3.3.2:

f(t)=t nér -z <t<r,
f(t+27)="f(t)

Lasning: Funksjonsgrafen er tegnet til
hayre. Den tyder pa at funksjonen er odde.

I T
Vi viser det slik: / ﬂ

Late[0, z]. Daer f(t)=t.Sa erstatter vi t med —t, og far

F(-t)=—t=—F(t).

Altsa er funksjonen odde.

A f(t)

—~V

Veapnet med denne kunnskapen og setningene ovenfor, kan vi na sette:
a,=0 forn=0,1,2,3, ...

b, :%J.: f (t)sin(nt)dt = %IO”tSin(nt)dt :3{

_—Zl(nt cos(nt) —sin(nt))T

zin .
:—_22 nzcos(nz)—sin(nz)—0+sin0 :__Zz(nﬂ.(_l)n_o):_g_(_l)n

7 =(-0" =0 zn n
forn=1,2,3, ...

Og dette er de samme koeffisientene som vi fikk fgr, men med mye mindre regning.

Sa tar vi et eksempel med en jamn funksjon:

Eksempel 3.4.2: Finn Fourier-rekka til funksjonen f definert ved

~t nar -7 <t<0
f(t)= : f(t+27)=1f(t).
(®) {t ndr O0<t<ur (t+2m)=1()
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Lgsning: Vi starter med a tegne et utsnitt av grafen til funksjonen:

nu f (t)

v

271 —T 0 T 21 31 4n

—

Grafen tyder pa at funksjonen er jamn. Vi viser dette slik:
Vilar te[0,7), slikat f(t)=t.

Sé erstatter vi t med —t, og far f(-t)=—t.

Men —t befinner seg i intervallet (—r, 0). Derer f(t)=-t.
Altsder f(-t)= f(t), som viser at funksjonen er jamn.

Na er vi Klar til & beregne koeffisientene. Vi benytter daat L =7 :

I L N b Y L ST
ao—nfotdt—”{ztl zﬂ(z 0%) >

s

2¢n 2 ¢x 2| 1 .
a, =;J'O f (t)cos(nt)dt =;IO t-cos(nt)dt =;[F(cos(nt)+ ntsm(nt))}

0

2 ] 2 i
:E(cos(nzzhn7rsm(n7r)—cos(0)—0):E((_l) _1)
% nar n=135,-
=\

0O nar n=246,---
b,=0 forn=1,2,3, ...

Da blir Fourier-rekka

%—%(cost +3—12cos(3t) +5i2cos(5t) + j = Z—iz;

Na er tiden inne til & trene: Oppgave 3.4.1.

Noen ganger kan en periodisk funksjon som i utgangspunktet verken er jamne eller odde,
danne utgangspunkt for en jamn eller odde funksjon ved a forskyve funksjonen i koordinat-
systemet (eller ved a forskyve koordinatsystemet). Teknikken er vist i et tillegg.

3.4.2. Halvperiodiske utvidelser.
Vi tar utgangspunkt i en funksjon f (t) som er definert narte <O, L>. Vi kan ikke uten

videre finne Fourier-rekka til en slik funksjon siden den ikke er periodisk. Men vi kan lage 0ss
en periodisk funksjon pa grunnlag av f, og finne Fourier-rekka til den nye (periodiske)
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funksjonen. Dette kan gjares pa flere mater. Vi skal se pa de to vanligste: odde og jamne
halvperiodiske utvidelser.

f(t)
Vi starter med funksjonen f(t), te <0, L) som for eksempel kan se ut

|

|

|

: som pé grafen til venstre.
0 L't

Vi far den jamne halvperiodiske utvidelsen ved a “speile” grafen om y-aksen, og deretter
gjenta mgnsteret periodisk slik figuren nedenfor viser:

ALAA_

_L\qt\zL/sL

Vi far den odde halvperiodiske utvidelsen ved a "speile” grafen om origo, og deretter gjenta
mgnsteret periodisk slik figuren nedenfor viser:

/ f(t)/
E E el el .
/ 0| l;/ 2L~ 3:L 4.~ 5Lt

For slike halvperiodiske utvidelser kan vi finne Fourier-rekka ved hjelp av formlene for
henholdsvis jamne og odde funksjoner.

Eksempel 3.4.3: Vi har gitt funksjonen

f(t)=t*, 0<t<l.
a) Finn Fourier-rekka til den jamne halvperiodiske utvidelsen.
b) Finn Fourier-rekka til den odde halvperiodiske utvidelsen.

Lesning: A t(t)
- 0 - 10 T
Vi starter med a tegne grafen til f (t):
05+
00 +————F+———+=
00 05 10t

a) Grafen til den jamne halvperiodiske utvidelsen er vist nedenfor:
3 -2 1 lo 1 2 3 4 5 |
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Den halvperiodiske utvidelsen far periode p=2L =2 < L =1. Fourier-rekka blir

a, + ian cos(nzt)

n=1

1
a =1 Lf )dt == jtdt_{— } I
L 3 1y 3

:% cos dt :§I:tzcos(nﬂt)dt

der

[2nrtcos(nat) + ((n7)° —2)sin(nat) |,
Nz

3_3

- 2n7rCOS(n7r)+(n27r2—Z)Sin(nﬂ)—O—O
n"z — e

=(-0" =t

- nfﬂs (207 (-1)" +0) =

forn=1, 2, 3,

Her er det bestemte integralet beregnet ved hjelp av integraltabellen (eller kalkulator).
Altsa er Fourier rekka

zZ

Cos nﬂt

Summerer vi leddene til og med n =6, blir grafen til Fourier-rekka slik:

b) Grafen til den odde halvperiodiske utvidelsen er vist nedenfor:

Af (t)

s

Den halvperiodiske utvidelsen far periode p=2L =2 < L =1. Fourier-rekka blir

ibn sin(nzt)
n=1

der
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201, .
:_J' sin(nZt) t:IIOtzsm(nnt)dt
9. 3[((n;r) tz—2)cos(n7rt)—2n7rtsin(n7rt)}1
Nz g
- n;js ((n*2* -2)(-1)" -0-(0-2)-1+0) = n;; (n*7*(-0)" -2(-1)" +2)
3 -2 5% n n __2(_1)n 4 n
= (072 (1) + 2(1 (-)) )= (1 (')
i—% nar n=13,5,--
_ Nt nNrx
2 o
-—— nar n=2,4,6,---
nz

Her er det bestemte integralet beregnet ved hjelp av tabellen. Fourier-rekka blir da

ibnsin(nnt)
n=1

der b, er gitt ovenfor. Summerer vi leddene til og med n =38, blir grafen til Fourier-rekka

R Yy
TR R P FE R

Na bgr du trene selv pd Oppgave 3.4.2.

Her er et (av mange) eksempel pa hva dette kan brukes til: Anta at du har utfgrt en maleserie,
og vil lagre denne maleserien. Da ma du kanskje lagre tusenvis av maledata. Men hvis du
beregner Fourier-transformen av en halvperiodisk utvidelse av maleserien, og lagrer Fourier-
koeffisientene, kan det veere tilstrekkelig med “bare” noen hundre Fourier-koeffisienter for a
fa gjenskapt maleserien med svert god ngyaktighet. Smart, ikke sant?

3.5. Utledning av formlene for Fourier-koeffisientene.

Na er det pa tide & vise hvordan formlene for Fourier-koeffisientene framkommer. Vi skal
begrense oss til & utlede disse formlene, og skal ikke undersgke konvergensen. Vi skal derfor

anta at nar vi har en periodisk funksjon f (t) med periode 2L, er det alltid mulig a finne
koeffisienter a,, a, og b, slik at

=a, +ian cos(n%t)+ibnsin(n%t) (*)
n=1 n=1

Vi far bruk for noen integrasjonsformler:
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I

Merk at pé en strekning fra t =T til t=T + 2L vil funksjonene sin(nZt) og cos(nZt)
utfare n hele svingninger.

Du klarer sikkert & utlede formel (1) selv. De andre tre formlene er mer plundrete. Jeg har
derfor flyttet hele utledningen til et vedlegg.

Vi starter med & utlede formelen for a,. Vi integrerer da (*) over en periode, d.v.s. fra t =T
tilt=T +2L. Dafarvi

ITMLf(t)dt:jT (a0+2a cos(n<t)+ Zb sin(nx t))dt
:aoj:+2Ldt+nZ=;(aan+ cos(n<t) ) (b_[ sin( )

-ao[t]T+2L ian -0+ibn -0=a0((T +2L)—T)=2L-a0
n=1 n=1

slik at
1 e7+2L

=— f(t)dt.
a=or), T

S& skal vi utlede formlene for a, . Vi multipliserer da (*) med cos(m#t) og integrerer over
en periode. Da far vi:
IMLf(t) cos(m~t) dt_ao_[ cos mZt)dt
.

+ZanI:+2Lcos(nft) -cos(m=t)dt

T+2L

+Zb I sin(n£t)-cos(m=t)dt

Na tar vi en titt pa hjelpesetningene 1, 2 og 4. Da ser vi at alle integralene blir lik null, med ett
viktig unntak: Nar n = mblir
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j:+2”cos(m%t)-cos(n%t)dt =L.
Dermed star vi igjen med
J'TML f(t)-cos(mzt)dt=a,-0+a,- L+gbn -0

som gir
T+2L
:—I )cos(m=t)dt .

Og dette er jo den formelen vi skulle fram til (at indeksen heter m istedenfor n har jo ingen
betydning).

P& samme mate utledes formelen for b, . Vi multipliserer (*) med sin(mft) 0g integrerer
over en periode. Da far vi:
IML f(t)-sin(mzt)dt = aOI "sin (mzt)dt
T L

+ianJ'TT+2Lcos(n%t)-sin(m%t)dt
n=1

+ibnj:+2Lsin(n%t)-sin(m%t)dt
n=1

Na bruker vi hjelpesetningene 1, 3 og 4. Da ser vi at alle integralene blir lik null, med ett
viktig unntak: Nar n = mblir

[ sin(mt)-sin(nzt)dt =L.
Dermed star vi igjen med
.[TML f(t)-sin(m£t)dt = a, -0+§:an 0+b, -L
n=1
som gir
T+2L
:—J' t)sin(m£t)dt.

3.6. Lgsing av differensiallikninger.

Vi skal na se hvordan vi kan bruke Fourier-rekker til a lgse differensiallikninger der en
periodisk funksjon inngar. Vi skal ngye oss med a se pa et lite eksempel som illustrerer den
generelle framgangsmaten.

Eksempel 3.6.1: Lgs differensiallikningen
y'(t)+y(t)=f(t).

der
f(t)={_1 nar —-1<t<0

, F(t+2)=f(t
1 nar O<t<l1 ( ) ®
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Lgsning: Vi vet at lgsningen av slike differensiallikninger kan skrives pa formen

y(t) =y, ()+y, )
der vy, (t) er lgsningen av den homogene likningen mens Yo (t) er en partikuleer lgsning.
Vi finner farst y, (t) ved & Igse likningen

Yot ¥ =0 < %:_yh Idth—J- dt < Iny,=-t+InC

dt
& Iny,-InC=- ELN o _ gt —Ce"
y,—InC=-t < In o t < o e y,(t)=Ce™

Viserat y, (t) -0 nar t — oo. Derfor er den partikuleere lgsningen mest interessant. For &
finne en partikulzer lgsning, skriver vi ferst f (t) som ei Fourier-rekke. Vi merker oss da at
f (t) er en odde funksjon med periode p=2 < L=1p=1. Dablir

a, =0 forallen.

:—.[ )sin(nZt) dt—2.[1 SIn(nzzt)dt—2_—1[cos(n7rt)](l)
nz

_ n ~ np&r n=135,--
=_2(cos(n7r)—coso)=£(1_(_1) )= {ne M
e nz 0 ndr n=24,6,"

Fourier-rekka til f (t) blir da
F ()= 30, sin(net) == 25 —=

7T k=1

1sin((2k ~xt).

Nér vi na skal finne en partikulr lgsning y, (t), er det rimelig d anta at y_(t) er av samme

form som f (t). Men selvom f (t) bare inneholder sinus-ledd, ma vi vere forberedt pé at
Yo (t) inneholder en kombinasjon av sinus- og cosinus-ledd. Da far vi:

y, ()= i(snsin(nﬁt)+ ¢, cos(nzt))

= vy, (t)=> (s, -nz-cos(nzt) —c, -nz-sin(nzt))
n=1
Sa setters dette inn i likningen. For oversiktens skyld setter jeg bare inn i venstre side farst:

o0

> (s, -nz-cos(nzt) —c, -nz -sin(nzt)) + i(sn sin(nzt) + ¢, cos(nzt))
n=1 n=1

=" ((nzs, +¢, )cos(nzt) + (-nzc, +s, )sin(nxt))
n=1
Hele differensiallikningen blir da

i((nﬁsn +¢, )cos(nzt) +(-nzc, +s, )sin(nzt)) = ibn sin(nzt)

n=1
der b, er de Fourier-koeffisientene som vi har regnet ut ovenfor.

Dersom venstresiden av likningen skal vere lik Fourier-rekka pa hgyresiden for alle verdier

avt, maviforalle n=123, - haat:
s, 6 =l = & ==lws
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-nzc, +s,=h, < -nz(-nzs,)+s,=b, < (n’z?+1)s, =b,

1 4 2
1 ——5; — Nhar n=135,-
= SnIlenZ nN‘z-+1 nz
iz +2 0 ndr n=2,4,6,
Da blir
-n 4 -4 .
nrx T - n& n=135,-
C,=-N7zS, =—— 1bn= nNz+1 nr nz°+1
N7z + 0 nar n=24,6,-

Vi samler tradene, og finner at

y(t)=Ce "+ Zw:(sn sin(nzt) + ¢, cos(nzt))

=Ce ' + 42

(((ZK 1;2 2 1)((2k11)7z5in((2k_1)”t)‘005((2k—1)ﬂt)n
k=1 — o+ —

Grafen til de 10 farste leddene i rekka (den partikuleere lgsningen) blir slik:

Vi ser hvordan y(t) hele tiden gér eksponentielt mot enten +1 eller -1, inntil f (t) skifter
fortegn slik at y(t) ma prave a falge etter.

Det ble ganske mye arbeid selv om dette var et enkelt eksempel. Men framgangsmaten blir
alltid den samme: Finn Fourier-rekka til periodiske funksjoner som inngar, og anta at
Igsningen er av samme form som den eller de leddene som inngar i disse Fourier-rekkene.
Dersom noen ledd i slike lgsninger allerede inngar i lgsningen av den homogene likningen,
ma slike ledd multipliseres med t. Etter en del regning vil du fa rekursive likninger som kan
brukes til 2 bestemme koeffisientene i lgsnings-rekkene.

3.7. Mer om Fourier-rekker.

3.7.1. Frekvens, amplitude og fase.
Du vet na at en periodisk funksjon f (t) med periode p =2L kan uttrykkes ved en Fourier-

rekke
F(t)=a,+ iam cos(nZt)+ ibn sin(nZt).
n=1 n=1

som konvergerer mot f (t) overalt hvor f(t) er kontinuerlig. Men noen ganger er det mer
gunstig a skrive Fourier-rekka pa en annen form:
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Dette viser vi ved a benytte at
Ccos(V+¢)=CoSV-Cosp—sinv-sing.

Da fér vi at
iﬂ cos(nZt+gp, )= A cosg, + iﬁh(cos(n%t)cown —sin(nzt)-sing, )
n=0 n=1

= A COS@, + i(ﬂ cos ¢, -cos(n£t) - A sing, -sin(nZt))
Sammenlikning av ledd i rekka over mrgé tilsvarende ledd i den vanlige Fourier-rekka
a, +ian cos(n%t)+ibnsin(n%t)
gir na at s?(_jlen A, skal vaer:.\_;ositiv, er det naturlig & sette A, =|a,| mens cosg, = +1 for & fa
rett fortegn. For alle andre verdier av n blir:

Acosp,=a, 0og —Asing, =Db,.
For & finne A , kvadrerer vi disse likningene og legger dem sammen. Da far vi

AZcos’p, +A’sin’g, =a’+b’ < A?(cos’q, +sin*g,)=a,+b’

< A =4a°+b?

For & finne ¢, , deler vi likningene pa hverandre, og far

M:& = tanq)n :_&_

A1 Cc)S¢I'I an an

Du far na to mulige verdier av ¢, i intervallet [0,27), og mé velge den verdien som gir

positiv A, .

Du ser at for hver verdi av n har vi erstattet a, cos(nZt)+b,sin(nzt) med ett cosinus-ledd:
A cos(n%t + (on). Vi kunne forresten godt ha brukt et sinus-ledd isteden. Starrelsen A, er

amplituden for svingningen med vinkelfrekvens n{t og er alltid positiv, mens ¢, er
fasevinkelen for svingningen med denne vinkelfrekvensen.
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For sikkerhets skyld kan vi jo repetere begrepene periode, frekvens og vinkelfrekvens. Nar vi
sier at leddene a, cos(nt) og b, sin(n£t) er periodiske med periode p,, betyr det at

NZ(t+p,)=n%t+27 < nZft+nZp =nft+27r < n&p, =27 < p,=2.

Frekvensen f_ til disse leddene er da gitt ved

—1_on
fn_ Pn 2L

mens vinkelfrekvensen er 2z f, =27 -5-=n-+. Legg merke til at frekvensen og vinkel-
frekvensen er proporsjonal med n.

Eksempel 3.7.1: | Eksempel 3.3.2 viste vi at Fourier-rekka til den periodiske funksjonen
f(t)=t nér -z <t<rz, f(t+27)=f(t)
er

n+1

F(t)= 22 sin(nt) isint—gsin(Zt)+§sin(3t)—%sin(4t)+
Skriv denne Fourler rekka pa amplitude-fase-form.

Lasning: Vi ser direkte at
A =0
og at
2
A =\a’+h?’ =\/02 +((—1)n %) =2 ndrn=123,

Siden a, =0 for alle n, blir fasevinkelen ¢, gitt ved

—0 nar b >0 —i7 ndr n=135,:-

o nar b <0 (pnziﬂ' nar n=2,4,6,---

a 2

n

Dermed blir rekka
F(t)= ZA]COS nt+g,) =incos(nt+(_1)”.%;;)_

n=1

b, {
tang, =—"—>

For sammenlikningens skyld kan du jo legge merke til at
cos(nt—17)=sin(nt),
cos(nt+47)=-sin(nt).

Dermed er du tilbake til den Fourier-rekka vi startet med.

A f(t) Til venstre ser du et plot av de 10 farste
1 leddene i Fourier-rekka til f (t). Du ser at den
.1 opprinnelige periodiske funksjonen blir ikke
1 serlig godt gjengitt med bare 10 ledd. Det
T R VAU R skyldes at amplituden A, =2 avtar noksa
6 4| 2 A 2 4 6 t langsomt nar n gker, slik at vi ma ha med
P ganske mange ledd far A, blir sa liten at
3t bidraget blir neglisjerbart.
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La oss avslutte med et eksempel der vi ikke trenger & ta med sa mange ledd far Fourier-rekka
blir en meget god tilneermelse til den funksjonen vi gikk ut fra.

Eksempel 3.7.2: Sett opp Fourier-rekka pa amplitude-fase-form til funksjonen f gitt ved
f(t)=2t ndr -z <t<z,  f(t+27)="f(t).

Lgsning: Finner farst koeffisientene pa vanlig mate, der vi benytter at funksjonen apenbart er
jamn. Periodener p=2L=27 < L=x.Dablir:

aoziij(t)dtzi(j”ltdt) —[L-48°]" = 31 (z°-0)=1x.

2
== zt)dt =—| Lt t)dt
I )cos(n= 7,.[ Lt*.cos(nt)

T

= —{%(Znt cos(nt)+(n’? - 2)sin(nt))}
z*Ln

2
0

= ;23(2n7rCOS(n7r)+(n27z2—2)sin(n7z)—0—0)
z°n

2.3 (Zn”'(—l)n +O) _ 4 (_12)”
i T n

b, =0 fordi funksjonen er jamn.

Fourier-rekka blir da

0

F()=a, +ian cos(nt)=%ﬂ+iz(_z)

n=1

cos(nt).

Vi tar hensyn til fortegnsskiftet ved & legge inn en fasevinkel ¢, gitt ved
7 nar n=1305,:-
o Z{O ndr n=24,6,
Da blir

F()=37+

0

)-

n=1 7

Nar vi ser bort fra konstantleddet %7, er amplituden i eksemplet foran gitt ved A =%

Faktoren n’ i nevner farer til at A avtar raskt nar n gker. Vi mé derfor vente at det ikke
trengs mange ledd i Fourier-rekka for a gi en god tilnarming til den opprinnelige funksjonen.

f (1) Grafen til venstre viser summen av de 10 farste
3 leddene i Fourier-rekka for funksjonen i eksemplet
2 foran. Du ser at tilneermingen til den opprinnelige
1 funksjonen er mye bedre na enn i det farste

eksemplet. Dette viser hvor viktig det er & holde
gye med hvordan A, avhenger av n.
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3.7.2. Fourier-rekker pa kompleks form.
Vi gar som vanlig rett pa sak:

Merk at nar vi skriver rekka pa kompleks form, ma vi summere fra n = —co til n=+00.

Dette var mye pa en gang (og vi har faktisk mer pa lager). Men la oss starte med a vise at det

som stér i ramma ovenfor faktisk stemmer. Vi starter med & omforme uttrykket z cet:

cet' = icn(cos( t)+i-sin(nzt))

n=-—o0

= lec (cos(nzt)+i-sin(nt))+c, +Zc (cos(nzt)+i-sin(nzt))

n=-o

Sa skifter vi fortegn pa summasjonsindeksen n i den frarste summen, og benytter at
sin(—v) = —sinv og at cos(—v) = cosv.
Da far vi:

HZ,C"EL ch(cos )+i-sin(- ”t))+c0+nZ;c (cos(nzt)+i-sin(nzt))
f

O

cos(n£t)—i-sin(nz t))+c0+icn(cos(n{t)+i-sin(n%t))

n=1 n=1

=co+i( ¢, +¢,)cos(nzt)+i-(—c, +c,)sin(nzt))

n=1

Nar vi na sammenlikner koeffisienter i rekka over med koeffisientene i den vanlige” Fourier-
rekka, ser vi direkte at

C, =8, a,=C,+C,, b, =i(c,—c_,).
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Hvis vi nd lgser ut ¢, og c_, av de to siste likningene, far vi at

c,=%(a,—i-h,) og c,=%(a,+i-b).
Men uttrykket for c, kan skrives

C,=3a,—i-zb .
Og siden a, og b, erreelle tall, ser vi direkte at

Re(c,)=%a, < a,=2-Re(c,)

Im(c,)=—1b, < b,=-2-Im(c,).

2°n

Na gjenstar det "bare” & vise at

c, L T (e "t
2L°T
for alle ne Z . Det gjer vi slik:
Nar n=0, er
6= [t (t)etdt == [ f (t)dt=a
° oLt 2Lt o

Nar n=1,2,3,--- er

1 eT+2L inz 1 eT+2L . L .
& =50 ) f(t)e Ltdtzz _f(t)(cos(—net)+i-sin(-nt))dt
1 preaL . o1 T2l ] ”
=) f(t)cos(nTt)dt—l-Z ~ f(t)sin(nft)dt
=1(a,—i-b,)
Narn=-1,-2,—3,--- er
1 pT+2L Zi(-n)z 1 eT+2L i L .
=50 ); f(t)e™ )Ltdtzz  f(t)(cos(ngt)+i-sin(n£t))dt
1 prsaL o1 T2 )
=50k f(t)cos(n%t)dtﬂ'zjT f(t)sin(n£t)dt
:%(an +i'bn)

Dermed har vi vist at

c, NENHES (t)e"dt
2L T
foralle neZ.

Dette ma vi illustrere med et eksempel:

Eksempel 3.7.3: | Eksempel 3.3.3 satte vi opp Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
f(t)=t* ndr 0<t<l, f(t+1)=f(t)

a) Sett opp de komplekse Fourier-koeffisientene til denne funksjonen.

b) Finn Fourier-koeffisientene a, og b, pa grunnlag av uttrykkene for c, .
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Lasning: Denne funksjonen har periode p=2L=1 < L==
a) Dersom n=0, blir
_ 7i~0%t _ _[143 1 _1
C=or)  f(t)e "= [St]o_g'

1 eT+2L
Dersom n = 0, far vi etter to gangers delvis integrasjon (som ikke er vist i detalj):

c, :2_1|_ TML f(t)e"dt :%Etze‘i”'z”‘dt
=2 13n3 [e" (2iz’n’t? +27rnt—|)]:)
T
=2 13n3(e 2 (2iz’n? + 27n i) —e (O+O—i))
T
= 13n3( (cos(—2zn)+i-sin(-2zn) )(272'n+l(272' 1))+i)
T
4];n3(l+0| Zﬂn+4 27°n )+|)
T
4”13n3(27zn+| 27°n° —i+i)= 47z1n (2zn+i-272%n%)
11
__2ﬂ2n2+l 27n

b) Nar n=0, blir a; =c, =%.

Nar n=0, finner vi a, og b, ved a plukke deler av c, slik:

1 1
W =2:Re(6) =2 5= a7
b, =—2-Im(cn)=—2-i:—i.

27n zn

Dette stemmer med resultatene fra Eksempel 3.3.3.

Ved a sammenlikne lgsningen av Eksempel 3.7.3 ovenfor med lgsningen av Eksempel 3.3.3,
ser vi at arbeidsmengden er omtrent lik i begge eksemplene. Faktisk kan det noen ganger veere
lettere & finne a, og b, ved & ga veien om c,, bade fordi vi da slipper unna med 4 lgse ett
integral istedenfor to, og fordi det ofte er lettere a lgse integral med eksponential-faktorer enn
a lgse integral med sinus- og cosinus-faktorer. Ulempen er at vi til slutt ma splitte opp c, ien
realdel og en imaginardel.

Nar vi sammenlikner ei Fourier-rekke pa amplitude-fase-form med den tilsvarende Fourier-
rekka pa kompleks form, far vi et par nyttige resultater:
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Dette ser vi slik: Fourier-rekka pa amplitude-fase-form er

o0

D Acos(nZt+g,)

n=0
der

A =4a’+b?, tang, =—Z—".
Av sammenhengen n
C, =%an —i %bﬂ
ser vi at
e =\(3a) +(-20,)" = 2, +30, =3a7 +B = 1A < A =2

Videre ser vi at argumentvinkelen til c, er gitt ved

~ip, b
tan(arg(c,)) = ;a" :—a—“:tan(gon) < g, =arg(c,).
27N n

Det faktum at absoluttverdi og argumentvinkel til ¢, gir oss amplitude og fasevinkel til den
tilhgrende cosinus-svingningen, gjar at vi har stor nytte av Fourier-rekker pa kompleks form.

3.7.3. Fourier-transformen.

Vi har hittil kun arbeidet med periodiske funksjoner, eller vi har brukt halvperiodiske
utvidelser til & danne periodiske funksjoner. Men hvis vi skal studere frekvensinnholdet i
ikke-periodiske funksjoner, er det best & bruke Fourier-transformen. Den er definert slik:

Det er pafallende likheter mellom Fourier-rekker pa kompleks form og Fourier-transformen.
Jeg minner om at Fourier-rekka pa kompleks form er

S c et

der
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1 eT+2L
C,=—
2L7

La oss farst se pa starrelsen @ som inngar i Fourier-transformen. Du husker sikkert at
frekvensen til funksjoner av typen cos(nZt) og sin(nzt) er

f=a

n 2L "
Den tilhgrende vinkelfrekvensen er
o, =2rf =2r- s =NE.
Dermed kan vi skrive
1 eT+2L 1 eT+2L

_ = f t —in%tdt:_ f t —ia)ntdt '
ool F e = L e e

f(t)e "Mdt.

Med unntak av faktoren - og integrasjonsgrensene er dette uttrykket for ¢ identisk med
definisjonen av Fourler-transformen. Dette tyder pé at Fourier-transformen F (o) spiller
omtrent samme rolle som Fourier-koeffisienten c, .

Men det er en viktig forskjell til: I uttrykket for ¢, inngar @, =nZ, som kun kan ha visse
verdier bestemtav n=1,2,3,---. Men i definisjonen av Fourier-transform er « en kontinuerlig
variabel. Dette inneberer at mens {c,} kan oppfattes som en tallfglge, er Fourier-transformen

F () en funksjon av en kontinuerlig variabel o

Dette farer ogsa til at nar vi bruker kompleks Fourier-rekke, er

- Zw: cet = i c. e,
n=—w n=—o

Nar vi bruker Fourier-transform, er
1 o .
f(ty=—| F(w)e“dt.
()= F(o)
Igjen ser vi likheten mellom Fourier-transform og kompleks Fourier-rekke.

Du blir neppe overrasket nar jeg na skal vise at vi kan finne sammenhenger mellom Fourier-
transformen og koeffisientene a, og b, i den "vanlige” Fourier-rekka. Vi starter med & anta

at f er en funksjon som er forskjellig fra null i et intervall fra t =T til t=T + 2L, og som er
lik null utenfor dette intervallet. Da blir Fourier-transformen til f:

F(w)=]" f(t)edt=["" f (t)(cos(at)-isin(et))dt

—J‘WL )cos(wt) dt—lj f (t)sin(ot)dt

Sett s& o =n%, og sammenlikn med formlene for a, og b, i den vanlige Fourier-rekka. Da

ser du at:

1 p7+ 1
ao:_TZLf oL

=—JT+2L cos n+ t)dtz%-Re(F(nl)) nar n=1 2,3, -

L
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1 (7oL ) 1 o
h=r) (@) sin(ngtdt=—T-Im(F(ng))  nérn=123,.-

Dersom vi sammenlikner med Fourier-rekka pa amplitude-fase-form, far vi flere analogier:
1
A =\ +b" =—|F(nf)

tan g, :—Z—”ztan(arg(l:(nl))) nérn=1,23,--

narn=12,3,---

L
n

Disse sammenhengene kan forlede deg til & tro at Fourier-transformen kun er en annen mate a
beregne Fourier-koffisienter pa. Men det er slett ikke tilfelle. Det er flere prinsipielle
forskjeller mellom Fourier-rekker og Fourier-transform:
e Fourier-rekker er kun definert for periodiske funksjoner, mens Fourier-transform er
definert for enhver stykkevis kontinuerlig funksjon.
e Fourier-rekker bygger opp de periodiske funksjonene av sinus-svingninger med
bestemte frekvenser av typen f =--, n=1, 2, 3, ---, mens Fourier-transformen er en
kompleks funksjon av en kontinuerlig variabel @ som kan oppfattes som en frekvens.

Na er tiden inne til & se et eksempel:

Eksempel 3.7.3: En funksjon g er gitt ved

(t)—l nar O0<t<r
9IU=10 ellers

a) Finn Fourier-transformen til g.
b) Bruk resultatet til & finne Fourier-koeffisientene a, og b, for funksjonen

1 nér te[O,ﬂ> ’
fra Eksempel 3.3.1.

f(t):{0 Lty f(t+27)="f(t)

Lasning:
a) Vi bruker definisjonen av Fourier-transform, og far

00 5 T : 1 q T | i
F(w)= t).e'dt=| 1l.e'dt=—+e""| =—(e"" -1).
(@)=] g(t)-e st ], e ] =L )
b) Funksjonen f er periodisk med periode p=2L =27 < L =x. Innenfor intervallet
(-, 7y erfidentisk med g. Utenfor dette intervallet er g(t)=0. Da kan vi finne

koeffisientene til Fourier-rekka til funksjonen f ved a sette inn

T T
w=n-—=n-Z=n
L T

i Fourier-transformen, og far

F(n)= ﬁ(e‘”” -1)= ﬁ(cos(—nﬁ) +isin(-nz)-1)

= Lcos () isin (v7) 1) = L (- ~i-0-1).

i n 2 nar n=135, -
=—((-1)"-1)=4 "
n(( ) ) {0 nar n=24,6,---
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Dette gir da
1 1
==Re(F(n))==-0=0 ndrn=123, -
=T e(F(n)) —-0=0 nérn
_L.(—2)=2 pj _
bnz—ilm(F(n)):{ ’f( n) nr n?‘r n 1'3!51
L 0 ndr n=2,4,6,--

Tilfellet a, ma spesialbehandles, fordi vi far et "null-over-null”-uttrykk nar vi setter inn
®=n=0. Ved hjelp av L’Hbpitals regel far vi:

1 1 . i, -
=~ F(0)=—-lim—(e7 -1)=—1
=30 (©) 27 afino@(e ) 27 o w
:L."m—me‘“’”=|~(—|7z)60=1
27 o0 1 27 2

Disse koeffisientene stemmer helt med resultatene fra eksempel 3.3.1.

La oss avslutte med a antyde hvordan vi kan komme fra Fourier-rekka pa kompleks form og
til Fourier-transformen. Vi har tidligere funnet at en periodisk funksjon med periode p =2L

har en frekvens f, ==- og en vinkelfrekvens

a)l=27rf1=£ = l:ﬂ.
L L ~«
Da kan vi skrive
1 pr+aL inzt @ T+2L -
C =— f(t)e"tdt=—+ f(t)e"'dt.
n 2L T () ()

2T

Fourier-rekka pa kompleks form kan da skrives

N .t N[ @ (T2 —inayt int
f(t)—n;Ocne _nZ_;C[Zﬂ'J.T f(t)e dtje :
Na begynner moroa. Vi skal antaat L — o . Da vil @, — 0. Under denne grenseovergangen

vil frekvensene av typen ne, komme stadig neermere hverandre, og kan ved grense-

overgangen betraktes som en kontinuerlig frekvens @ . Den minst tenkelige gking av frekvens
blir da

Aw=(n+1)o, —no, = o,.

Ved grenseovergangen er det naturlig a erstatte Aw med dw . Dessuten ma vi integrere fra
—oo til oo istedenfor fra T til T + 2L, og summasjonen kan erstattes med et integral fra —oo til
co. Nar vi utferer alt dette, far vi:

®© 1 © —iw i 1 ® iof
f(t)=Iw[Z_|.wf(t)e toltje do=—"[ F(o)e"do
der
Fo)=[ f(t)e™dt.

Og det er nettopp det vi skulle vise.
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4. Blandede oppgaver.
4.1. Oppgaver.
Oppgave 1
Undersgk om disse rekkene konvergerer eller divergerer:
= n+3
2 ; n*+2
z n
b
) = (n-1)(n+1)
& (n)’
O Lon)
d) Zw:izln n
n N
= 1
? HZ:; n-Inn
Oppgave 2
Finn konvergensintervallet for hver av disse rekkene:
= (x+1)"
a) z( - ) .
o Kk
G :
b ———(x-2) .
) §2n+2(n+l)(x )
N (_1)n n
g ;(Zn +1)!X '
2, 2" n
d) ZF(X—Z) :
n=1

K +1
X

9) Z;Zn—l

o0 3n n
hy  >—K&-1".

n=1 n
Oppgave 3
a) Vi har funksjonen f(x):l_e

X

1) Sett opp Maclaurin-rekka til f(x). Ta med det generelle leddet.
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2) Bruk Maclaurin-rekka til & finne Iirrg f(x).
Kontroller svaret ved a bruke L'Hopitals regel.

1-e dx numerisk, med 3 korrekte desimaler.
X

3) Les [

Sett opp ei potensrekke (Maclaurin-rekke) for

1
f(x)= :
(%) 1+ x°
og bruk resultatet til & finne Maclaurin-rekka til

g(x)=arctanx.

Sett opp Maclaurin-rekka til funksjonen
f (x)=sin(2x)

og bruk resultatet til & finne summen av rekka
o (1) 22 2t 2
Z—:l——+———+

pard (2k +1)! 31 51 71

Bruk de to farste leddene i Taylor-rekka for sin x til & finne et tilnaermet uttrykk for
J:ﬁ -sinxdx.

Finn en gvre grense for ungyaktigheten i beregningen.

1) Vis at rekka
>n-1 1 2 3 4 n-1
- = — —— e —F ..
2 n! 2! 3! 41 5l n!

konvergerer.

X

2) Sett opp ei rekke for e_’ og bruk denne til & finne summen av rekka i 1).
X

Bruk Maclaurin-rekka for sin x til a sette opp ei Maclaurin-rekke for

sin(\/;)
Nl
Finn Maclaurin-rekka til funksjonen
2x—In(1+ 2x
f(x)= (2 )

X
Bruk rekka til & bestemme grenseverdien Iirrg f(x).

Finn Maclaurin-rekka til funksjonen
f(x)=—

)

Det kreves ikke at du finner konvergensintervallet.
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Vi har definert hyperbolsk sinus som
sinh(x) =1(e* —e™).

2

Bruk Maclaurin-rekka for e* til & sette opp Maclaurin-rekka for sinh(x) .

Bruk de to farste leddene i Taylor-rekka for sinx til & finne et tilnaermet uttrykk for

Jjﬁsin xdx ,

og finn en gvre grense for usikkerheten ved denne beregningen.

Oppgave 4

a)

b)

d)

Vi har gitt rekka
N LRV

=
1) Finn rekkas konvergensomrade.

0 n

) .2 .
2) Vis at summen av rekka Z% blir T x nar —2<x<2.
n=0
Bruk dette til & finne summen av rekka
2 n

n=1 2n

For hvilke verdier av x konvergerer rekka
I-x+ X2 =X+ 4 (=1)" X"+ - 2
Sett opp en formel for summen av rekka nar den konvergerer. Ta utgangspunkt i rekka
over, og finn summen av rekka
lxz _i.lx‘? +1'£X4 _l.lx 4+ - _|_(_1)n_.
2 2 3 3 4 4 5 n+l n+2
(Det kreves ikke at du skal finne konvergensomradet.)

1 1 Xn+2 +

Benytt at sin (2x) = 2sin xcos x til & sette opp ei potensrekke for
f (x) =sinxcosx.
Finn deretter ei potensrekke for
Sin X cos X
[JEALLEL
X

Bruk Maclaurin-rekka til In(x+1) til & vise at

1 B 1, 1., 1.,
J;In(x+1)dx_x—?x +3—2x _FX + e
forutsatt at rekka konvergerer. Skriv rekka ved hjelp av summasjonssymbol, og finn

konvergensomradet til rekka.

Vis ved hjelp av Taylor-rekka for cosx at

JC()S\/;dx:Inx—ix+i-1x2—i'1
X 2! 41 2 6! 3

X + ...

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg



Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 85

Skriv rekka
1 11, 11,
——X+—-= — =X+
217 41 2 6! 3
ved hjelp av summasjonstegn, og finn konvergensomradet for denne rekka. For hvilke
verdier av x konvergerer rekka i starten av oppgaven?

f) Forklar hvorfor rekka
2n

= X
Z3n

n=0

konvergerer nar —/3 < x < J3, 0g at summen av rekka da er

N

3-X
Bruk resultatet ovenfor til & finne summen av rekka

izn 2n- 1

n=l

g) Bruk bl.a. Taylor-rekka til cosx til & vise at
1-cosvx <&(-D"" .,
Xt
Finn konvergensintervallet for rekka ovenfor.

Skriv ut de 3 farste leddene i rekka ovenfor, og bruk dem til & finne et tilnsermet uttrykk
for

11— cos(\& )
J-O X
Finn ogsa en gvre grense for ungyaktigheten i beregningen.

dx.

Oppgave 5
a) Visat Z(——)n Ty —%.

b) For hV|Ike verdier av x konvergerer rekka i a)?
c) Brukrekka i a) til & finne summen

Sin-(-3x)""
n=1

Oppgave 6
a) For hvilke verdier av x konvergerer rekka

i%XZnﬂ 7

2™
b) Vis at nar rekka i a) konvergerer, sa er rekkas sum gitt ved

4X
S(x)= .
( ) 4 _ XZ

c) Bruk resultatet ovenfor til & finne Maclaurin-rekka til funksjonen

f(x)=In(4-x%).
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker.
Oppgave 7
a) For hvilke verdier av x konvergerer rekka
z (_1) X" ?
n=1 n2
b) Ta utgangspunkt i at
1 l © (_1)n+1
IN(1+Xx)=x-=x>+=x>—--- = X",
( ) 2 3 ; n
og finn ei potensrekke for
x In(1+t
RS
0 t
Oppgave 8
a) Finn konvergensomradet for rekka
n=1 - 2n '
b) Visat
Zw: X"t 1
~ 2" 2-x
nar rekka konvergerer.
Hva blir konvergensomradet for rekka.
c) Bruk resultatene ovenfor til a finne summen av rekka
n - 2" .
Oppgave 9
Vi har gitt funksjonen
1
f(x): 2
(1-3%)
a) Vis at Maclaurin-rekka til funksjonen er
=n+1
Z n X"
o 2
b) Finn konvergensintervallet for rekka ovenfor.
c) Bruk resultatene ovenfor til a finne summen av disse rekkene:

= (-1)"(n+1
y S0
n=0
1‘2+2'3x+3'4x2+---+n(nJrl)x”’l
2 2° 2° 2"

2) 4 ..

(Det kreves ikke at du skal finne konvergensintervallene til disse rekkene).
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Rekker.
Oppgave 10
a) Las,
Z ovn+1+ \/_
Vis at —:\/n+1—\/ﬁ,
n+1+ \/ﬁ
og bruk dette til a finne et enklere uttrykk for Sy.

Konvergerer rekken Z

oreew o

Svaret skal begrunnes.

b) Bestem ved hjelp av forholdstesten konvergensomradet til rekka

o0

Oppgave 11
a) Beregn koeffisientene a,, a,, a,, a;, ..., a, i rekkeutviklingen
L =g, +aXx+a,x’ +a,x +---+, [x<1.
V14X
b) Visat

J w;dx = I %;dx
2 J1+x* o JV1+x*
ved & substituere u=1<.
Bruk sa rekka i a) til & beregne integralet
'[ -1 dx
2 J1+x*

med seks riktige desimaler.

Oppgave 12
a) Finn konvergensomradet for rekka

0

> (-1)"(n+1)(x-1)".

n=0

b) Finn Taylor-rekka til
1
fx)=—
rundt x=1.

Oppgave 13
Finn Taylor-polynomet av 3. grad for

f(x)=+x
rundt x=4.
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Side 88

Rekker.
Oppgave 14
a) Vis at Taylor-rekka til funksjonen
2
f (X) = F
rundt x =1 blir
> (-1)"(n+1)(n+2)(x-1)".
n=0
b) Finn konvergensintervallet for rekka ovenfor.
c) Bruk resultatene ovenfor til a finne summen av rekka
i (n+1)(n+2)
n=0 2n .
Oppgave 15
a) Vis at Maclaurin-rekka til
f(x)=In(x+2)
er
- _1)n—1
In2+ ( x".
nzzl‘ n-2"
b) Finn konvergensintervallet for rekka i a).
c) Finnsummen av rekka
11 1 1 (-1
— + — + cee + _|_ cee
1.28 2.22 3.2 4.2° n-2"
d) Forklar hvorfor
1= X+ X =%+ +(-1)" X" + oL nar —1<x<1,
1+x
og kontroller svaret i ¢) bl.a. ved a integrere denne sammenhengen.
Oppgave 16
a) Finn konvergensomradet for rekka
i 1 X2n+l )
= 2n+1
b) 1) Tautgangspunkt i Taylor-rekka for In(x+1), og sett opp Taylor-rekka for In(1—x).

1+X

2) Vis at Taylor-rekka for In,|[—— blir rekka i del a) ovenfor.

1-x

) il 1

3) Finn summen av rekka » —————.
) nz_(;(Zn +1)~22n+1
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker.

Oppgave 17
a) Finn konvergensomradet for rekka

iﬂx” .

= n+2
b) Sett opp Maclaurin-rekka for
x—In(x+1)

f(x)=——7—=,

X
og bruk resultatet til & finne summen av rekka

L
= (n+2)-2"

Oppgave 18
a) Vis at Maclaurin-rekka til funksjonen

f(x) :ﬁ-sin(\/;)
blir
X—LIx®+Ex —Ex 4
b) Benytt resultatet til & finne summen av rekka
x (71)n+1_2n
Z (2n-1)1 *
n=1

c) Finn en tilneermet verdi for

I:ﬁsin(&)dx.

Oppgave 19

Side 89

Bestem Fourier-rekka til hver av de periodiske funksjonene nedenfor. Jeg vil anbefale at du
farst tegner grafen til funksjonen, og undersgker om funksjonen er jamn, odde, eller ingen av

delene.

I de fleste lgsningsforslagene er ubestemte integral lgst med dataverktgy.

a) f(t)=t" ndr -1<t<1, f(t+2)="f(t).

b) f(t)=t’—t ndr -1<t <1,

Q)

f(t)=t>—4t ndr -2<t<?2,

f(t)

f(t)

cost nar
0 nar

1 nar
0 nar
-1 nar

O<t<nrm

r<t<2r'

0<t<«1
1<t<3,
3<t<4

f(t+2)=f(t).

ft+4)=1(1).

f(t+27)=f(t).

ft+4)=f(t).
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker.

-1 nar -2<t<-1
f) f(t)=<t ndr -1<t<l, f(t+4)=f(t).
1 nar 1<t<?2

1-t*> npar -1<t<1
0 nar 1<t<3

Oppgave 20

I oppgavene nedenfor skal du finne Fourier-rekka til en jamn eller odde halvperiodisk

Side 90

utvidelse av hver av de gitte funksjonene. Du bgr starte med a tegne graf av de periodiske

funksjonene.

a) Finn Fourier-rekka til den jamne halvperiodiske utvidelsen av
f(t)=e', 0<t<1.

b) Finn Fourier-rekka til den odde halvperiodiske utvidelsen til
f(t)=(t-1" te(0,2).

¢) Finn Fourier-rekka til den jamne halvperiodiske utvidelsen av
f(t)=(t-1)", te[o0,3].

Oppgave 21
Pa figuren nedenfor ser du grafen til en periodisk funksjon f (t):

f(t)

3 2 -1 o1 2 3 4 5 6 7

Skriv ned funksjonsuttrykket til f (t), og finn Fourier-rekka til funksjonen.

Oppgave 22

a) Undersgk om rekka
i 1
~16n° -1

konvergerer eller divergerer.

b) En periodisk funksjon er gitt ved
f(t)=cost ndr O<t<ir.

f(t+iz)="f(t).
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Rekker. Side 91
1) Tegn grafen til f.
2) Vis at Fourier-rekka til f blir
2 4 1 16 & n .
e cos(4n-t)+— sin(4n-t).
r rm416n® -1 ( ) ﬁnzl‘16n2 -1 ( )

c) Bruk Fourier-rekka i b) til & finne summen av rekka i a).

Oppgave 23
En funksjon er gitt ved

0 nar -2<t<-1
f(t)=<t ndr -1<t<1, f(t+4)=f(1).
0 ndr 1<t<2

Tegn grafen til funksjonen, og finn Fourier-rekka til funksjonen.
Finn deretter summen av den uendelige rekka

t.rr ot
12 32 52 (Zn_l)Z
Oppgave 24
a) Undersgk om rekka
T U B
¥ 5 7 k1 (2k -1)

konvergerer eller divergerer.

b) Bestem konvergensomradet for rekka

> 2 x-1)

k=0

c) En periodisk funksjon f er gitt ved
—t nar -1<t<0
f(t)= , f(t+2)=f(t).
(V) {—1 nar 0<t<1 ( ) ()
1) Tegn grafen til f ndr t e (-2, 4).
2) Vis at Fourier-rekka til f kan skrives

1l 2y 1 cos((2k—1)7zt)+£i2(;)n_lsin(n7rt)

>

k= 1(2k 1) 7T h n
3) Brukdenne Fourler rekka til & beregne summen av rekka
1+i2+ L =y ——
F 5 kzl 2k 1
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Oppgave 25
' . » (_l)k+1
a) Vi har gitt rekka Y —.

Vis at rekka konvergerer.

b) 1) En funksjon g er gitt ved
g(t)=t>-2, 0<t<2.

Tegn grafen til funksjonen.

2) En funksjon f er den odde halvperiodiske utvidelsen til g.
Tegn grafen til minst 2 av periodene til f.

3) Visat Fourier-rekka til f kan skrives

32 1 ) Vd 4&1 .
sin| (2k =1)=t |—— ) —sin(kxt).
a Z‘(Zk—l)g (( 72 j mz‘k (k=)

4) | uttrykket for Fourier-rekka til f skal du sette inn t =1. Bruk resultatet til a finne
summen av rekka i a).

Oppgave 26
a) Vi skal farst se pa rekka

3 (—1)“2*l X'

n=1 n
Bestem konvergensintervallet for rekka.

b) Sa skal vi se pa integralet
J~x In(t+1) at.
0 t
1) Vis bl.a. ved hjelp av Taylor-rekka for In(x +1) at

J.xln(t+1) dt:i(—l)m X" |

2

0 t ) n
2) Benytt de 5 farste leddene av rekka til & finne et tilnaermet uttrykk for
J~1In(t +1) it

0 t
Finn ogsa en gvre grense for ungyaktigheten av denne tilnaermede beregningen.

c) Til slutt skal vi se pa den periodiske funksjonen f gitt ved
f(t)=1-t° ndr -1<t<1, f(t+2)=f(t).
1) Tegnen skisse av f(t).
2) Vis at Fourier-rekka til f er
2 4 &=
E—?z( nz) COS(nﬂ't).

n=1
3) Bruk bl.a. denne Fourier-rekka og resultatene fra del b) til a finne et eksakt uttrykk for

J-Ol In (tt+ 1)

dt.
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Oppgave 27
En funksjon er gitt ved

f(t)=2-t ndr 0<t<1.

a) Tegn grafen til den odde halvperiodiske utvidelsen av denne funksjonen, og vis at Fourier-
rekka til denne odde halvperiodiske utvidelsen blir

EiLn_l)n-sin(n;zt).

7T n=1

b) Skriv ned den rekka som framkommer nér du setter inn t = i Fourier-rekka ovenfor, og
bruk resultatet til & finne et eksakt uttrykk for summen av rekka

= (-1)"
Z2n +1

n=0

4.2. Lagsning pa blandede oppgaver.

Oppgave 1
a) Bruker grensesammenlikningstesten, og sammenlikner med den harmoniske rekka Zi
n= N
som jeg vet divergerer:
n+3 3

lim .
WL W) o w2 2

N n’
slik at ogsa i n+3

2
no N°+

divergerer.

b) Bruker grensesammenlikningstesten, og sammenlikner med rekka Zl som jeg vet

n=1
divergerer:
n
. (n=1)(n+1 2 )
L:IIm( )( ):Ilm n =lim =1
n—ow l neoonz_l n—oo 1
= 1-—=
n n

Siden L0, ma ogsa rekka '

—di .
2 D(n+1) ivergere

c) Bruker forholdstesten, og far:
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 94
((n+1)) | (DY)
8| _ (2(n+1)+1)! :M. N
a, (n!) (n!)2 M-(2n+2)(2n+3)
(2n+1)! M
(M) (e
W(2”+2)(2”+3) (2n+2)(2n+3)
slik at
im [l g (DT @) (@0 2
e | g | o= (2n4+2)(2n+3) e (2+2)(2+2) (2+0)(2+0) 4

d.v.s. at rekka konvergerer.

o =1 . .
For a undersgke om rekka Z—zln n konvergerer, sammenlikner jeg med

n=1 N

1 . .. .
f (x) == Inx, som integreres med delvis integrasjon:
X

H?L; 3 HT ! TT | 1 Inx 1
—— ——
.[—zlnxdx:—— Inx— ——-—dx=—ﬂ+j_2dx:_ﬂ__ C
X X X X X X X X
:—l(lnx+1)+C
X

Da blir

rizlnxdx {——(Inx+1)} (Inx+1)+ln1+1:0+1:1

1 x X~)oo X 1

der grenseverdien er funnet med L'Hopitals regel:
. (Inx+1 140
lim =lim =0.

X—>00 X X—>00 1

Siden integralet eksisterer, ma ogsa rekka konvergere.

Bruker integraltesten, og substituerer

u=Inx = d—u:l = idx:du.
dx X X
j dx = j Zdu=Injul+C=Inlinx/+C.
X- Inx
Dabllr
J dx = In( Inx] = lim (In(Inx))=1In(In2).
2 X Inx

Men siden Inx — oo nar x — oo, vil integralet divergere. Da ma ogsa rekka divergere.
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Oppgave 2
& (x+1)k

Q) D
1 K
Bruker forholdstesten:

(X n 1)n+l

2

n+1

Ix+1.

I
—

R A e

Men lim (1+%)=1 slik at rekka konvergerer ndr |x+1| <1 < -2<x<0.

n—oo

Undersgker endepunktene:

0 _1 k
x =-2 gir rekka z( kz) som konvergerer (alternerende rekke med ledd som gar mot
k=1

null).

o0

. 1 . . o
x =0 gir rekka ZF som vi vet konvergerer f.eks. etter integral-kriteriet
k=1

(I —dx {——} =1 slik at integralet eksisterer).
1

Altsd vil rekka konvergere ndr x e[-2, 0] .

n

b) iz”” (x-2)" :Zw:an der a, :i(x—z)”

n=0 n+ 1) n=0 2n+2 (n + 1)
(_1)n+1 o 1
-2
By _ 2”+3(n+2)(x ) _ n+1.x—2|=1+ﬁ. x—2|
an (—1)n (X—2)n n+2 2 | 1+E 2 |
2"%(n+1) n
slik at
1
i [x=2] 140 [x-2] |x-2)
e g e, 202 | 1+0 | 2 | | 2 |
n

Konvergens nar

X—=2

<l & —1<X_2<1 & —2<X-2<2 & 0<x<4.

Ma undersgke endepunktene:
Nar x =0, blir rekka

n

22n+2 n+l 22n+2 n+1 z

n=0 n=0 n=0 4 n +1

Dette er den harmoniske rekka (multilplisert med Z). Altsa divergerer rekka.
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Nar x =4, blir rekka

S-S
= 2"%(n+1) 22 n+1

Dette er en strengt avtakende, alternerende rekke der leddene konvergerer mot null.
Da vil ogsa rekka konvergere.

Altsa konvergerer rekka nar 0 < x<4.

c) i (_1)n x".

= (2n+1)!
Bruker forholdstesten:

(__1)n+1 .
X
(2(n+1)+1)! _|(n+1) 1 N
(-1)" . (2n+3) (2n+2)(2n+3)
X
(2n+1)!
Men lim L =0, slik at rekka konvergerer for alle xe R .
= (2n+2)(2n +3)
002n
d fnll
) ;nz
2n+1 -
a (n+1) (x-2)" 2"t p? 2n®
s R - (x-2) = —fx-2).
a, 2 (x-2 ‘ 2" (n+1) n?+2n+1
2
lim |2t I|mL|x—2|:lim 2 ___ 2 |x-2|=2-|x-2|

n—w

a,| ™=n“+2n+1 oeleisS 14040

Rekka konvergerer nar

2|x—2|<1 & -1<2(x-2)<1l & -i<x-2<i & 2<x<

N o

Endepunkter:
Nér x =2, blir rekka

pILNERPS U LRI ot

=n? n1 N 1 N
som konvergerer.
Nar x =2, blir rekka

2” n = n = 1

S22 =3iar -3t

n=1 n=1
som ogsé konvergerer.
Altsé er konvergensintervallet 2 < x<3.
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o0

2
e) Rekkaer Zg—n(x—l

n=1
Bruker forholdstesten:
(n +1)2 (X 1)n+l ( )2 )
n-+1 B n+1 3" n+1
3n2 = 3n+1(X_l):£Tj [4(x-1)| =4(1+12 )|X 1.
Ty |

Men lim(1+2)° =(1+0)" =1,

n—owo

slik at rekka konvergerer nar

Ix-1<1 o [x-1<3 o -3<x-1<3 & -2<x<4.
Ma undersgke endepunktene:
X =—2: Rekka blir

0 2 o0 2

D 2oty =S Y (3 =3 (-1)"-n? som divergerer.
, gn n ) gn n , 2
X = 4: Rekka blir
0 2 0 2 o
227(4 -1)" = 2273” =>"'n? som ogsa divergerer.
n=1 n=1 n=1

Folgelig blir konvergensomradet —2 < x < 4.

0

f) Rekkaer . Bruker forholdstesten:
k=1
(n ) 2n+l nl
( l) n+l n+1
a., ( +1)+1 _|n+1 n+1 2 ‘(X—l) _|n*+2n+1 2(x—l)‘
a, 2"()(_1)n ‘ n+2 n 2" (x-1)'| | n*+2n
n+1
1+24 L
|2t = i 2 gy 2 im0 g
noel g | noe Nt 42N oo 142

1+0+0
= 2lx =1 =2|x -
222 k- =2fx-g
Rekka konvergerer absolutt nar
2x-1<1 o -1<2(x-1)<1 & -i<x-1<i o 3<x<i

Undersgker endepunktene:

& k-2 k2w &k (-1)
=4 Rekkablir 3102 (4-1)" = 3 2 (-4) = k(+1)
. °°k-2k K x)k_zk ‘ . k
— 2 Rekka blir =2 (2_1)" = 1) _ |
2+ nea "Z‘kﬂ(z ) kZ:;‘k+1(2) =l ]

I begge tilfellene vil absoluttverdien av leddene ga mot 1 nar k — oo. Da ma de
tilhgrende rekkene divergere. Konvergensomréadet for rekka blir derfor £ < x < 3.
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Rekker. Side 98
g) Rekkaer iLx”
—=2n-1
a| | X _|(n+D(2n-1) | 2n2+n—1x‘_2+i %le
a, X | n(2n+1) 2n? +n 2 '
2+1-
im| | — ji 2 |—2+0+0| |=Ixl.
nowl g noo Q4 2+0 _
Konvergens nar
lim& <1 o X<l o -l<x<l.
n—oo an
. . N
Viseratnar n — oo, vil =
on-1 2-1
x = —1 vil absoluttverdien av leddene ikke ga mot null. Da kan heller ikke rekka
konvergere i endepunktene x =1 og x = —1. Konvergensintervallet blir da —-1< x <1.
2 3" n
hy > —kx-1".
n=1
Bruker forholdstesten:
gl _1 n+1
— lim| 202 — Jim i =lim (x l)‘_ I|m—|x 1=3Ix-1.
n—ow an n—w| 3" (X l) n—oln+1 H
Konvergens nar
L<l & 3x-1I<1 & [x-1<i & -i<x-1<! o Z<x<i.
Undersgker endepunktene:
=2 Rekka blir
0 3n , n © 3n n © (_l)n
—(2-1) =) —(-1) =
2 (5 =2 (s) = 2
som vi vet konvergerer (alternerende harmonisk rekke).
=2 Rekka blir
3",
By | -
S - S -3
som vi vet divergerer (harmonisk rekke).
Altsa blir konvergensomradet £ < x < 4.
Oppgave 3

al) Benytter at

X 1 2 1 3 1 n
e =1+ X+—X"+=X"4+ - +—X"+:--
2! 3! n!

Erstatter x med —x, setter inn og far:
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1 1
. 1—(1—x+x2—x3+---) "
f(x):l_e = 2! 3! =1_ix+ixz_...+ﬂxn+...

X X 21 3l (n+1)!

Rekka konvergerer for alle x fordi rekka for e* konvergerer for alle x.

. Ly
2)  limi=® _lim [1_%x+...+( ) x"+...]:;,

x—0 X x—0

L'Hépitals regel: lim 1-e :(gjzlim © =1.

x—0 X

X T (n+1)”
n 1
x-r il oy (=) SIS
2! (n+1)! n+1
0
T S O S G A O
o202 313 (n+1)! n+1
=1-0.25+0.0555—0.0104 + 0.00167 — --- = 0.797

Dette er en alternerende rekke, slik at feilen er mindre enn farste utelatte ledd.

b) Bruker formelen for ei binomisk rekke:

_ (L) =1 () + R e, DCDE) e,

2!
=1+ x =X+ :i(—l)n X"
n=0

1+ x°

Kan ogsa bruke at summen av ei uendelig geometrisk rekke

a0_|_k.a0+k2.ao+...+k”.ao+...:1a0k.
Setter vi a, =1 og k =—x?, ser vi at
n 1
1-x24+x =+ (=X%) + o= .
( ) 1+ x°
Vet at
.[ ~dx =arctan x..
1+x
Integrerer derfor
1

=1-X2 X =X e+ (=1)

1+ x?
pa begge sider, og far
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1 X 2 | 44 46 n,2n
T = [ (Lt e (1) ot
[arctant]’ = {t —Et3 +£t5 —£t7 +oe ot (-1)] Lﬁnﬂ n }
3 5 7 2n+1 )

arctan x = x—%x3 +%x5 —%x7 4o +(—1)"Lx2”*1+ --~:i(—1)”ix2”+1
0

c) Tar utgangspunkt i rekka for sinx, og far:
0 3 5 27

X X
k=0( 3" st 7
Setter x =1, og far

sin(2) = k

Deler pa 2, 09 far

sin 2x

M8
=
~
\_/
\/
"/—\
\-T\,
:
|
|
w|
o
|
X

0

» 92k 2 4 6
z ) _2_+2_—2—+...=%S|n(2)z0.45465
k:0 2k+1 31 51 71 —_
1 1 2 ;
d) _[0\/;~sindezJ'0x2(x—— )dx I(XZ——XZ .-]dx
5 9 !
12,12, _2_ 1.2 0363
5 319 , 5 39 I

Rekka for sin x er ei alternerende rekke. Da blir ogsa rekka for integralet ei alternerende
rekke. Feilen vi gjer ved a kutte rekka er da mindre enn absoluttverdien av det farste
leddet vi utelater. Verdien av dette leddet er

1 EY
f\&idex=ijlx2dx=i- 22212 00013,
0 51 5170 51113 . 5113 =——
= n-1
e) 1) Rekkaer Z—I
n=2 n:
Bruker forholdstesten:
|| . |
1)1 “
B (n+1) = |: 1 |: n |: N 50nérn—o.
a, n-1 n-1 (n+1 | n-1 n+1 [n?-1 -1
n! n?

Altsa konvergerer rekka.

2) Rekka for e* er

00

X n

1
e = —X
n:On!
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f)

9)

h)

Matematikk for ingenigrer.

Rekker.
slik at rekka for — blir
X
e_: ix_: ix”’1:£+1+lx+ixz+ix3+...+lxn’l+..._
X montx  =n! X 2! 3! 4] n!
Deriverer begge sider av likhetstegnet, og far
¢ -x—ze '1:—% 0+t 2y 3y Nolie
X X 2! 41 n!
Setter inn x =1 (som ligger innenfor konvergensomradet siden rekka for e*
konvergerer for x e R) og far
e-l—ze-lz_iz O+i+3-1+— 12 n=1 -
1 1 2! 3! n
1 2 3 n-1
—+—+— +—+--=1
21 31 4l n!
0 _1n
SInX=Z ( ) X2t — £X3 _5_1)(7_}_.
= (2n+1)! 3! 51 7!
Da blir
. s (_1)n 2n+1 1 3 1 5 1 7
sinv/x = NCRAIN i Yo I Y
Z:‘)(Zn+1)! 3! 5! 7!
n 2n+1 \/__l&3+£\/_5_£\/;7+...
sin&:i () W YTy 5! 7!
xS+ Jx Jx
0 _1n
=> (-1 X" =1ty iy Lyey
= (2n+1)! 31 b5l 7!
Vet at
1, 1 = ()"
In(1+z)=z2-=2*+=2°—--- = 7", ~1<z<1.
( ) 2 3 nz‘ n
Erstatter z med 2x, og setter inn i funksjonen:
1 1 1 2 1 3
f(X)==(2x=In(1+2x))=—| 2Xx—| 2x—==(2X) +=(2x) — ---
(0= (2x-n(as 200) | 2x- - 22 o 320 - )
1(1,,2 1, . 22 22 2, = (-2)" .,
=—| =(2x) ==(2X) + - |=———X+—X+ -+ = X"
xz[Z( ) 3( ) j 2 3 4 nZ:; n

Konvergensintervall: -1<z<1 < -1<2x<1 & —-1<x<3.

2 3 4 2
(2__2_)(4_2_)(2_'_ j:%-}-O:g,

lim f (x)=1lim >3 1

x—0 x—0

Benytter den binomiske rekka
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 102
el
G P o P . A2
S1-20430 = e (<) (N1 e =D (-1) (n+ D)

for a finne Maclaurin-rekka til
X
f(x)= :
(1-x)
Bytter ut t med —x* og multipliserer med x:

XX () (n41)(—x) = (1)

(1— X2 )2 n=0 n=0

i) Vetat

1 1 1
=l X+ =X+ =X =X
2! 3! 41
Da blir

j) Benytter at
H 1 3 1 5
sinx=x—2x*+1x° —---
og far
i . L ! 7 1
JOA\&smxdx:'[o“xZ(x—%xs+%x5—---)dx: “(XZ—ix2+ix2—---)dx

13

N

|
L
o ENE

5 9
|2y _1.2y5 1.2
_|:5X 3! 9X +5! 13X

Benytter at (%)% =+ =1, og tar med bare de to farste leddene. Da blir

[ Vxsinxdx=2-(2)° ~£-2-(3) -0~ 0.012500 - 0.000072 ~ 0.012428.

Usikkerheten er mindre enn absoluttverdien av det farste leddet som kuttes ut, d.v.s.
mindre enn

L.L.(l)ls ~1.6-107 .

5! 13
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 103
Oppgave 4
n+1 ,
n+1 1 1+ 1
al) an+l — 2 n+ X +n|X|
a n na 2n 2
n —X
2n
) 1+1
lim|2net| +”x| 1+0x| 1.
n—o an n—ow 2
Rekka konvergerer nar
lim2tl <1 o %|x|<1 = |x|<2 & 2<x<?2
n—oo an

Undersgker endepunktene:
x = -2 Rekka blir
n+1
z.n n-1 = (_l) n
— (2T =N'1
som divergerer fordi leddene far stadig starre tallverdi.
x = 2: Rekka blir

>4yt

n=1
som dlvergerer av samme grunn.

Rekka konvergerer altsa nar -2 < x < 2.
= X" x x* x
2) anZ” 1+2+?+?+
er ei geometrisk rekke med farste ledd lik 1 og kvotient k =1 x.
Summen av denne rekka er da
a, 1 2
1-k 1-ix 2-x

2

Konvergensndr —-1<k <1 < -l1<ix<l < -2<x<2.
Deriverer sammenhengen

X __ 2
o 2-
og far
2 n-x"t 0(2-x)-2(-1 © n.x"t 2
2" B ( ) 2( ) < Z n 2"
n=0 (Z—X) n=1 2 (Z—X)
Setter x =1 og far
cn_ 2,
12 (2—1) =
b) T-x+ %X =X+ o+ (=1)" X" + -

Dette er en geometrisk rekke med forste ledd & =1 og kvotient k = —
Summen av denne rekka er
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 104
a 1 _ 1 nar —1< x<1.
1-k 1-(-x) 1+x
Integrerer sammenhengen
1—x+x2—x3’+---+(—1)”x”+---:L
1+x
og far
x—£x+lx3—lx4+---+(—1)"Lx””+---: xidt:In(1+x).
2 3 4 n+1 01+t

Integrerer en gang til:
lxz_l 1)(34_1.1)(4_3.3)(5_}_..._|_(_1)n 1 1 n+2

2 2 3 34 4 5 n+1 n+2

= ['In(1+t)=[A+D(n@+)-1)] = ((1+ x)(In(1+x) —1)—1-(|g;—1))

=1+ x)In(1+x)-1-x+1=(1+x)In(1+x) - x

Under integrajonen har jeg satt u =1+t, og benyttet at I Inudu=u(lnu-1)+C.

c) sin(2x)=23inxcosx < sinxcosx =2sin(2x).
Siden sinx = X2 for alle , blir
Z:; 2k +1)
> 2kl - 22k
sinxcosx = 1sin(2x) =1 e X2kt
2 22 (2k +l) kz 2k +1)!
:x——2 3 2—4x5—2—6 T+
3! 5! 7!

Da blir

22k k 2k

sin X cos X . 2
J R e sz+1 K ZI 2k 1)!

© -1 22k 2 4 6
3 ) iy 2 2 e 2
S (2k+1)k (2K +1) 313" 55" 717
1 1 1 1
“In(x+D)dx=| S| x==x*+=x = =x 4 dx = [1-Sx+=x2 =X+
d) jx (x+1) x( 2 4 ) J( 3 j
cx-t i e L ke 2XZJF%XS— X"+
2 2 33 4 4 3 4

Rekka kan skrives

nl
)

n:l

Denne rekka konvergerer nar
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 105
(—1)n Xn+l )

: an+l : (“*1)2 :
lim—/% <1 < liml——=—<1 < lim x| <1
ool g n—>o0 (—l)2 X" naoo(n +1)

. 1

< lim X <1 & —|x<1 & -1<x<1
1+0

(141

Ma ogsa kontrollere endepunktene:

n-1 n
x=1:  Rekkablir da Z(_l) sy =Z(_1Z
n=1

-1
som vi vet konvergerer.

2

n=1 n n
n-1 2n-1
x=-1: Rekkablirda ) (_2 (-1)" = Z(_ln)z = —ziz som vi vet
n=1 n=1 n=1
konvergerer.

Altsa konvergerer rekka nar —1< x <1.

Benytter at
k
COSX:1—1x2+ix4_iX6_,_.,,:Z(_l) X2k
2! 41 6! = (2k)!
Da blir
1- L R L
COS(\/;) _E X +m X —a X 4 -
X X
k
:1_i+ix_ixz+...:1+2(_l) kal
x 21 4! 6! X k:1(2k)!

Integrerer ledd for ledd:

JCOS&dX:I 1—i+ix—ix2+--- dx=Inx—ix+i-1x2—i~lxs+---
X ! ! ! 41 13

Rekka kan skrives

k
el Lo, 3 Y &
20" 4’2" 613 ~ (2K)+k
Den konvergerer nér
(_1)k+1 o
2(k +1)) (k +1
B [ +))E M R
n—ow an k—o0 (_1) )
——X
(2K)tk
2Kk | K
! 1 o | 1
= I Gcwen <t MacEe e
. k . 1
Men lim

ko= (2k +1)(2k +2)(k +1) kE]?o(2k +1)(2k+2)(1+ 1) ”
slik at rekka konvergerer for alle verdier av Xx.
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 106

Farste ledd (Inx) er definert for alle positive verdier av x. Rekka som bestar av de gvrige
leddene konvergerer for all verdier av x. Altsa konvergerer rekka for alle x > 0.

21 2yt xS X2 X2 2 X2 3
=—+—+—=+—+=1+—+| = +| — | +-
" ;3“ 1 3 3 3 3 [SJ (3)
Dette er ei geometrisk rekke med farste ledd a, =1 og kvotient k = % Vi vet at slike

rekker konvergerer nar
-l<k<l & -1<* <1 & X°<3 o —/3<x<3.

Da er summen av rekka
a8 1 3
1-k 1-% 3-x*
Vet nd at

Deriverer, og far

0(3-x*)-3(0-2x o
1‘2X+%'4X3+%‘6X5+-“= ( ) ( ) = Zﬁxznlz 6x
3 3

3 (3- xz)2 i3 (3- x2)2 |

g) Benytter at

(- 1)
COSX =
Z( n)'
Da blir
(-1 = (-1)" (1 1216j
1-cos -5 X =1 X"=1-]1-—=X+—X"——=X" +---
Vx= Z( Z;(Zn)! 210 4 6!
1 1., 1, = ()"
=—X——X"+—=X —:-= X
21 41 6! Z‘(zn)!
slik at

1-cosvx 1 & (=)™ = ()"
e e S

Bruker forholedstesten for a finne konvergensintervallet:

(n+D-1
( 1) (n+1)-1

U )”1 o (2n+2)!x_n510?0(2n+1)(2n+2)|x|_0
(2n)!

slik at rekka konvergerer for alle xe R .

De tre farste leddene i rekka blir

1 1 1,
— = X+=X,
21 417 6l

Da blir
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 107
J‘ll COS NJ' - 4 XZ dx = ix_i,lxz+i.lx3l
0— TR TRy 200 ;2 el
Lo b g Y 0047963

2 24-2 720-3
Siden dette er ei alternerende rekke, er ungyaktigheten mindre enn absoluttverdien av det
farste leddet som slgyfes. Denne absoluttverdien er

1
Ill d [ 4X4} __ 1 (1-0)~0.000006=6-10°.
°8! o 40320-4

Oppgave 5
a) Skriver ut noen av de farste leddene:

2 (-3)7X =X
n=1
Ser at dette er ei geometrisk rekke med farste ledd lik x og kvotient —1x.
Da blir summen
X 2X

1-(-ix) x+2

b) Rekka konvergerer nar
-1<—3x<1 & 2>x>-2dvs xe(-2,2).

Det er ikke ngdvendig & undersgke endepunktene for ei geometrisk rekke.

c) Deriverer rekka i a) ledd for ledd, og far:

0 0

3(-4) et = Sn( b

n=1 n=1
Deriverer formelen for summen, og far

i( 2X j:2(x+2)—2x.1_ 4

dx\ x+2 (x+2)2 _(x+2)2
Altsa er
= n— 4
n(-ix)"" =
(=) (x+2)°
Oppgave 6
a) i :Iz-n X2n+1
h=0 2

1 2(n+1)+1
a .| |00 ‘ 1, (xY
= =— - X"|=| — .
a, 1 o ‘ 2? 2
FX —_—
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b)

Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 108

Rekka konvergerer nér (1x)° <1 < -1<ix<l o -—2<x<2.
Nar x =2, blirrekka 2+2+2+---+2+--- som divergerer.

Nar x =-2, blirrekka -2—-2-2—-..—2— ... som divergerer.

Altsa konvergerer rekka nar -2 < x < 2.

2
Dette er ei geometrisk rekke med farste ledd lik x og kvotient lik % .

Denne rekka har summen

X 4x
S(X)z X2_4_X2'
-7 ——

2

Vet at innenfor konvergensintervallet er
0 3 5

X X
R Al
X’

Integrerer pa begge sider:

3 t5
2n+l
.[04 7 —I ZZZn dt—f (+?+?+ Jdt.
Pa venstre sider setter jeg
u=4-t* = du=-2tdt = 4tdt=-2du

slik at

[ 4t2dt:j _Zdu:—2In|u|+C=—2In|4—x2|+C,

4-t u
0g

:4 =[-2In|a- t|+c} =-2In(4-x*)+2In4 ndr -2<x<2.
Nar ogsa hﬂyre side integreres, far vi

1 1 1 -

—2|n(4—x2)+2ln4:5x2+4_22 X4+6 nzz;n 1 X

slik at
_y2) _ c 1 2n
In(4-x*)=1In4 nZ:;n.Zan .

Denne rekka har samme konvergensradius som rekka i a), d.v.s. nar -2 < x < 2. Videre

0

ser vi at nar x =22 blir leddene i summen lik den harmoniske rekka Z— som vi vet
n=1 N

divergerer. Altsa vil rekka for In(4 - x*) konvergere nar —2<x<2.
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 109
Oppgave 7
a) Gitt rekka i(_lz) x".
nm1 N
Xn+l
an+l (n+1)2 nz n2 1
a = X" :( X = |X|: 2 1|X|
) X' n+1) n“+2n+1 14545
n2 n n°
Konvergens nar
lim |2t 1 o Iim;|x|<l = IX|<1 < [|x<1
e | g ey 201 1+0+0
n Tnthe

& —l<xxl

Endepunkter:
Nar x = -1 blir rekka

1+ % + 3—12 + --- som vi vet konvergerer (p-rekke).

Nar x =1 blir rekka

1 1 5
1-—+——--- som ogsa konvergerer. (Alternerende rekke).
2° 3
Altsa konvergerer rekka nar -1< x <1.

b) jx In(1+t)dt :J.X%i(_l) + tndt :i(_l) + J‘Oxtn—ldt

0 t °t&~ n n
o (_1)n+1 1 o (_1)n+1
= — tn X = Xn
nZ:; n n |: ] 0 nZ:]; nZ
Konvergensomradet blir —1< x <1 (funnet i a). Forskjellen i fortegn betyr intet for
konvergens.
Oppgave 8
a) Bruker forholdstesten:
Xn+l
a ., (n+1)-2”+1 n-x | 1 |x Xl
= = = = —=>1|=| nar n > 0.
a, X" (n+1)2] 1+1 (2] "|2
n-2"

Da konvergerer rekka nér —-1<+x<1 < -2<x<2.

Undersgker endepunktene:
x = -2 Rekka blir

i(—Z) _ i(_l)
n=1 n- 2n n=1 n
som er den alternerende harmoniske rekka. Denne rekka vet vi konvergerer.
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 110
X=2: Rekka blir
nz; n-2" B nz;ﬁ

som er den harmoniske rekka. Denne rekka vet vi divergerer.
Altsa konvergerer rekka nar —2<x<?2.

ox"t 1 ox o %
b) ; = += 2 + n +-
Dette er en geometrisk rekke med farste ledd % og kvotient >x
Rekka konvergerer nar
-l1<ix<l & -2<x<2.

Nar rekka konvergerer, er summen
1 1

c) Vet at innenfor konvergensomradet er
n-1
.[ £+£+...+t + ... |dt = Ldt
o2 4 2" 02—t
Integrerer ledd for ledd:
£+l t_+£ t_++£t_+ :I:_|n|2_t|:|X
2 2 4 38 n 2" 0

x> 1 X"
- P ..+
2.22 3 23 n-2"
X"

E
d 2
Z;n 2”_ 2—-X

Vi kan slgyfe absoluttverditegnene fordi vi vet fra a) at rekka konvergerer nar —2 < x < 2

+
I

—In|2—x|+|n2

Oppgave 9
1

a f(x)=———=(1-1x)".
Dette er en binomisk rekke. Benytter da at
(1+x)" =1+mx+ m(m-1) X* + m(m—l)(m—Z)X3 +oe
2! 3!

Setter m =—2 og erstatter x med —%x . Fér da

(1-1x)° :1+(_z)(_%x)+%(_%xf (22 ;)(‘2 2 (Cayy s
_ 2-3 v (2)(3)(HA), e
_1+x+7-(—5x) +T(—5x) 4o
2 3, 4, “ntl
:1+§x+?x X +---=§ o X
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker.
b) Bruker forholdstesten:
n+2Xn+l
im e  jim 2 i M2 ity o1
!]EIIO a, _r!!lla L—i—lxn o 2(n+l)x_r|1m2(1+ﬁ)|x|_m
Konvergens nar
ix|<1 & |x<2 & -—2<x<2.
Undersgker endepunktene:
X = =2 : Rekka blir
1+§¢pa)+§§(-zf+§2(-zf:1_2+3-4+-~
som apenbart divergerer.
X = 2: Rekka blir
2 3 2 4 3
1+§~(2)+?-(2) +¥-(2) =1+2+3+4+--

som ogsa divergerer.
Divergens i begge endepunkter. Rekka konvergerer nar -2 < x< 2.

cl) Rekka
(-1 (n+1)
2y

framkommer direkte ved & sette x =—1 inn i rekka fra a. De blir

S oyy) =72

2

- 2" 2
n=0
c2) Skrives rekka i a) ut ledd for ledd, far vi
Ot1x°+1+11x1+2t1x2+311x3---+n—+1x”+---=(1—%x)_2
2 2 2 2 2"
= 1+3x+%x2+i3x3+---+n+1x”+---:(l—%x)72
2 2 2 2"

Deriverer ledd for ledd:

2 3 4 n+l1 . -3
E'1+?'2X+?‘3X2+'“+7‘nx l+"':—2(1—%X) (—%)
som ordnes til
1.2 2.3 3.4, n(n+1) ., 1
t— Xt X+ X E
2 2 2 2 (1—5x)
Oppgave 10
2) 1 B n+l-+n _An+1-+n ]
Jn+1+vn ( n+1+ n)( n+1—x/ﬁ) (n+1)-n

Dette gir:
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 112

(m—\/ﬁ)=(\/1—\/6)+(\/§—\/i)+(\/§—\/§)+---+(\/m—\/ﬁ)

+1

Mz

Sy =

>
Il
o

=z

Viserat S, — o0 nar N — oo. Altsa divergerer rekka.

b)
) e
n+l
Al _|vn+2++/n+1 Jn+1++vh = 147 I
a, X' \/n+2+\/n+1 JL1+2 4/1+1
Vn+1+ \/ﬁ
slik at
a,, 1+1+1 1+1

lim| L) = lim |x| = x| =X

n—o a naoo\/l_'_ +\/1+1 1+1 Ll
Rekka konvergerer ndr x| <1 < -1<x<1.
Ma undersgke endepunktene:
x=1:  Vifarnarekkai a), som vi vet divergerer.

1)
x=-1: Vifarnd ei alternerende rekke der a, = (
CJdn+l+ \/_
Viserat lima, =0. Videreer |a,,| <|a,| fordi nevnerne blir stadig starre.
Altsa konvergerer rekka etter testen for alternerende rekker.
Rekka konvergerer nar —1< x <1.
Oppgave 11

a) Bruker uttrykket for binomisk rekke med n=—-3:

1 _1)(_3 _1)(_3)(_5
—11+X:(l+x)_;:l+T2x+( 2)2(| 2)x2+( 2)(35)( 2)X3+
el
n!
1. 13, 1.35, 21-3---(2n-1)
B TR (1) T
b) Uu==—=x" = x=1 d—u:—x’2 = dx_—xzdu——d—lzJ
X u dx
du
dk 2 —du
JI+xt l+ut Jut e+l
Nye grenser: x=2 = u=41, X—w = u—0.
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 113

Da blir
ch J‘O —du :J‘§ du
2 \/1+x Jut+1l 0 ut 4l

Erstatter x med u* i rekka i a), og far:

J-% du I%[l_lzt 13 e 135u12+..+(—1)"1'3 """ (zn_l)u4”+---jdu

o iagt olT 20 T2 P

e 21-3 o 1-3-5 u13+---+(_1)”1'3"'"(2”_1)u4"+1+...
2.5  22.2b9 2°.3413 2".nt(4n+1)

N S R 5 B | 13--(2n-1)
2 2.5.2° 22.219.2° 2%.3113.2V 2”~n!-(4n+1)~24n+1
Vi far tilstrekkelig stor ngyaktighet nar vi tar med 5 ledd. Da blir

o 1
dx ~ 0.496953.
v

0

Oppgave 12
a) Z(—l)” (n +1)(x 1)".

n+2 1+2
Jx-).

+2)(x- _
1)(x 1)’ |_n+1'|(x_1)|_1+§

an+l
a,|

n

Men
1+2 _1+0
m
o]l T1+0
slik at rekka komvergerer nar
x-1<1 & -1<x-1<1 < 0<x<2.

Bade nar x =0 og nar x =2 blir |an| =n+1, og da er rekka apenbart divergent.
Konvergensomradet blir derfor 0 < x < 2.

b) f(X)===x? = f'(x)=-2x> = f{"(x)=(-2)(-3)x™*

Rekka blir da:
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker.

2!

:1+_T!2(x—l)+ (_2)2(!_3)(x—1)2 +
=1-2(x-1)+3(x-1)" +

=3 (1) (n+1)(x-1)

n=0

f"(1)(x—1)2 +

Side 114

Dette er samme rekka som i a), og konvergensomradet for rekka blir derfor 0 < x < 2.

Oppgave 13
f(x)= X=x = f'(x)=%x’% =
= 1700 =3{-3)(-)x
Taylor-polynomet er av formen
B+ 2 (x—4)+ 2, (x—4) +y(x-4)
der
a,=f(4)="4=2,
1., 1
=g (4 =He) =341,
1., 3 B
8= 1"(4)=3(~2) 4" =-3-2"=—3,

2= () =4 347 =527 =55
Altsa blir Taylor-polynomet
1 1 2 1 3
2+=(x—4)——(x—-4) +—(x—-4).
4( ) 64( ) 512( )
Oppgave 14

a)

(—4)x° =(-1)" -4+ x*

f"(x)=2(-3)(-4)(-5)x® =(-1)* -5k x°

Det ser ut til at vi har den generelle formelen
f(x)=(-1)"-(n+2)kx"3.

Dette vises ved induksjon: Hvis formelen stemmer, blir
fO(x) = (-1)" (n+2)+ (-n =3)x " = (1) (n+3) x"*

som viser at formelen stemmer.
Da er Taylor-rekka
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 115

s

C,(x—-1

>
Il
o

der

c, :% f<“>(1)=%.(-1)”(n+2)1.1n3 —(~1)' (n+1)(n+2).

Innsetting gir rekka

o0

> (-1) (n+1)(n+2)(x-1)’

n=0

som vi skulle vise.

b) Bruker forholdstesten for a finne konvergensintervallet:
(n+2)(n+3)(x—1)n+l _im n+3(
(n+1)(n+2)(x-1)" | In+1

ﬂ—)oo

a,,
lim |+

n—w a
n

X — 1)‘

=[x-1

naoo:l__;r_H

Konvergens nar
x-1<1 & -1<x-1<1 < 0<x<2.
| begge endepunktene av intervallet vil absoluttverdien av leddene ga mot uendelig nar

n — oo . Da ma rekka divergere i endepunktene. Konvergensintervallet blir derfor
O<x<?2.

c) Rekka konvergerer ndr x = . Setter inn denne verdien, og far

2 (-1 =

i "(n+1)(n+2)(-1)" =16 < i%:m
Oppgave 15
a) f(x)=In(x+2) < c¢,=f(0)=In(0+2)=In2
F()=——=(x+2)" = o=1(0) Olezé
F(X)=(2)(x+2)7 & 6= 17(0)=2(-1)(0+2) "=
(0=(-)(2)(x+2)° & o= <o>=31 =T
(90)=(D2Bx+2)* & o= 19(2) =" 20+2) =
Generelt:
() = (-)(2)(-3)~(~(-D)(x+2) " = (-1 " -(n-1(x+2) "
som gir

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg



b)

Matematikk for ingenigrer.
Rekker.

. n-1 . | . n-1
zi f(“)(o):( 1) (n 1)'(0+2)”:( 1) '
n! n! n-2"

Rekka blir da
Co+CX+C X7 +C X3+ e +C X"+ e

_ln—l
:In2+£x— 1 X% + 1 x3—---+( ) o
2 2.2

n

_In2+z( mll X"

~ n-2"

Gitt rekka

n-1
In2+z n1)2” n

n=1
Undersgker konvergensen med forholdstesten:

(_1)” Xn+1
8| _|(n+1)-2"" N |_ n X
- n-1 - - .
a, (-1 . 2(n+1)] 2(n+1)
n-2"
. |a . n . 1 1
I Ll = =1 = =1ix|.
o a, nT3<v2(n+1)|X| nm2(1+ﬁ)|x| 2(1+o)|x| 2l
Rekka konvergerer nar
lim/ & <1 o ix<1l & -1<ix<l & -2<x<2.
n—oo an

Undersgker endepunktene:
X=-2: Rekka blir

nl
|n2+z —| 2+z_

som dlvergerer (harmonlsk rekke).

X=2: Rekka inr

In2+z 2"

som konvergerer (alternerende harmonlsk rekke).

Konvergensintervall: -2 <x<2.

Rekka konvergerer for x =1. Da blir

nl n-1
f(1)=In(1+2)= In2+z 1" < In3= In2+z )n
n=1 n- =1 n2
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 117
w» 1n1 _ln—l
z )n 1— 12+ 13— 14+---+( )n +---:In3—ln2:In§
~n- 1.22 2.2 3.2° 4.2 n-2

d) 1—x+x2—---+(_1)"x“+...
er en geometrisk rekke med farste ledd a, =1 og kvotient k = —
Da blir summen

—_ a'O _ 1
1-k 1+x’
Konvergens ndr k| <1 < -1<x<1.Altsder
1—x+x2—x3+~-~+(—1)"x”+~-~=L nar —1<x<1.
1+x
Integrerer ledd for ledd:
j(l—t+t2—t3+---+(—1)”t“+--~)dx= L
5 o1+t

1, 1, 1 co1 .
X—Ex2+§x3—zx4+---+(—l) X l+---=[In(1+t)]0:In(1+x)

Rekka konvergerer for x =2 . Setter inn, og far

1 1 (1Y 1/(1) 1 /1) a1 (1™ 1

Sy i T i [ . +...+(_l) | = +..=In| =+1

2 212) 3\l2) al2 n+12 2
_1 n-1

l_ 1 1 _ 1 +( ) +...:|n(%j

+ +
2 2.22 3.2 4.2¢ n-2"

Oppgave 16
c 1 2n+1
a — X"
) nZ:;, 2n+1
Bruker forholdstesten:
1 XZ(n+1)+l
8| |2(n+1)+1 2n+1 x> 1242, ),
= = | = T X | > X" nar n — .
a, 1 ona 2n+3x 2+3
2n+1
Rekka konvergerer ndr x*> <1 < -l<x<l1.
Undersgker endepunktene'
x = 1: Rekka blir oy
nz(; 2n +1 nz(; 2n+1
Sammenlikner med den harmoniske rekka Zl som jeg vet divergerer:
n=t N
L n 1 1, s .
il — = — = ndr n—co. Damaogsd )’ ! divergere.
L 2n+1 2+%2 2 —~2n+1
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 118
: (D7) & 1 |
= —1: Rekka blir 1™ - d .
X ekka blir Z; HZ; ] gz som divergerer
Rekka iL x*" konvergerer altsd nar -1 < x <1.
n=0
bl) Vet at
- _1 n+l
In(x+1):z( n) X"
n=1
Da blir

_ifL, 2+£X3 x4y 1x+—x2+ x3+£x4+
211 2 3 4 1 2 4
1(2X+2 1 3+2 1 ..j_x+ X3 + X5+ Z 1 2n+l
—=2n+1

1+ & 1 2041 e 1
| 2 _ (L n 2=~
" 1-4 Z2n+1 G < 3 nZ:‘)(Zn+l)22”+1

Oppgave 17
S (D)
a) ; "

Bruker forholdstesten:
n+l
(_1) Xn+1

8| _| n+3 :Jn+24:1+ﬁv|
la, | | (-1 . ‘ In+37] 143
X
n+2
slik at
1+8,.,_1+0
L = lim |22 = lim “|x| = x| = [x].
ool g rH°°1+% 1+0

Rekka konvergererndr L<1 < |x<1 < -l<x<1.
Sjekker endepunktene:
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 119

Nar x = -1 blir rekka
(-1 . &), . &1 111
——(-1) =) —(-1) =) ——=—F =+t
nzjn+2( ) nzz(;n+2( ) nzz(;n+2 2 3 4
Dette er den harmoniske rekka (minus farste ledd) som divergerer.
Nar x =1 blir rekka
© _1 n 0 _1 n
Z(—)ln :Z( ) 111
o nN+2 —mh+2 2 3 4
Dette er den alternerende harmoniske rekka (minus ferste ledd) som konvergerer.

© _1 n
Rekka Z% x" konvergerer altsa for —1< x <1.
= n+ —_—

b) Benytter at
|n(X+1):x—%x +%X —%X + ...
slik at

4
x—In(x+1) x—(x—%x +3X°—1x +)

f(x): 2 - 2

Dette er den rekka som vi undersgkte i a). Vi vet at den konvergerer for x =—<. Setter inn
denne verdien, og far:

? (- )2 ~n4+2
< 1
—————=-2-4(In1-In2)=-2+4In2
© Lmig? ( )==2+4In2
Oppgave 18
a) Benytter at Maclaurin-rekka til sinx er
sinx:x—%x3+éx5—%x7+---:Z((2’nlznl)x2”*l.
n=0
Da blir
f(x):\/;-sin(\/;):\/;(\/;—%\/;3+% xs—% x7+---)
=x—§x2+§x3—%x4+---:z(;)rx”
n=1

b) Setter inn x =2 i rekka ovenfor, og far at

> 02" =2 sin (V2 ) ~1.397.

n=1

c) Integrerer rekka fra a), og far
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 120

Oppgave 19a
Siden f(-t)= (—t)3 =—t> =—f (t), er funksjonen odde. Funksjonen har periode
p=2L=2 < L=1.
Daer:
a,=0forn=012,---

:—j sm( —tjdt—ZIt sin(nzt)dt

1

=2. :# [(ﬂ3n3t3 —6znt)cos(znt) - (37°n’t? — 6)sin(7mt)}0
T
_4—24 (7°n® —=67n)cos(zn)—0—(37%n? —6)sin(zn) +(0—6)sin0

=(-D" =0

3

3_6zn)(-1)" = 2(-) (6 —ﬂznz)

Rekka blir derfor

32

T nal

(6—7r2n2)sin(n7zt).

Oppgave 19b
f(t)=t"—t ndr -1<t<1, f(t+2)="f(t).
Ser at f er odde fordi
f(-t)=(—t) —(-t) =t +t=—(—t)=—f (1), -1<t<l.
Videre er funksjonen periodisk med periode
p=2L=2 < L=1
slikat =2 =7.
L 1

Da er Fourier-rekka pa formen

Zb sm( j Zb sin(nzt)

der
2 rL . T 1 .
b, :fjo f(t)sm(ntt]dt =2[ (£ ~t)sin(nzt)dt

— 1
= 24—14[(6+7z2n —372n%?)sin(nrt) + (20t - 2°n’% — 62znt) cos (nrt) ],
z'n
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 121

Vi ser at faktoren sin(nzt) blir lik null ved innsetting av begge grensene. Da stér vi igjen
med

((ﬂ' 7r3n3—6;zn)cos(n7r)—0j:12n7z( ) =12(3_1) .

4_4 3
=(-D)"

7rn n'z 1/

Rekka blir

Zb sin(nzt ——Ei

n=1 n®

sin n7zt

Oppgave 19c
Nar -2<t<?2,er

f(=t)=(-t)’ —4-(«t) =t + 4t =—(—4t) =— £ (1)
slik at f er odde i dette intervallet. Nar t ligger utenfor dette intervallet, vil periodisiteten fare
til at funksjonen er odde ogsa der.

Siden f er odde, er Fourier-rekka en ren sinus-rekke. Videre er perioden
P=2L=4 < L=2
slik at rekka er av formen
> b, sin(nZt)=> b, sin(n<t)
n=1 n=1
der
2 L Lo 2 3 Lo
b, =—J' f (D)sin(nxt)= jo (t*—4t)-sin(nZt)dt

- [(96+167r ~127°n’t?)sin(nZt) +(-87°n’t — 48znt + 27z3n‘°’t3)cos(n§t)J2
z*n* 0

Vi ser at faktoren sin(n%t) blir lik null for alle verdier av n ved innsetting av begge grensene.

Videre benytter vi at cos(nz)=(-1)". Da blir

b, ———~_((-8x°n" 248702+ 22°°-8)-(-1)") 0= =D
'n °n
slik at Fourier-rekka blir
- (-1 sm(n t)
45
Oppgave 19d

{cost nar 0<t<ur f(t+27)= £ (1),

f(t)= . ,

0 nar z#<t<2rx

Seratfharperiode p=2L=27 < L=r.
Fourier-rekka blir

a, +ian cos(n-t)+ibn sin(n-t)
n=1 n=1

der
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 122
1 ¢r

Y 1 . n
a, :E _ﬂf(t)dtz—j costdtzg[smt]o =0.

_—J' )cos(n-t) dt——_[ cost - cos(n-t)dt

_ E.E{Si“((H nt) , sin((@- n)t)}

T 2 1+n 1-n

Vet at 5|n((1+ n)ﬂ) =sin((1-n)z) =0 for alle heltallige verdier av n. Dessuten er sin0 =0
Dablir a, =0 foralle n=2, 3,4, -

Men uttrykket gjelder ikke for n =1 pa grunn av faktoren 1—n i den ene nevneren. Da blir

a = lJ'”cost -costdt = lrcos2 tdt = l-i[sin(Zt) +2t],

:i(sin(zn) + 27r—sin0—0) =
47

—_—
Videre blir

=0
b, ——_[ -sin(n-t)d tzljoﬂcost-sin(n-t)tdt
T

=1-1[C°S<<1—n>t> e,

T 2 1-n 1+n

N

27 1-n
2 o

_'nznl nar n=2406,---
= 7Z' p—

_i(cos((l— n)z)-cosO cos((1+ n)n)—cosoj
- 1+n

0 nar n=3,57,--
Vi vet at cosinus-funksjonen er jamn. Da er

cos((1-n)z)=cos(-(n-1)z)=cos((n-1)7z)=(-1)"" =(-D"".

Da blir
o (( )" o1 (- 1)"”—1] (((—1)””—1)(1+ n)_((—l)'”l—l)(l—n)]
"2z 1-n 1+n 27 1-n° 1-n?
_iZn((—l)””—l)_ g'nzn—l nor n=2,4,6,-
27 1-n? "

0 nar n=357,--
Ogsa her ma tilfellet n =1 spesialbehandles:

b, :—_[”cost -sintdt :i-_—l[cos(ZI)]g =_—1(cos(27r)—coso) =0.
Y0 T 4 4
Fourier-rekka blir altsa:
2 & 2k
leost+=> ———

”kﬂ(Zk

sin(2k -t)
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 123

Oppgave 19
1 nar 0<t<l

f(t)=40 ndr 1<t<3, ft+4)="f(t).
-1 nar 3<t<4
Grafen blir slik

Dette er en odde funksjon med periode 2L =4 < L=2.

Da blir Fourier-koeffisientene:
a, =0 forallen.

b, = %J'OL f (t)sin(n%t]dt = J.;sin(n Lat)dt = —é[cos(n -%zt)]z

== (eos(n-47)-1) = (1-cos(n- 1)

N

Altsa blir Fourier-rekka
Eii(l— cos(n-47))sin(n-1zt).

T h N
Her er
0 ndr n=4,812,--
bnzi(l—COS(n'%ﬂ')): i nar n=13,5,:-
Nz nx
4 0
— nar n=2,6,10,---
Nz

Oppgave 19f
-1 ndr -2<t<-1

f(t)=<t ndr -1<t<l, f(t+4)=f(t).
1 nar 1<t<?2
Tegner graf for & fa oversikt:

v
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 124

Dette er en odde funksjon, slik at a, =0 for alle n. Videreer p=2L =4 slikat L=2.

b, :%J'OZ f (t)sin(n%t]dt = J'oltsin(n Lat)dt+ jlzl-sin(n -Lt)dt

- > n5tcos(n-1xt)—sin(n %nt)]z —i[cos(n %ﬂ't):llz

n%) nz
= n; > (n%cos(n %72') —sin(n -%72')—0 + 0)‘%(005(]‘17[) —cos(n %ﬂ-))
T T
. 2
- sin(n£7) - Zos(or)

Tabellen nedenfor viser koeffisientene:

n sin(n-%ﬂ) cos(nzx)
1 1 -1

2 0 1

3 -1 -1

4 0 1

5

Videre gjentas samme mgnster. Altsa er

4 (RN I
(-1)2 +— ndr n=135,---

f(t)=ibnsin(n~%7rt)der b, = n‘z’ nz
n=1 -— nar n=2,4,6, -

Oppgave 199
—t2 par -1<t<
f(t): 1-t n?r 1_t_1'
0 nar 1<t<3
Skisserer grafen til f:

2 -1 lo 1 |

f(t+4)="f(t).

Skissen viser at dette er en jamn funksjon. Dette kan ogsa vises slik:
Naro<t<i,er f(-t)=1-(-t)" =1-t* = f(t).
Néril<t<2,er f(-t)=0=f(t).

Altsd er f(—t)= f(t) i hele perioden, slik at funksjonen er jamn.

Ser at perioden er
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 125

p=2L=4 & L=2,
og bruker de generelle formlene for a finne koeffisientene:

ao_—j dt_—j (1-t° dt_—[t—lt} =1(1-%)=1-2=1.
:—J' cos( —tjdt_—j 1-t*)cos(n- 2t)dt

2 . 1

%”[sin(n%t)]o—#)S[Zn-%ntcos(ngtﬁ((ngt) —2)sm(n§t)J0

(n-
=2 (sin(n5)~0) -t (nrcos(n5) -0+ ((nz)’ ~2)sin(nz)-0)

nz nrz
2 2 . 16 .
—Esm(n%) . (”%)‘ES'”(”%)““ns—ﬂaS'”(”%)
8 .
= (2sin(n%)—nzcos(n3))
Rekka blir da
14— Z(—sm( )—%cos(ng))cos(n%t).
T h=1 n
Oppgave 20a
4 ()
f(t)=e', 0<t<l.
Et utsnitt av grafen til den 2
jamne halvperiodiske
utvidelsen er vist til hayre. N
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Lyt
3 -2 1 0 1 2 '3

Siden f er en jamn funksjon med periode p=2L=2 <« L =1, blir Fourier-rekka

ao+iancos(n%t):a0+Zw:ancos(n7rt)
n=1 n=1
der
a, =4[ f(t)dt=1[e'dt=[e'] =e'~e’=e-1.

T
a, %J'Lf cos(n<t) dt_2J' e' cos(nzt)dt

0

[e(cos(nzt) + nzsin(nat)) |

1+ n’z?

2 . 2 n
=] ecos(zn)+ znesin(zn)—-1(1+0) :m(e-(—l) —1)

=(-D" =0
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 126
Fourier-rekka blir altsa
> 2 n
e—1+ n_1m(e-(—l) —1)cos(n7zt).

Et data-plot av de 10 farste leddene i denne rekka
er vist til hgyre.

Oppgave 20b
b)
1 Starter med a tegne grafen til
) f(D=(t-1" te(0,1)
(-1 til venstre. ”Speiler” denne grafen om origo, og benytter
— denne to-delte grafen til & lage den odde halvperiodiske
lo 1 t utvidelsen som er vist nedenfor:

Periodener p=2L=2 < L=1.
Siden dette er en odde funksjon, blir rekka ei ren sinus-rekke:

> b, sin(nzt)
n=1
der
b :EJ'Lf(t)sin(nzt)dt=g_|'1(t—1)zsin(n7zt)dt
"oLdo L 170

1
=2. 31 - [(2 - 22n? + 2220 — 2°n%?)cos(nat) + (2znt — 2zn)sin (nzt) ],
N’z

= 32 . ((2_72'2“2 +27°n° —ﬂznz)COS(nﬂ)—(Z—7r2n2)0050+0_0]
N——

N’z ;
(-1
=2 (2D 24 mn) =2 (1) + 2
N’z N’z Nz
2 nar n=2,4,6,--
_ nz
2 383 nar n=13,5,--
Nt Nz

Rekka blir altsa
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Matematikk for ingenigrer.
Rekker. Side 127

22( (( 1" —1))sin(n7rt).

Oppgave 20c
Utsnitt av grafen til den jamne halvperiodisk utvidelsen:

Benytter formlene for en jamn funksjon. Da er Fourier-rekka
a,+ .4, cos(n %tj
n=1

der perioden p=2L=6 < L=3.
Videre er
a0=%oLf( =—j (t-1)"dt=1[it° t+t] =1(-3°-3+3-0)=1

:%IOLf cos( —tjdt j(t—l)%os(n%;;t)dt

- (54 -37%n? + 6°n’t - 37°n’?)sin (Lnat) + (1821 —187rnt)cos(§n7zt)]z

2,
3
7°n®

Her ser vi at sinus-faktorene blir lik null ved innsetting av begge grensene. Dermed star vi
igjen med

a = % (187n —54zn)cos(nz) —187zncos0 | = %(—BGnn(—l)" —187n)
37°n jT | 3z°n

— nar n=135,.-
:%(2(—1)%1): ”3”
28 ~— nar n=2,4,6,
zn
Fourier-rekka blir da
12 & 2(-1)" +1
1+—22%cos(n%t).
T =1 n
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 128
Oppgave 21
f(t)
321\0//1234567t‘

Funksjonen kan uttrykkes pa flere mater. Den enkleste er kanskije:
~t-1 ndr -2<t<-1
f(t)=40 ndr -1<t<1 , f(t+4)=f(1)
t-1 nar 1<t<?2
Funksjonen er periodisk med periode p=2L=4 < L=2.
Videre ser vi at f (t) er en jamn funksjon. Da blir Fourier-koeffisientene:

a, :%jjf(t)dtz%jz(t-l)dtz%[%tz-t]j =4(2-2-4+1)=1.

1

2 2 T 2.2
a, :I.[o f (t)cos(nttjdt :EL (t—1)cos(Lnzt)dt

I 1 .
T sm(%n;rt)ﬂ

2

2

I . [cos(%nﬂt)+%n7rtsin(%n7zt)—

(3n7) :

2_2
nrz Enﬂ' Enﬂ'

2
. cos($nxt)+ %Sin ($nzt) - %Sin (%n;rt)}

1
(cos(nz)—cos(4nr))

=
Nz

Altsa kan Fourier-rekka skrives pa formen

1 izin—lz(cos(nﬁ) —cos(4nz))cos(1nxt)
T n=1

For oversiktens skyld kan vi lage en tabell over cos(n;z) — cos(% n;r) :

n cos(nr) cos(4nr) cos(nz)—cos(inz)
1 -1 0 -1
2 1 -1 2
3 -1 0 -1
4 1 1 0

Deretter vil mgnsteret gjentas for hgyere verdier av n. Dette indikerer at:
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Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 129
;—42 nar n=12325,.-.
n°r
a = 282 nar n=2,6,---
n°z
0 ndar n=48, -

Oppgave 22

a) Sammenlikner med rekka Ziz som jeg vet konvergerer, og bruker grense-
n=1 n

sammenlikningstesten siden leddene i rekka dpenbart er monotont avtakende:

1
2 2 _
n’ _16n L 6oL 16 narnoo.
1 n? n’
16n°* -1
Siden denne grensen eksisterer og er forskjellig fra 0, ma rekka 216 ] 0gsa
n=1 n-—
konvergere.
b) f(t)=cost ndr 0<t<iz, f(t+iz)="f(t).
Grafen til funksjonen er vist nedenfor.
A
1
1 1 3 M
—ix 0 iz Vs Sxt
Perioden er
p=2L=37 & L=ir.
Daer
T_*
L iz
Rekka er av formen
a,+ >4, cos(n%tj + > b,sin (n%tj =a,+ > a,cos(4nt)+ > b sin(4nt)
n=1 n=1 n=1
der

n=1

1 1 i 2. ix 2. i
ao=zj02Lf(t)dt:2~1ﬂ'[° costdt=;[smt]§ ==(sin(%7)-sin0)==.

T

1N [~
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a =1I2L f (t)cos(nﬁtjdt =ij§”cost~cos(4nt)dt
LJo L A

:i.{sin((H 4n)t) . sin((l—4n)t)T” =£[sin((4n +Dt) . sin((4n —l)t)T”

V4 1+4n 1-4n s dn+1 dn-1 0
=E(sin(2n7z+§7r)—sin0 N sin(2n7z—gn)—sinojzg[sin(gn) +sin(—§7r)}
V4 4n+1 4n-1 7\ 4n+1 4n-1
:E( 1, jzﬁ.(“”‘l)‘(‘”‘*l):i 2 -4 1
z\4n+1 4n-1) =« (4n)° -1 r 16n*-1 7 16n°-1
b, :EIZL f (t)sin(nztjdt =1if”cost -sin(4nt)dt
L0 L 40
4 1{cos((1—4n)t) cos((1+ 4n)t)T” 2 {cos((4n—1)t) cos((4n +1)t)T”
"z % 1-4n 1+4n L x| -(4n-1)  4n+1 |,
2( cos(2nz - 17)-cosO cos(2n7z+§7r)—cosoj
A an-1 B an+1
2[ cos(—iz)-1 cos(;n)—lj 2( 0-1 0-1
72U a1 an+1 :;(_m_4n+l)
2 (4n+D)+(4n-1) 2 8n 16 n
"7 (4nf-1 7 16n-1 x 16n°-1
Rekka blir

a, + Y a,cos(4nt)+ > b sin(4nt)
n=1 n=1

2 4 1 16 &
=——— cos(4nt) +—
r m416n? -1 7[;1

sin(4nt)

21

c) Nar t — 0 vil Fourier-rekka konvergere mot %:%
Da blir Fourier-rekka
2 4& 1 16 n . 1
——— cos(4n-0)+— sin(4n-0)=—
r miE16n® -1 ( ) 7zn22;16n2—1 ( ) 2
2 4& 1 1 4& 1 2 1
———) ——1+0==- & — ——=——=
T mealen® -1 2 reoalen -1 7 2

i;_ztz_lj_i_z
n:116n2—1 A\ 7 2 2 8
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Rekker.
Oppgave 23
0 nar -2<t<-1
f(t)=4t ndr -1<t<1, f(t+4)
0 nar 1<t<2
Grafen blir omtrent slik:
A
1

= f(t).

Viser at periodener p=2L=4 < L=2.
Dette er en odde funksjon, slikat a, =0, n=0,1,2, ---.
Videre blir
2L, . T 22 .y
b, _IJO tsm(nttjdt _EL tsin($nzt)dt
1

=— o) [ 4nt-cos(4nzt) —sin(4nzt) |
2

1
0

= > (3nzcos(3nx) - 0—sin(2nz)+sin0) =

n’z 2

nrz

4 (-4
2SII’] n272'2 -

v

2
Nz

—COS(

Side 131

-4

n’z

2

)

Fourier-rekka blir

%i(%sin(%n”) —%COS(%nﬁ)jSin(%nﬂt) .

72 4=3\n

Setter opp en tabell over sin(inz) og cos($nr):

Av tabellen ser vi at

(_12—2'4 nar n=135, -
b = n“z
n %+1
(_1)—2 nar n:2,4,61...
14

Vi skal na bruke dette til & finne summen av rekka

tr ot L
12 32 52 (2n—1)2 '

n sin($nr) cos(3nr)
1 1 0
2 0 -1
3 -1 0
4 0 1
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Av tabellen ser vi at cos(inz)=0 ndrn=1,3,5, -, ogat sin({n7)=0 ndrn=2, 4,6, ---

Vi setter derfor inn t =1 i Fourier-rekka. Da forsvinner alle ledd med n=2, 4, 6, ---. Vi
skriver ut noen av de farste leddene:

-%{6%4—0)1+ﬂ%(—ﬂ—0j(—D+(%71—d)1+mj
7o \\1 3 5

4 1 1 1
=— ]_+_2_|__2+..._|_—2+...
T 35 (2n-1)

Rekka konvergerer mot
i“mf@ﬁﬁmf@” ;a+m % Ari=1.

t—1" t—1"
Altsa er

4 1 1 1 1 1 1 1 7’
—S| I+t S+ttt =2 & ot =
r 3 5 (2n-1) 2 3

Oppgave 24
a) Bruker grensesammenlikningstesten, og sammenlikner med rekka Ziz som jeg vet
n=1
konvergerer:
1 2 2
(2n-1" n n _ 1

= _(2n—1)2 :4n2—4n+1_4—%+n%'

n

Ser at nar n — o, vil dette forholdet ga mot +. Ifglge grensesammenlikningstesten vil da

rekka z > konvergere siden rekka Z—Z konvergerer.
k:l n=1 N

b) Forholdstesten gir na:
(n+1)+1

(X_l)n+l "
a,| | (n+1) _|(n+2)(x-1) |
a, ”;fl(x_l)n ‘ (n+1)! (n+1)(x—1)n
n!
_n+2 nl | _q_an _| _1|
T n+l n+1 n+l n+1

Her ser vi at ndr n — oo, blir
. (n+2 1 . [1+2 1 1+0 . 1
lim| — - —— |=Ilim o = -lim =0.
el n+l n+l) mo=(1+3 n+l) 140 m>en+l

a,,
Altsa er lim |t

n—oo a

av x. Altsa konvergerer rekka for alle x e R .

=0- |x JJ som viser at dette forholdet er mindre enn 1 for alle verdier

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg



Matematikk for ingenigrer.

Rekker. Side 133
Cl) Af(t)
1
| | T\\\\I T\\\N >
L I 0 h A I3 bt
- I I -

c2) Viseratperiodener p=2L=2 < L=1.
Da er Fourier-rekka

a, + ian cos(nzt) + Zm:bn sin(nzt)
n=1 n=1

der
a, :i [* :%( [ (<)« j:(—l)dt) =3([-4T -1} ) =33-1) =2
Q=1 (t)cos(n%t)dt =3{[ (-)cos(natyat + ['(-2)oos(net)ct

__1 [cos(nzt) + natsin(nzt)]’, —i[sin(nﬂt)]t

(nﬂ) 2V/4
=—L cos0—cos(—nz)+0—(=nz)sin(=nx) S sin(nz) — sinQ
(nz)’| T ) nm\——— =
n _2 0
—1+(—1) < 7 nar n=1,3,5,"'

0 nar n=2,4,6, -

b= L[ (t)sin(n%tjdt ([ (sin(natyat+ [ (-2psin(net)ct)

_[nztcos(nzt) —sin(nzt)]’, + ni[cos(nnt)]t
T

(n7)
1 1

=——(0- sm0+n7zcos( nz)+sin(-nz) \+—( cos(nz) — cosQ
n‘z’ o " =0 Z\ =

nr nr  nrx nr L ndrn=2406,---

Rekka blir altsa

____ZZ; )

N G VA 2(—1)”—1:{-—3 ndr n=1,3,5,--

22 sm (nzt).

n=1

-cos((2k —1)zt) +

3|+

c3) Nar vi setter inn t =0 i rekka, vil den konvergere mot
1

%(tlirp f(t)+ lim f(t)):%(0+(—l)):—§.

t—0
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Rekker. Side 134
Videre ser vi at alle cosius-faktorene i Fourier-rekka blir lik 1, mens alle sinusleddene blir
lik 0. Altsd er
12 1 41l 129 1 11
4 7 iE(2k-1) 4 2 7ia(2k-1)° 2 4
© 1 72_2
< Z 2" q
k=l(2k —l) i

Oppgave 25
o )k*1 1 1 1 1 1
Z

S(k-1) L ¥ 5 79
Dette er en alternerende rekke der absoluttverdien av leddene apenbart gar mot null. Da
konvergerer rekka.

al)

b) Grafene til del bl) og del b2) er tegnet nedenfor.
,49 (t) Af(1)

0. VANV
VARSIV EVA

b3) Seratfharperiode p=2L=4 < L=2.
Siden f er en odde funksjon, blir Fourier-rekka av formen

Sxalot| Sue)

der
-2 (g2 - e

:—m[((%nnt) ~2)cos(Lnt) - Z%nntsin(%nnt)}Z—éﬂzn[cos( ant) ||

_ 8 (( —2)cos(7zn) - (-2)cos0 - 27rnsm(7rn)j+i(cos(7rn) cosoj
T — N N

> n >
=(-D" T =0 (-D" -1

N (L) T LP Y I () L)
n n

-8-(-1)" 16-(-1)" 16 4.-(-1)" 4
= + +

zn °n °n’ zn n

nar n=135,---

343

(( D" -1) -2 (14+(-1)") =) 7N

°n’ zn —8

nar n=2,4,6,--
zn
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Setterat n=2k -1 nar n=1,3,5,---,2k—-1,---,0gat n=2k nar n=2,4,6, ---, 2k, ---,
k=1 2,3, . Fourier-rekka blir da

2bnsin(%n7zt) i_—gzusin(% 2k -1 nt)+zw:

k:1(2k—1) 4 = (2k)7

3P & 431
= =sin(3(2k —1)zt sin k t
i ; 2k -1)° (1))~ kzi‘k )

sin(4- 2k - 7t)

b4) Nart=1,er f(1)=1"-2=-1.
Vet at Fourier-rekka konvergerer mot denne verdien. Ser at sin(kﬂ -1) =0 og at
sin(4(2k 1)z 1) =sin(kz - 17)=(-1)".

Da blir
w o k+1 3
32 L ()t e v (-1) |
V4 =1(2k 1) k=l 2k 1 32
Oppgave 26
. (_l)n+lxn .
a) Rekka 2—2 konvergerer nar
n=1 n
(_1)n+2 X"
T 2
I|m%<l < lim X<l < lim --xl<1
n—>o ( ) n n—o (n +1) n~>oo(1+%)
n2

Ix <1 & -1<x<1

Ma ogsa undersgke endepunktene:
x =-1: Rekka blir

2n+1

(-D)" ()" & (- 1) |
5. e

n=1 n’ n N
som konvergerer (konvergens av p-rekke).
x =1: Rekka blir

( 1)n+lln ( 1)n+1

Z Z

som ogsa konvergerer (konvergens av p-rekke, eller av alternerende rekke).
Altsa konvergerer rekka for -1< x <1.

b1) Benytter at

In(t+1) =t—1t>+1t°—1t" +
Da blir
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[ 'n(tt+1) dt = on%(t S A0 Lt )t = [ (1= St A 104 dt

X

Il
1
~—+
|
N[~
N[~
~—
N
_+_
W
[
~—
w
|
ENIIE
ENIIE

. t4_|_...

|

_ 1 2 1 3 1 4
f =X X X =X

b2) j:'n(tt”)dt ~1-L.02 417~ 1.1+ L.1° ~0.8386.

@vre grense for ungyaktigheten er
~41=4~003.

cl) P 1-t2  — P

R —) o 1 5 3 n X
c2) Dette er apenbart en jamn funksjon med periode p=2L=2 < L=1.
Da er Fourier-rekka gitt ved

a,+ > a, cos(n%tj:aﬁZan cos(nzt)
n=1 n=1
der
—ijLf(t)dt—ljl(l—tz)dt—[t—ltﬂ1 =1-1=2
a4 = L Jo - 170 - 3 0o 37 3
09
2 L Vs 1 )
a, :f-[o f(t)cos(nttjdtzzjo(l—t )cos(nzt)dt

1
2n%t?)sin(nzt) — 2nzt cos(nzt)],

- (2+72' n? — z°n?)sin(nz) = 2nzcos(nz) —=0+0 )= —— .(=1)"
72.3n3 %/0_/ T 72.2n2
= —(—)"

Da blir Fourier-rekka
2_ Zz(nl) cos(nzt).

372'”1

c3) Serat f (0) =1, og at Fourier-rekka blir

2 (1) (O):g_izw(—l)”_
3

nar t = 0 Dermed er

( 1)n+1 4 © (_1)n+1 1 © (_1)n+1 P
) Z < —ZZ 3 < > =15
Men fra del b) av oppgaven har

1n(t +1) (D)™ @(—1)““ 7
J’O t dt:Z_; ~ 1 =Z =
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Oppgave 27
a) A

\ T \ \ Vi har en odde funksjon med periode
1_

p=2L=2 < L=1,
f—t—t ———+—+—+— slik at vi far ei Fourier-sinus-rekke av formen
3 2 -1 o 1 2 3 4 5 t

\ z \ \ gbnsm(n%t):gbnsin(nm)

] der
2 L s 1 .
b, :fjo f (D)sin(n£t)dt =2 (2-t)sin(nzt)dt

)

=2 (04 n-(-1" —0-27n-1) =2 (2-(-1")
7N an T

Da blir Fourier-rekka

ibnsin(nnt):ii(z (-D)" )S|n(n7zt)—— 1(2 (=1)")sin(nzt) .

=1 TN T n

b) Nar vi setter t =1, blir
0 nar n=246,--
sin(nz-4)=41 nér n=159,-
-1 ndr n=3711,;-
Videre ser vi at
2-(-1)"=2-(-1)=3 ndr n=135,7,---
Da blir Fourier-rekka

2(131 Lanitsaitscy,. j
1 3 5 7

T
:E(l_l+1_l+...jzgz(_l)
Vs 3 5 7 rim2n+l

n=0
Nar t =1, blir f(4)=2-1=3. Vet at Fourier-rekka konvergerer mot denne verdien nér
:% S|Ik at
6D 8§D 3z x
7Z'n02n+1 2 n:02n+1 2 6 i
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5. Tillegg.

5.1. Tabell over ubestemte integral.

Nedenfor finner du en liten tabell over de ubestemte integralene som er mest aktuelle nar du
beregner Fourier-koeffisienter. Integrasjonskonstanten er ikke tatt med.

j cos(ax)dx = ésin(ax)

I sin(ax)dx = —%cos(ax)

j xcos(ax)dx = é(cos(ax) +axsin(ax))

f xsin(ax)dx = —%(axcos(ax) —sin(ax))
%(
a

j x2 cos(ax) dx = —(2axcos(ax) + (a®x? — 2)sin(ax))

j x%sin(ax)dx = —%((azx2 — 2)cos(ax) — 2axsin(ax))

j x* cos(ax) dx = %((B;azx2 —6)cos(ax) + (a®x® — 6ax)sin (ax))

j x°sin(ax)dx = —%((a:*x3 — 6ax)cos(ax) — (3a?x* — 6)sin (ax))

| x*cos(ax)dx = %((4a3x3 — 24ax)cos(ax) + (a‘x* —12ax? + 24)sin (ax))

j x*sin(ax) dx = —is((a“x4 ~12ax’ + 24) cos(ax) — (4a>® — 24ax)sin(ax))
a

i[sin((a+b)x)+sin((a—b)x)j S axb
I cos(ax)cos(bx) dx = 4 2 a+b a-b
i(sin(Zax) + 2ax) ndr a=b

l(cos((a—b)x)_cos((a+b))j S axb
Icos(ax)sin(bx)dx: 2 . a-b a+b
——cos(2ax) nar a=b
4a
l(sin((a—b)x)_sin((a+b)x)j & ah
jsin(ax)sin(bx)dx: 2 a-b a+b
—%(sin(Zax)—Zax) nar a=>b

ax

j e™cos(bx)dt = h(acos(bx) + bsin(bx))

a

j e*sin(bx) dt = 2e X >(asin(bx) —bcos(bx))
a“+b
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5.2. Zenons paradoks.

Oldtidens greske filosofer var sveert opptatt av den sunne fornuft og logiske resonnement.
Men noen ganger kunne den rene, sunne fornuften fare til merkelige resultater som apenbart
var i strid med var erfaring. Zenons paradoks er kanskje det mest kjente av disse. Det er
omtrent slik:

&n dag matte den store atleten (filles en skilpadde. Skilpadden spuste om (killes ville bape om kapp
med den. Men siden (filles var en sa sprek atlet, ville skilpadden ha et lite forsprang. Ukilles gifik
selufalgelig med pa det, eg lot skilpadden fa et godt forsprang fer han selv begynte a lope.

Forst matte (killes fomme til det stedet der skilpadden var da Ukilles begynte a lape. Men da var
skilpadden Rommet Uitt lenger fram. Sa matte Ukilles kemme dit skilpadden na var kommet. Men da var
skilpadden fkemmet enda lenger fram. Og slik foutsatte det. Fele tiden matte Ukilles forst Romme til det
stedet dex skilpadden befant seq, g da var skilpadden femmet enda litt lenger fram. (Wtsa var det
umulig for Ukilles & na igjen skilpadden, og enda mer umulig d lope forbi.

Resonnementet synes a vaere uangripelig fra et rent logisk synspunkt. Likevel strider det mot
all praktisk erfaring. Hva er galt?

For & finne feilen, kan vi formulere kapplgpet mer matematisk ved hjelp av figuren nedenfor,
der Akilles’ posisjon er A mens skilpaddens posisjon er S:

A Xy S
F 4
A K s
"
T T
X
A S
T T
AS
H
X

Anta at skilpadden fikk et forsprang x, for Akilles begynte a lape. Nar Akilles hadde lgpt
strekningen x,, hadde skilpadden kravlet en ny strekning x, . Nar Akilles hadde lgpt denne
strekningen, hadde skilpadden kravlet en ny strekning Xx,. Og slik fortsatte det.

Anta at Akilles lap med konstant fart v, , mens skilpadden kravlet med konstant fart v;.
Akilles brukte da en tid

X
t, =2
VA
pa & lape strekningen x,. Pa denne tiden kravlet skilpadden en strekning

XO VS
X =Vety = Vg - —2 =X, - —.

A VA
Denne strekningen lgp Akilles pa en tid
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VA VA
Men na har skilpadden kravlet en ny strekning
vV 2
— — S _ S
X, = Vgly = Vg - X =2 (=% =2
VA VA

som Akilles tilbakelegger pa en tid

X, 1 V.’ V.’
E =__£4:___(XO._§?];: XO._QEI

1 Y/ Y/
g:ﬁ:—[xo-—s}:xo-—z.
VA

VA VA VA VA
Og slik fortsetter det. Pa strekning nr. n kravler skilpadden en strekning
V n
Xy = X - —=
VA
som Akilles tilbakelegger pa en tid
V n
=% VAS”+1 '
Den samlede tiden Akilles bruker pa a lgpe n slike stadig mindre strekninger, er derfor
2 n
X v, V, V,
T =t +t +t, + - t, :ijt X, 'r;-F X, o%+ et X ﬁ
Men dette er en geometrisk rekke med farste ledd a, = %o og kvotient k = Ys . summen blir
VA VA
n
v,
T :alu:ﬁ. Va __% Vs -1 __ % 1- Vs .
) k=1 Vo Vs g Ve—Va[lVa V, — Vs V,
VA

i i . V. i
Men siden skilpadden beveger seg langsommere enn Akilles, er v, <v, . Daer =<1, slik at
VA

n
V o [*] - X -
(—Sj — 0 nar n — o« . Dette betyratnar n — oo, vil T — 9 . Dermed vil det ta en
VA VA _Vs

endelig tid T far Akilles har lgpt uendelig mange slike stadig mindre strekninger, og det tar en
endelig tid T far Akilles tar igjen skilpadden.

Dette resultatet kan vi etterprgve med a bruke bevegelseslikninger for konstant fart. Vi legger
origo der Akilles starter. Skilpaddens posisjon ved tiden t er da

Xs = X + Vet
mens Akilles’ posisjon er
Xy =V,t.
Idet Akilles tar igjen skilpadden, er
X
X, =X, < X +Vi=vit < t=—2—.
S A 0 S A VA —‘Vé

Og det er (heldigvis) samme tid som vi fant da vi analyserte tidsforbruket i Zenons paradoks.
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5.3. Litt finansmatematikk.

Geometriske rekker er sveert viktige innen finansmatematikk. Utgangspunktet er at dersom et
belgp K, far forrente seg til p % rente i n terminer, og renten legges til kapitalen etter hver

termin, vil kapitalen ved starten av termin nr. n ha vokst til
K, =Ko(1+5) .

100
Hvis man nd etter et fast belgp K, inn i en bank ved starten av hver termin, vil man like etter
innskudd nr. n ha innestaende et belgp

K = Ky + Ko (Lt i)+ K (14 55) 04 K (L4 55)

100 100 100

Men dette er en geometrisk rekke med n ledd og kvotient (1+ 1.%0) , slik at

100

. (1+) -1

o)t =K, %((u%) —1).

Eksempel 5.3.1: Du setter inn 10 000 kroner i banken hvert ar til 4% arlig rente.
a) Hvor mye har du staende i banken like etter det 10. innskuddet?
b) Hvor lang tid tar det fgr det oppsamlede belgpet har vokst til 200 000 kroner?

Lasning:
a) Bruker formelen over, og far
K=K, -@.((H i)n —1) =10000-%-(1.0410 —1) =10000-25-0.480244 =120061.

p 100

b) Ma na lgse n av likningen
200000 ~10000-22,((1+ %) ~1) < 20-25(1.04" 1)

100

< 1.04"-1=080 < 1.04"=1.80
e In1.80 ~15.
In1.04 =
Det vil altsa ta 15 ar far oppsamlet belgp er vokst til 200 000 kroner. Da er belgpet vokst
til 200 236 kroner ved hjelp av formelen i a).

|n(1.04") ~In1.80 < n-In1.04=In1.80

Dersom du far utbetalt et belgp en gang i framtiden, har dette en naverdi som er lik det
innskuddet som du kan sette i banken i dag til en kjent rente for a fa belgpet. Mer presist kan
vi si at dersom du far et belgp K. om n terminer, er ndverdien K, ved p % rente gitt ved

K,=Ko(1+%) & K, K

100 P n’
(1+ ﬁ)

Et annuitetslan er et 1an der tilbakebetalingen skjer med like store belgp. | starten betaler du
mest bare renter av lanet, men etter hvert vil en stadig starre del av terminbelgpet veere avdrag
pa lanet. Terminbelgpet beregnes ved a sette at summen naverdiene av alle terminbelgpene
skal veaere lik starrelsen av lanet. Vi setter lanebelgpet lik L, terminbelgpet som du betaler
tilbake er T, renten er p, og vi har n terminer. Dersom fgrste terminbelgp betales etter 1
termin, far vil likningen
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T T T
+ + et —
1"’@ (1+1go) (1+1oo)
Dette er en geometrisk rekke med farste ledd a, = T - og kvotient k = 1 . Dette gir
0 1+
k-1 1+% lp -1 1 (1+1oo) _%
1+ 45
n p
— 100 1 P T:LL 1 =L b (1+m)
) 14 2P 100 100 1 0 1
100 1_( 1 j (+m)
1+ 35

Det er flere mater & beregne starrelsen av restlanet under veis. Det enkleste er kanskije a si at
stgrrelsen av restlanet er naverdien av de terminbelgpene som ikke er betalt hittil, beregnet til
det aktuelle tidspunktet.

Eksempel 5.3.2: Du laner 200 000 kroner, som skal betales tilbake i 15 arlige terminer med
like store terminbelgp (annuitetsprinsippet) med 8% rente. Farste tilbakebetaling ett ar etter
laneopptak.

a) Hvor stort blir terminbelgpet?

b) Hvor mye av dette er avdrag, og hvor mye er renter ved farste terminbelgp?

c) Hvor mye er avdrag, og hvor mye er renter ved 10. terminbelgp?

Lasning:
a) Bruker formelen ovenfor:
1+-2 ! 15
T=L-2 %_ 200000- & .29 _ 5336191,
_ 1.08° -1 ———
1+-2 00 1

b) Du betaler rente av hele belgpet, slik at renten er - 200000 = 16000
Da blir avdraget 23361.91-16000 = 7361.91.

c) Like etter at det 9. terminbelgpet ble betalt, sto det igjen 6 terminer. Naverdien av disse
(beregnet til tidspunktet da 9. terminbelgp ble betalt) var
T T T
B + + cee + .
1+ﬁ (1+1oo) <1+1go)
Dette er en geometrisk rekke av samme form som ovenfor, med n=6. Vi far

RoT. .2 g | 1 =23361.91~%~(1—(%)) 107999.30.
P 1+100

Renten av dette belgpet (som betales ved den 10. terminen) er ;5--107999.30 =8639.94 .
Da blir avdraget 23361.91-8639.94 =14725.97.
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5.4. Utledning av formlene for Fourier-koeffisientene.
Vi skal farst vise at

I:+2Lsin(n%t)dt:.[:+2Lcos(n%t)dt=0.
Vi benytter da at
I sin(a-t)dt=—1cos(a-t)+C
og at
j cos(a-t)dt=1sin(a-t)+C.
Da blir
T2l | T+2L
L sm(n%-t)dt:[—#cos(nft)]T :—#(cos(n%(T +2L))—cos(n%T))
=—+(cos(n£T +n-27)—cos(n£T))=0

fordi
cos(v+n- 27:) =COSV.

P& samme mate fér vi at
J'TMLcos(n%-t)dt :[#sin(n%t)ﬁ+2L == (sin(n£(T +2L))-sin(nT))

=L (sin(n£T +n-27)-sin(n£T))=0

Sa var det de tre andre integrasjonsformlene. Vi far na bruk for disse trigonometriske
identitetene:

a) sinu - cosv = (sin(u—Vv) +sin(u +v))
b) cosu -cosv = (cos(u—v)+cos(u +v))
c) sinu-sinv = 2(cos(u —v) —cos(u +v))

Det er mulig at du ikke har sett dem far. Jeg vil derfor utlede dem, og tar da utgangspunkt i
formlene for sin(u+v) og cos(u+v) som jeg gar ut fra at du kjenner fra for:

sin(u—v)+sin(u+v)=(sinu-cosv—cosu-sinv) +(sinu-cosv + cosu -sinv)
=2sinu-cosv
< sinu-cosv =1(sin(u—v)+sin(u+v))

cos(u—v)+cos(u+v)=(cosu-cosv+sinu-sinv)+(cosu-cosv—sinu-sinv)
= 2C0SU - CcosV
& cosu-cosv =2(cos(u—v)+cos(u+v))

cos(u—v)—cos(u+v)=(cosu-cosv+sinu-sinv) —(cosu -cosv —sinu -sinv)
=2sinu-sinv
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< sinu-sinv=2(cos(u-v)-cos(u+v))

Na er jeg klar til & vise at

I:+2ﬂcos(m%t)~cos(n%t)dt = {O e mAn

L n&r m=n

Ved a benytte identitet b) far jeg na at
[ cos(mzt)-cos(nzt)dt =1 (cos(mzt—nzt)+cos(mzt+nt))dt

=1 cos((m-n)zt)dt+1 ] cos((m+n)zt)dt
Siden bade m og n er hele, positive tall, og vi integrerer fra t =T til t =T + 2L, vil begge
integralene bli av typen
T+2L
IT cos(k - £t)dt

forutsatt at m = n, og dette integralet vet vi er lik null.

Men tilfellet m = n ma spesialbehandles. Vi benytter da identiteten
cos(2v)=2cos’v—1 <« cos’v=2%(cos(2v)+1).
Da blir
T+2L T+2L T+2L
[ cos(net)-cos(net)dt=[ " cos®(n£t)dt =4[ " (cos(2-n£t)+1)dt

T+2L

:%[ﬁsin(Zn%t)HJT

=ﬁ(sin(2n%(T n 2L))—sin(2n%T))+%((T +2L)-T)
=2 (sin(2n£T +4nz)—sin(2n£T))+4-2L
=L .0+L=L

Vi samler tradene, og far at

J‘:+Z”cos(m%t)~cos(n%t)dt = {O nar. m=n

L nar m=n

For & vise at

j:+2Lsin(m%t).sin(n%t)dt ={
benytter jeg identitet c), og far at
[ sin(mzt)-sin(n£t)dt =1 [ (cos(m£t—n£t)—cos(mEt+nst))dt

0 ndr m=#n
L n&r m=n

=1 cos((m-n)zt)dt—1 [ cos((m+n)zt)dt

Dette er akkurat samme uttrykk som fgr, bare med minus istedenfor pluss mellom integralene.
Som fgr far vi da at

I:+2Lsin(m%t)-sin(n%t)dt =0

forutsatt at m = n.
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Ogsa her ma tilfellet m = n ma spesialbehandles. Vi benytter da identiteten
cos(2v)=1-2sin’v < sin’v=2%(1-cos(2v)).

Da blir
T+2L | . T+2L . T+2L
[ sin(ngt)-sin(net)de = sin®(n£t)dt =4[ " (L-cos(2:n£t))dt

N

- 1 TioL
= t—szL[sin(Zn%t)}T

NI

T+2L-T —iﬂ(sin(Zn%(T + 2L))—sin(2n%.T))]

2nT

NI

2n=

2L —i(sin(zn%T +4n7) —sin(2n%T))] =L

Vi samler tradene, og far at

I:+2Lsin(m%t)-sin(n%t)dt = {0 nar m=n

L ndr m=n

N4 gjenstar det bare a vise at
'[:+2Lcos(m%t)-sin(n%t)dt =0 for alle verdier av m og n.
Da benytter jeg identitet a), og far at
I cos(mZt)-sin(nzt)dt :%I (sin(mzt—nZt)+sin(mzt+nzt))dt

=4[ sin(m-n)zt)dt+1] sin((m+n)zt)dt

Som far blir begge integralene lik null nar vi integrerer fra t =T til t =T + 2L, forutsatt at
m = n. Dersom m = n, benytter jeg identiteten

sin(2v)=2sinv-cosv < sinv-cosv=1sin(2v)
og far

[ cos(nzt) sin(nzt)dt =1 [ sin(2n£t)dt=0.

Altsé er
" cos(nxt)-sin(nt)dt =0 for alle verdi
IT cos(nxt)-sin(nzt)dt =0 for alle verdier av m og n.

5.5. Fourier-koeffisientene for jamne og odde funksjoner.

Vi skal na utlede formlene for beregning av Fourier-koeffisienter for jamne og odde
funksjoner. Vi tar naturligvis utgangspunkt i de generelle formlene for beregning av Fourier-
koeffisienter, og viser hvordan de forenkles nar f er jamn eller odde.

Vi trenger da noen hjelpesetninger, og starter med disse to:
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._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Begge disse setningene framkommer "intuitivt” av en figur. Men la oss bevise hjelpesetning 1
mer formelt:

Vi starter med & merke oss at
[©f(t)dt=]" f(t)dt+]"f(t)at
[ - 0 .
S& omformer vi j_a f (t)dt slik:

@) 2 o @)

j_oaf(t)dt=j: f(-t)d(-t)=—[ f(t)dt=["f(t)dt.

Merknader:
(1) Erstatter t med —t. Da ma ogsa nedre grense endres fra —a til a.

(2) Benytterat f (—t)= f(t) sidenferjamn, ogat d(-t)=—dt der minustegnet settes

utenfor integraltegnet.
(3) Dette er (forhapentlig) en kjent setning fra integrasjonsteorien.

Altsa blir

[©f()de=[ f(t)dt+ [ F(t)de=["F(t)dt+ [ f(t)dt=2[ f(t)dt

som vi skulle vise. Prgv & vise hjelpesetning 2 selv!

0

a

Sa trenger vi et par hjelpesetninger til:

Jeg ngyer meg med a vise hjelpesetning 3:

Definerer
g(t)=f(t)-sin(nzt)

h(t)=f(t)-cos(nzt).

._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Daer

g(~t)= f(~t)-sin(-nzt)= f(t).(_sin(n%t))z_f (t)-sin(n=t) =g (t)

0g
h(-t)= f(t)-cos(—-nt) = f (t)-cos(nzt)=h(t)
som viser at
g(t)=f(t)-sin(n£t) er odde

h(t)= f(t)-cos(nZt) er jamn.
Du klarer sikkert a vise setning 4 selv!

Na er vi Klar til selve beviset. Jeg ngyer meg med a bevise setningen for det tilfellet at f er
jamn. Da blir:

aozi LLf(t)dt:i-zj:f(t)dtzlj:f t)dt

2L7- 2L
:—I )cos(nZt)d =T 2j )cos(nZt)dt = %IOLf(t)cos(n%t)dt.
:—.[ )sin(nZt)dt = l~0:Q.
=

Bevis selv setningen for det tilfellet at f er odde!

5.6. Forskyvning til jamne eller odde funksjoner.

Noen ganger kan en periodisk funksjon som i utgangspunktet verken er jamne eller odde,
danne utgangspunkt for en jamn eller en odde funksjon ved a forskyve funksjonen i
koordinatsystemet (eller ved a forskyve koordinatsystemet). Pa denne maten kan vi forenkle
beregningen av Fourier-koeffisientene. Denne forenklingen ma da veies opp mot det ekstra
arbeidet med a forskyve funksjonen (eller koordinatsystemet).

Eksempel 5.5.1: Vi tar utgangspunkt i funksjonen i Eksempel 3.3.1, som var slik:
0 nar te <—7r, 0>
f(t)= , f(t+27)=f(t
) {1 nar te[O,ﬁ> (t+27)= (1)

Vis at denne funksjonen kan forskyves slik at det oppstar en

a) Odde funksjon.

b) Jamn funksjon.

Bruk disse funksjonene til a finne Fourier-rekka til f pa en enklere mate enn i Eksempel 3.1.

Lasning: Grafen til funksjonen f ser slik ut:

Af(t)

1

=\/

21 -7 0 b 2 3n
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a) Dersom vi forskyver grafen en strekning pd < nedover i koordinatsystemet, far vi en odde

funksjon som vi kan kalle

-1 ndr te <—7r, 0>

0= 101 1 "Sormy

2
Fourier-rekka til g blir da en ren sinus-rekke der koeffisientene er

b, :%Kg(t)sin(n%t)dt :ﬂ:%sin(nt)dt = <[ —Zcos(nt) |’
(-2)=% ndr n=135,

= —#(COS(I’VZ‘) —COoS 0) = —ﬁ((_l)n _1) = {_iﬂ -(0)=0 nar n=246,--

Dermed blir
f(t)=g(t)+3=4+Dbsin(nt)=3+2> 2k
n=1 k=0

b) Dersom vi definerer en ny variabel 7 =t—Z, far vi et nytt koordinatsystem som vist
nedenfor (der det nye koordinatsystemet er forskjevet litt nedover for oversiktens skyld).

1Af(t) A

I

3n t

21

A 4

0 T

A

| | |
I I |
T T 0 x T
2 2

I dette nye koordinatsystemet blir funksjonen f omformet til
0 nar re <—7Z', —%>
g(r)=41 nér re <—%, %>
0 nar re <%, 7z>
Funksjonen g er apenbart jamn, og Fourier-rekka til g blir derfor ei cosinus-rekke der
koeffisientene er:
a = %Ufldr + I;Odrj = %[r]o = %(%

a, =§Ufl-cos(n§r)dt +J;O-cos(n§r)drj

Na ma vi benytte at
0 ndar n=24,6,---

[NIE

~0)=1.

:%-[%sin(nr)]f :ﬁ(sin(ng)—sin 0).

sin(nz)=41 nér n=15.9,-
-1 né&r n=3711:-

Dermed blir Fourier-rekka til g slik:
a + ian cos(nZz)=24+2(4cos(1r)—<cos(3r)+Lcos(57) —Lcos(7z7) + ).
n=1

For & finne Fourier-rekka til f, ma vi erstatte z med z =t —Z%, og far
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%+§(%cos(lr)——cos(3r)+%cos(5r)——cos(7r) )
(cos (t—%)-cos(3(t-%))++cos(5(t—%)) - Lcos(7(t )+)

+2(sint —4(—sin(3t))+£sin(5t) - (~sin(7t)) + )

=14 %i 2k+1sln( 2k +1)t)
k=0

Vi far samme resultat som far, men en del ekstra arbeid pa grunn av innfgringen av den nye
variabelen 7 .
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6. Smaoppgaver i teksten.

6.1. Oppgaver.

Du finner lgsningsforslag ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppogave 1.1.1
Skriv ut de 5 farste leddene i disse rekkene:

a) Z(n ~1)°

8
>

=
(_l)l’H—l n

g Y

n=1 (Zn —1)2

Oppgave 1.1.2
Skriv ut de 5 farste leddene i disse rekkene:

a)z

=n’

(n+1)!
) Z n):

Oppgave 1.1.3
Skriv rekkene nedenfor med summetegn, gjerne pa flere forskjellige mater:

Oppgave 1.2.1
Finn summen av de uendelige rekkene nedenfor:

= 2

Oppgave 1.3.1
I ei aritmetisk rekke er summen av de 5 farste leddene lik 50, mens produktet av fgrste og
femte ledd er lik 64. Sett opp de 5 farste leddene i denne rekka.
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Oppgave 1.3.2

a) Det forste leddet i ei geometrisk rekke er 4, mens summen av de tre forste leddene er <.
Undersgk om ei slik rekke kan konvergere, og finn eventuelt summen av den uendelige
rekka.

b) En gummiball er slik at nar den slippes i gulvet fra en hgyde h, spretter den opp igjen en
hgyde 0.9h. Vi slipper en slik ball 1.00 m over gulvet. Hvor lang er den samlede
strekningen ballen tilbakelegger far den kommer til ro?

Oppgave 1.4.1
Bruk integraltesten til & undersgke om rekkene nedenfor konvergerer:

a) !

NgE

NS

2k -Ink

k=
b o0
) kzk2+2k

=1

Oppgave 1.4.2

Vis at p-rekka i konvergerer dersom p >1, og divergerer dersom p <1.

p
K

Oppgave 1.4.3
Bruk grensesammenlikningstesten til & undersgke om rekkene nedenfor konvergerer:

o0

) Zk2+k 3

k=0

[2})

Oppgave 1.44
Undersgk om rekkene nedenfor konvergerer:

> (-1 (k -1)
2 z k?+k+1

2 (-1
b) kZZ;kCOS(kﬂ')

Oppgave 1.4.5
Beregn summen av rekka

i(—l)k
= Kk
slik at feilen blir mindre enn 1%.
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Oppgave 1.4.6

Bruk forholdstesten til & undersgke konvergensen av rekkene nedenfor:
o0 k2

) D¢
k1 2

z, (2k)!
) 2

k=1

Oppgave 1.4.7
Bruk rottesten til & undersgke om disse rekkene konvergerer:

© k2
a) kz;\/z_k
) S :

k=1(2—%)

Oppgave 2.1.1
I denne oppgaven skal du benytte at

sinx=x-L1x+&x° L x + -

a) Lag ei potensrekke for funksjonen

sin X — X
f(x)= —.
X

Det er tilstrekkelig at du skriver ned de 3 farste leddene i denne rekka.

b) Bruk de to farste leddene i rekka ovenfor til & finne et tilnsermet uttrykk for
18in X — X
I —adx
o X
Finn ogsa en gvre grense for ungyaktigheten ved beregningen.

c) Bruk rekka til  beregne grenseverdien
. sinx—X
lim T
x—0 X
Kontroller svaret ved a bruke L’Hdpitals regel.

Oppgave 2.3.1
Undersgk konvergensegenskapene for rekkene nedenfor:

=1 k
a) —(x-1)
1K
b) (=D - k2x¥
k=0
0 2
C) &Xk
o k!
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Oppgave 2.4.1
a) Visat
13 4 X = x® e -
1+ X

nar -1<x<1.

b) Finn summen av rekka
1-2x" +3x" —4x° +--.
bl. a. ved & derivere rekka ovenfor.

c) Tautgangspunkt i rekka i a), og finn ei potensrekke for
f (x)=arctanx.
Bestem ogsa konvergensintervallet for denne rekka.

Oppgave 2.4.2
Sett opp ei potensrekke for cos(\/;), og bruk den til & finne en tilneermet verdi for

J~1cos(\/§)—1

0 X

dx.

Oppgave 2.5.1
Sett opp Taylor-rekkene til funksjonen:
f(x)= %

rundt a =1, og undersgk konvergensen.

Skisser grafene til noen Taylor-polynom med de farste leddene i rekka, gjerne ved hjelp av
dataverktay.

Oppgave 3.3.1
a) Gitt funksjonen

f(t)=t" ndr 0<t<2, f(t+2)="f(t).
1) Skisser grafen til funksjonen, og angi perioden p.

2) Finn Fourier-rekka til funksjonen.

0

3) Bruk resultatet ovenfor til & finne summen av rekka Z%

n=1 n

b) En periodisk funksjon er gitt ved
0 nar -1<t<0
f(t)= , F(t+2)=1(1).
(®) {t nar 0<t<1 (t+2)=1 ()

1) Tegn grafen til funksjonen i omradet -3<t<5.
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2) Finn Fourier-rekka til funksjonen.

Oppgave 3.3.2
a) En periodisk funksjon f er gitt ved

3t nar 0<t<l1
f(t)= , f(t+4)=f(t).
(1) {4—t nar 1<t<4 (t+4)=1(1)

Finn koeffisientene i Fourier-rekka til f. Du kan uttrykke dem ved hjelp av sin(%;rn) 0g
cos($7n). Skriv ut de farste leddene i denne Fourier-rekka til og med n=3.

b) Vi har gitt funksjonen
f(t)=e" ndrte0,27), f(t+2z)="f(t).
1) Tegn en skisse av grafen til f.
2) Finn Fourier-rekka til f.

¢) Vi har gitt funksjonen
2 9 9«
F(t)= t nzzlr 2_t<0,
0 nar 0<t<2

1) Tegn grafen til funksjonen.
2) Finn Fourier-rekka til funksjonen.

ft+4)=1(1).

d) Finn Fourier-rekka til den periodiske funksjonen

cost ndr O<t<~r
f(t)= , f(t+27)=f(t).
(t) {o ndr z<t<2r (tr2m)= (1)

Oppgave 3.4.1

I disse oppgavene skal du farst pavise at den gitte periodiske funksjonen er enten jamn eller
odde, og benytte det til & beregne koeffisientene i Fourier-rekka til funksjonen. Jeg vil
anbefale at du tegner et par perioder av funksjonen til kontroll.

a) Finn Fourier-rekka til funksjonen

f(t)=sint nér —%st<%, f(t+z)="f(t).

b) En funksjon er gitt ved

F(t)=1-1 ndr0<t<2r, f(t+27)=f(t).
T
1) Vis at Fourier-rekka til funksjonen er

F(t)- 2 &sin(nt)
11

;HZ:;‘ n o
2) Finn summen av rekka 1—1+———+
3 57
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¢) Gitt funksjonen
f(t)=t* ndr -1<t<1, f(t+2)=f(t).
1) Finn Fourier-rekka til funksjonen.

- =1
2) Bruk resultatet ovenfor til a finne summen Z—Z
n=1

Oppgave 3.4.2
a
? 1) f(t) Figuren til venstre viser grafen til funksjonen
f(t)=t(z—t)for O<t<r.
? Skisser grafen til den jamne halvperiodiske
utvidelsenav f (t).
! Vis at Fourier-rekka til den jamne halvperiodiske
utvidelsenav f(t) er
0 0 1 2 3 = &1
t F(t)=?—ZFcos(2nt).
n=1

1 1 1 = (-1)"
+ +... J—
22 32 42 é kZ

b)  En funksjon f er gitt ved
f(t)=1-t* 0<t<1l.
Finn Fourier-rekka til den odde halvperiodiske utvidelsen til f.

¢) En funksjon er gitt ved
f(t)=t+1, 0<t<1,
Tegn grafen og finn Fourier-rekka til den odde halvperiodiske utvidelsen av f.

6.2. Lgsninger pa smaoppgaver.

Oppgave 1.1.1
) (-1 =1-1"+2-1°+B-1°+(4-1"+(5-1 4+ =0+1+4+9+16+ -,

n=1

b) ZO(_%)n=(_%)0+(_%)1+(_%)2+(_%)3+(_%)4+ =1_%+%_%+%_.”
© n 0 1 2 3 4
O Ly Ty T
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N 5i(—l¥”lw1: ("1 (D2 (D3 (D4 (D5
S (2n-1)° (21-)° (2-2-1° (2:3-1)° (2:4-1° (2.5-1)
1 2 3 4.5

- - _ -, - _ 4 _..=1_-2,83_4,5_..
_12 32+52 72+92 =1 9+25 49+81

Oppgave 1.1.2

N fﬂ% 3;:1X 1.2-3 123‘4 123‘43

—1+Lilp243 28, .
=l s H s ES S

~n? 12 92 32 42 52
i“””tfh-2!+ 34 8 1 20 3 4 5
b) & Gnn T or (2D (221 (2-3)1 (2-4) 1 21 41 6l 8l
| | |
=1+1+ 3 + 4 + ot R R

3L4  415.6 5!-6-7-8

Oppgave 1.1.3
For hver av oppgavene er to former vist:

1 1 (-1)" &(-1)
a) 1—%—%—%—6—14+--~:1—?+?—? nZ:; o2n HZ::; 4
3 4 5 = (-D'n & P+l
b ———+——— = |
) 517 ; _ Z;‘ 2n+1
Oppgave 1.2.1
2 2
a
Delbrgkoppspalting gir
2 1 1
k-1 k-1 k+1
slik at

2 2 ( 1 1 j ( 1 1 ] ( 1 1 j ( 1 1 j
Y 5—= - + - + - + - +
ok =1 \2-1 2+1 3-1 3+1 4-1 4+1 5-1 5+1
~(L )+ (1) (D) ()4
Nar leddene sorteres i fallende rekkefalge, ser vi at alle ledd i starten unntatt 1 og < vil

falle bort. Dersom vi stanser etter n ledd, blir vi ogsa staende igjen med to ledd i slutten av
rekka som ikke faller bort, slik at den n’te partialsummen blir

1 1

n n+l
Men begge de to S|ste leddene gar mot 0 nar n — o . Da far vi at

= 2
zk2_1=1+%=%.

i 3
b) Zk2+k—2
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Rekker. Side 157
Delbrgkoppspalting gir
3 B 3 11
k?+k-2 (k-D(k+2) k-1 k+2

slik at

= 3 ( 1 1 j ( 1 1 J ( 1 1 ) ( 1 1 j
Y= = - + - + - + - +oe
mk+k-2 \2-1 2+2 3-1 3+2 4-1 4+2 5-1 5+2
~(- D)+ (D (53 ()
Nér leddene sorteres i fallende rekkefalge, ser vi at alle ledd i starten unntatt 1, 1 og % vil

falle bort. Dersom vi stanser etter n ledd, blir vi ogsa staende igjen med tre ledd i slutten
av rekka som ikke faller bort, slik at den n’te partialsummen blir

N 3 .1 11 1
S kZ:;k2+k—2 Irats n n+l n+2
Men alle de tre siste leddene gar mot 0 nar n — oo . Da far vi at

= 3

D R A

k=2 =
Merknad: | disse Igsningene har jeg fart opp uttrykk for de siste leddene som ikke faller bort i
den n’te partialsummen. | praksis er det tilstrekkelig & pavise hvilke ledd som gar mot
hverandre underveis, og begrunne at gjenvaerende ledd mot slutten av rekka gar mot 0 nar
n — oo. Til slutt summerer vi opp de leddene som star igjen i starten av rekka.

Oppgave 1.3.1
Kaller forste ledd a, og femte ledd a,. Da er summen av de 5 farste leddene

(a,+a)2=50 < a+a,=20 < a,=20-a,.
Produktet av ferste og femte ledd er
a-3,=64 < a-(20-a)=64 < a’-20a+64=0
_20++20°-4-64 20+12 |16
" 2 2 _{4 '
Dersom a, =16, blir a; =20-16 =4 slik at differensen d =%(a, —a,)=4(4-16) =-3.
Da blir de 5 farste leddene i rekka: 16, 13, 10, 7, 4.
Dersom a, =4, blir a; =20—-4 =16 slik at differensen d =1(a;—a,)=1(16-4) =3.
Da blir de 5 forste leddene i rekka: 4, 7, 10, 13, 16.

Oppgave 1.3.2
a) Vi starter med a finne kvotienten k i rekka:

4+k-4+K*-4=2 o K +k+l=L o K +k-2=0.

4

AR e T e
2 2 2

Av disse to Igsningene er det kun lgsningen k =2 som gir ei konvergent rekke. Med

denne k-verdien blir summen av rekka

EN[[EFNEN
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b) Nar ballen slippes fra en hgyde h, og den spretter opp en strekning 0.9h, har den
tilbakelagt en strekning
s, =h+0.9h=1.9h.
Neste gang den spretter, starter den en hgyde 0.9h over gulvet, slik at den tilbakelegger
en strekning
s,=19-09h=0.9s,.
Slik fortsetter det, slik at vi generelt far
s, =0.9""s,.
Dette er ledd i ei geometrisk rekke med kvotient k = 0.9 og farste ledd
s, =19-1.00m=1.90m.
Summen av ei slik rekke er
s, 1.90m

S = ———=19.0m.
1-k 1-09 ——
Oppgave 1.4.1
= 1
a .
) kZ:;‘k-Ink
Beregner integralet
Jm L dx
2 x-Inx
ved hjelp av substitusjonen
du 1 1
u=Ihx > —== < du==—dx.
dx x X
Da blir
1 1
'[ dx:I—du:ln|u|+C:In|Inx|+C.
X-Inx u

Vi serat nar x — oo, vil In(Inx) — . Integralet divergerer. Da ma ogsa rekka divergere.

2, 2
b —_.
) kzz; k? + 2k

Beregner integralet

J'w 22 dx
1 X% 42X
Benytter delbrgkoppspaltingen
2 2 11

X2 4+2x  x(x+2) x x+2
og far

.[ 22 dx=fldx—Jde:lnlxl—ln|x+2|+C:lnL+C.

X+ 2X X X+2 X+2
Men

|im|n(Lj=|n lim—|=In1=0

xoe (X4 2 x>0] 42
slik at
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[ 2 dx=o—|n(ij=| 3.
LX"+2X 1+2) —

Da ma rekka konvergere siden integralet konvergerer.

Oppgave 1.4.2
Nar vi skal undersgke konvergensen til rekker av typen

=1
i kP
ser vi pé integralet

L —dx . “xPdx = lim x Pdx .

Xp t—o
Vi skal fgrstantaat p=1. Daer
1
I X Pdx = Xt +C=—x""+C

-p+1 1-p
slik at
t
lim [ x~Pdx = lim Lxl_p =i(|imtl‘p—1).
t—>wJdl t—>wo 1_ p l_ p | N

1

For at denne grenseverdien skal eksistere, md 1- p<0 < p>1.Dersom p<1,vil

t? - o0 nér t — oo. Altsd vil integralet eksistere og rekka konvergere dersom p >1.

Na gjenstér det a underSﬂke hva som skjer dersom p =1. Da far vi integralet

[ Lax=tim[ Lax= lim( [Inx];) = limint 0.

X t—>oodl X tow tow

Men denne grenseverdien gar mot uendellg.

Dermed har vi pavist at rekka Z— konvergerer nar p >1, og divergerer nar p<1.
k=

Oppgave 1.4.3

& 2
2) Zk2+k—3'

k=0

. = 1 . . .
Sammenlikner med ZF som jeg vet konvergerer. Det spiller ingen rolle at

k=1
summeringen starter pa k =0 i den ene rekka og k =1 i den andre. Da blir
2 2k?
lim A — fim e _ fim— 22 _
k—w k% k—o0 1 k~>oo:|__|_%_ki2 1+O+O

Siden denne grenseverdien eksisterer, ma ogsa rekka Z

——— konvergere.
~K?+k-3 g

b) zk2 2k+3

k=1
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Sammenlikner med p-rekka Z - Zk’% som jeg vet konvergerer. Da blir

~

l k=1

V3K 3K k% s 2
lim k2—2k3+3 — |im X&=2k+3 _ . K = lim - \/gk
koo g7z ko 1 'H K —2k+3 koo K -2k +3

— lim B V8 -3
521-21 45 1-0+0
Da m ogsa rekka Zzﬂ konvergere.
=k -2k +3

Oppgave 1.4.4
5 (-1 (k-1)

a .
) = k?P+k+1

Rekka er alternerende. Videre ser vi at absoluttverdien av leddene blir stadig mindre.
Dette vises enklest ved & benytte at absoluttverdien av leddene i rekka er punkter pa
grafen til

f (X) = Zx;l .

X“+X+1
, 1. +x+D) - (x=D(2x+1) x> +x+1-2x>—x+2x+1
fr(x)= 2 = 2
(x? +x+1) (x* +x+1)
X a2x+2 (¥ -2x+1)+3 —(x-1)°+3
(X% +x+1)° (X% +x+1)° (x2+x+1)°

Denne broken er negativ ndr (x—1)° >3 = x>1++/3, slik at funksjonen og tallfglgen
da blir avtakende. Til slutt ser vi at

k-1 ik

lim———=lim——~—=0

ook +k+1 koelt i+ b
Dermed har vi vist at kravene for at den alternerende rekka skal konvergere er oppfyilt.

e (-1

b) Z

—~kcos(kr)
Her ma vi merke oss at
cosz =-1, cos(27) =1, cos(37r)=-1, cos(4x) =1 osv.

slik at cos(kz) =(=1)*. Dermed kan faktoren (=1)" forkortes mot cos(kr), slik at rekka
blir

il

1k

Dette er den harmoniske rekka som vi vet divergerer.

Oppgave 1.4.5
= (=) -1 (-1* (-)° (-D" (=19
2

e — o= 1, 11 ...
k3 _1+ 23 + 3B + 43 + 5 T = 1+8 27 Te TIs T
k=1
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Vi ser at summen blir naer —1, slik at absoluttverdien av det fgrste leddet vi kutter ut ma vaere
mindre enn 0.01. Det er tilfelle dersom vi tar med bare de 4 farste leddene. Da blir

w (_ k
z( 1) z_1_{_%_2_17_4_iz0.89

T 6.
= k3 64 —_
Oppgave 1.4.6
0 k2
a —.
) ézk
(k+1)2 1 2 1
T oker 2kt 2 =5 1+5+
im | = i e S it S i
k "o K2 <
2k
Da konvergerer rekka absolutt.
=, (2k)!
b :
) ;k_zﬂ
(2(k +2))! (2k +2)!
2(k+1) 2k+2 | .92k
Iimﬂzlim(kJrl)'z :Iim(k+1)'2 i (2k+22)k.2_k 2
k—o0 ak k—o0 (Zk)l k—o0 (2k)| kaoo(k+1).2 + (Zk)l

k . 22k k X 22k
For & komme videre, ma vi utnytte at definisjonen av n! farer til at

(2k +2)1=(2k)L(2k +1)(2k +2).
Forkorting gir na

:“mh&)\!-(Zk+l)(2k+2)'k-ZJ“(:"mk(Zk+l)(2k+2)
e (kD) 222 2k o 4lk+D)

Telleren er et 3.gradspolynom i k, mens nevneren er av 1. grad. Da ma brgken ga mot
uendelig nar k — oo . Rekka divergerer.

ak +1
ak

lim

k—>o0

Oppgave 1.4.7

a) ;jzz_k
fa J% ={ke(v2) " =) (V)
slik at
lim4fa, = fim(kt)-(v2) " =1. - <1,

Rekka konvergerer absolutt.

==

~(k)-(v2)"

S
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o1 (1 y_ 1
k —k - -
(-3 @-p7) 24
slik at
1
lim{/a, =lim =——x<1.
k—o k—)ooz_% 240

Rekka konvergerer absolutt.

Oppgave 2.1.1
sinx=x-Lx+&x° —Lx + -

Sk (=B 3 )

a
) . =

1 w3 1 5 1 7
_TmX X o X iy aga
N ETRT] 71

1SiNX—X oo, o L )
b) IO % dX_IO(_§+§X _"')dx_[_i)H'E'EX _...]O

:(_%.14_%.%.13_...)—Oz—0.1639

Siden dette er en alternerende rekke, er ungyaktigheten mindre enn absoluttverdien av det
farste leddet som vi utelater, d.v.s. mindre enn

j:%x4dx=[i-lx5]; =1.2.1°-0~4-10".

71 5 — 715

. sinx—X
C) lim

x—0 X x—0
Med L’ Hopitals regel:

. sinx—Xx( sin0—0 OQ\tHorial ~ cosx—-1( 1-1 O

lim = = _ = lim — _

=i Lyly2 134 )=—li0-04-..=-2
_Ilm(—i+ax - X'+ )_ 5+0-0+---= 5

x—0 )(3 03 x—>0 3X2 B 302 0
L'Hi)itallim —sin X—O(_ -0-0 _g)L'HTJitaI . —COSX _ —cos0 _ 1
x>0 3.2x 60 0 x>0 6.1 6 =

Oppgave 2.3.1

00

a) Z%(x—l)k

k=1
Her blir
an+l|_ ﬁ(x_l)nﬂ — n |X_1|
a,| | t(x-1) | n+1
slik at
_ ) . 141
tim 2| — gim 252y g = pim 2 —g = 20y g — ey,
noxl g n-wo N oo ] 1

n

Rekka konvergerer absolutt nar

im2i <1 o [x-1<1 < -l<x-1<1 < 0O<x<2.

n—w a

n
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Ma undersgke endepunktene:
Nar x =0, far vi den alternerende harmoniske rekka

© o k
Si0-1 = iy
ko K a K
Vi vet at denne rekka konvergerer.
Nar x =2, far vi den harmoniske rekka
=1 P |
=(2-1) =) —.
2o =2k
Vi vet at denne rekka divergerer.
Altsa vil rekka konvergerer nar 0< x < 2.

b) 3 (D k"

Her blir
amll_‘(—l)””-(nu)z-xm IGREVN
a, - (-1)" . n?.x" | Y .
Jeg kan slgyfe faktoren (~1) pé grunn av absoluttverditegnene. Da blir
im B _ e L g iy 20 T e 19040
noel g | oo e N>
Rekka konvergerer absolutt nar
!m% <1l & X<l & -1<x<l1.
n

Ma undersgke endepunktene:
Nar x = -1, far vi rekka

> (D K (=D =YK

k=0 k=0
som apenbart divergerer fordi leddene blir stgrre og starre.
Nar x =1, far vi rekka

S-DKE 1= Sk

som ogsa divergerer fordi leddene blir starre og starre i absoluttverdi..
Altsa vil rekka konvergerer nar — < x <1.

© 2
C) & k
o k!
Her blir
2(n+1)° ..,
X 2 )
.| | (n+1)! (n+1)" n! n+2n+1  n!
- 2 - 2 X| = 2 ' X
a, | len n (n+1)! n nt(n+1)
n!
2 1 1
= 1+—+—2)-—|x|
n n n+1
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Da blir
im| 2221 = fim {1 +21)2 X = |im(1+3+i2j-ilxl ~(140+0)- lim—1xl.
ool g | e N n—e n n°) n+l n-en 41
Men ﬁ — 0 nar n — oo . Dette farer til at rekka konvergerer absolutt for alle verdier
av xeR.
Oppgave 2.4.1

a) Vi legger merke til at
1- X"+ x = X%+
er de forste leddene i ei uendelig geometrisk rekke som har farste ledd a, =10g kvotient
k =—x>. Vi vet at slike rekker konvergerer mot
a, 1 1
1-k 1-(=x?) 1+%?
nar k| <1 < x*<1 < -1<x<1.Altsd har vi vist at
1
1+x°

1-X2+x =xP 4=

nar -1<x<1.

b) Vi deriverer venstre og hgyre side i rekka i a), og far:

—2x+4x% - 6x° +---:LX2.
(1+x?)
Deler pa —2x:
1-2x* +3x* —-~-=%.
(1+x?)
For & bestemme konvergensintervallet, skriver vi rekka med summetegn:
1-2%7 +3x* = D" (=D - (k+1) - x*.
k=0
Da konvergerer rekka nar
n+l 2(n+1) 2
- . . 1+
m( 2 n(n+2)x <1 e im2x 1 o lim Lx? <1
n—o0 (_1) (n+1)x2n | n->wo n+1 n~)ool_+_ﬁ

& X<l o -1<x<1

Ved direkte innsetting ser vi at rekka divergerer bade nar x =-1 og nar x =1. Altsa
konvergerer rekka nar —1< x <1.

c) Her tar vi utgangspunkt i at

dx =arctanx+C..

j 1+ x°
Vi integrerer derfor resultatet fra a):
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Jx(l—x2+x4—x6+---)dx:jx ! ~dx
0 01+ X

143 145 _ 147 *_ X
[x=1x*+1x*—1x7+...] =[arctan x];
x—4x®*+1x°—1x’ +...=arctan x

For & bestemme konvergensintervallet, skriver vi rekka med summetegn:

(-1
X—ix3+ix°—ix" ... = G
oo T gzk +1
Da konvergerer rekka nar
(_1)”+1 XZ(n+l)+1
1
fim|2(n+1) +1 1o imP a1 o imEtee
n—ow (_1) - n>wo(2n+3 n—>w2+%

2n+1

o X<l o -l<x<1
Sjekker endepunktene:
X =-1: Rekka blir
(D)2’ + (-1’ = 2(-D)" +-- =141 Lyl
Dette er ei alternerende rekke der absoluttverdien av leddene konvergerer mot 0.

Altsa konvergerer rekka for x =-1.
x =1: Rekka blir
3 5 7
1_%1 _|_%]_ _%1 + ... =1_%+%_%+
Dette er ogsa ei alternerende rekke der absoluttverdien av leddene konvergerer mot

0. Altsa konvergerer rekka ogsa for x =1.
Dermed har vi vist at

k
= (<1)
arctanx = x -3 +1x° —4x" +. =) Xt for 1< x<1.

k=0 2k +1
Oppgave 2.4.2
Vi tar utgangspunkt i rekka for cosx:
cosx=1-Lx*+Ix* —Lx°+ = Zglk)) X2

k=0

S4 erstatter vi x med /X

2 4 6 2 3
cos(&):l—% X +%& —E VX H =l XX X =

k=0
Da blir
J-lcos dX J =X —éx3+---)—ldx
X
_J-l——x+ Lx? —LEx% +- dX=.f01(—21.+i.X 1x? )dx
[—x+4.2 ~h ],
=(-41+43 0 -4.L.2+.)-0~-0.479%
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Siden dette er ei alternerende rekke, er ungyaktigheten mindre enn
113 it -6
[ 3xdx=[%-4x"] ~6-10°.

Oppgave 2.5.1
f(x) =i2= x? = f'0=(=2)x7
X
= f"(X)=(-2)(3)x* = "(x)=(-2)(-3)(-4)x>
Vi ser at dette mgnsteret vil gjenta seg, slik at
fPx)=(-1D"-2-3-4----(n+Dx"? = (D" - (n+ Dt x ™2
Koeffisientene i Taylor-rekka rundt a =1 blir da

1
= W=7 1.

6= () =(-2) 2 =2,
1 1

=L trm=t.ptalos,
21 21 1
c, Loty -4!-%:—4.
3! 3! 1
Generelt blir
1

=L @=L et (D" (n4D).
n! 1™

n :_!'
Taylor-rekka for f(x)zi2 rundt a =1 blir da
X

Co+C (x=1+c,(x=1)°+¢,(x=1)"+---+c, (x=1)" +---
=1-2(x-1D)+3(x=1° = 4(x =1’ + -+ (=D"(n+D(x=1)" +---

=D (kD) (x -1

Undersgker konvergensen:

n+1 n+1
(—1) n-(n+2)-(X—1)n =|im—2|X—1|:|im
(—D)"-(n+1)-(x=1) | oo 41 nsoo
Rekka konvergerer nar

Ix-1<1 o -1<x-1<1 < 0<x<?2.

Setter vi inn x=0, blir rekka 1+ 2 +3+4+--- som divergerer.
Setter vi inn x =2, blir rekka 1-2+3—4+--- som ogsa divergerer.
Altsa konvergerer rekka ndr 0 < x < 2.

. |a )
lim|—%L| = lim
an | n—oo

n—oo

Figurene nedenfor viser grafene til f (x) = Xiz (tykk strek) sammen med Taylor-polynom
(tynn strek) med n =3 til venstre og n =6 til hgyre. Konvergensforholdene vises tydelig.
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ibnsin(n-t)

F(t)= a0+2a cos(n-t)

4.1
25—22—2 s(n-z-t)- Z

T n=1 N

n7rt

0

Rekker. Side 167
Ay
47 4_A_ y
3-- 3_-_
21 2l
1T 1
’ ° 05 10 15 20X
1+ 1
Oppgave 3.3.1a
f(t)=t"ndr 0<t<2, f(t+2)="(t).
A
1) A1
p=2
| | | | 2L=2
-2 0 2 4 s "t L=1
2) Rekka er av formen
a+Zacosnt stmnt
n=1
8, =~ 2f(t)dt=i tat=2.2-2
2L o 23 3
a, cos( —t]dt_ J't2 cos(nzt)dt
(2ncos( 7w (2n7z )sm(2n7z)) 2(2n1:7+0) 4
n’z® n’z
=—j ( Jdt— _[t sin(nzt)dt
—2((2n27z —1)cos(2n7z)—2nsin(2n7z)7z+1)
B n’z®
-2((2n°2* -1)-1-0+1)  —2(2n*z? -1+1) _4
- n’z® - n’z® E
Rekka blir

3) Vi far rekka Zi nér cos(nzt) =1 samtidig som sin(nzt) =0, altsd nér t =0.

2
n=1

Da blir rekka
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4 4 &1
_+_ —_—
3 ﬁzénz
Nar konvergerer rekka mot —— =2, slik at vi far
4 &1 21 4\ n°
3 7[2;”2 nZ:;‘nz 4( 3j 6
Oppgave 3.3.1b
0 nar -1<t<0
f(t)= , F(t+2)=f(t
(1) {t nar 0<t<l1 (t+2)=1 (1

1)

2) Funksjonen har periode 2L=2 <« L=1.
Da blir:

1 Sl 171,17 1., oy 1
8 =" lf(t)dt_Ejotdt_Ebt L_Z(l -0 )_E.

:_J' cos( —tJdt—J' tcos(nzt)dt = {

(nﬂ) cos(mt)+$sm(nm)£

1 1 .
= COS(I’VZ')-!—ESIH(I'VZ')— . — ="

{ 0 ndr n=246,---

nar n=135,---

n’z?

(n;r) sm(n;zt)écos(nzzt)}1

:_I sm( —tjdt_j tcos( nnt)dt—{

0

= n2]7-2'2 sin(nr) —%cos(nn) -~ nzl,rZ sin(0) +%cos(0) _ _(;ir)

Dette gir Fourier-rekka

F(t)= a0+Za cos( —tj Zb sm( %j

:%—%i cos( 2m-1 nt)—ii

T 1 7T =1

sin n7rt
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Oppgave 3.3.2a
3t ndr 0<t<1
f(t)= . ,
4—-t nar 1<t<4
Serat perioden p=2L=4 < L=2.
Fourier-rekka blir da av formen

2+ 33, c0s(n-+7t)+ 3 b,sin(n- 1)
n=1 n=1

der koeffisientene finnes slik:

1 (4 1/, 4 1/3,9 3
o=l O [(a-ga)-3(3+5)-3

a, =%I04 f(t)-cos(n-$xt)dt :%(E& -cos(n-47t)dt +jl4(4—t) -cos(n -%ﬂ't)dt) .

For oversiktens skyld lgses de to integralene hver for seg ved hjelp av integraltabellen:

1
(%nﬂ')z

= ——(cos(4nz)+4nzsin(4nz)—cos0-0)

[ cos(4nzt) +Lnztsin (%n;rt)]z

gjolt -cos(n-2xt)dt =

N w

(o3}

2_2
nrz

(o3}

3 .
o (cos(%nn)—1)+asm(%n7z)

%_[14(4—t)-cos(n-%7rt)dt:2J.14cos(%n7rt)dt—%ft-cos(%nﬂt)dt
- ;iﬁ [sin(3 n;zt)];1 - (lriz)z [ cos(4nxt) +%n7ztsin(%n7zt)];1
2

4 . .
=E(sm(2nﬂ)—sm(%nﬂ))

o (cos(2n7) +2nzsin(2n7) - cos(4nz) - nxsin(4nr))

T

4 . 2 1 .

= E(O —sin($nr))- p (1-cos(4nz)) +Esm(%n7r)
3 . 2

:—Esm(%nﬂ)—nz—ﬂz(l—cos(%nyz))

Nar disse to bidragene legges sammen, far vi

22 - (1— cos(%nzr))

a, = i(cos(%n;r) ~1) +isin(in7r) —nisin(%nﬂ) -
T T

n 2
n27z'2 Nz

8
=n2—ﬂ2(cos(%nﬁ)—1)

P& samme mate fér vi at
b, = %J': f(t)-sin(n-$xt)dt = %(I:3t -sin(n-+zt)dt + f(4—t)~sin(n .%nt)dt)
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De to integralene lgses hver for seg ved hjelp av integraltabellen:

gjolt sin(n-Lat)dt = % o) [ nztcos(inat) —sin(%nnt)]z

2

= nzjz (4nzcos(£nr)—sin(4nz)-0+0)
-3 6 .
- Ecos(%nn) s sin($n)

I (4-t)-sin(n-Lxt) dt_ZJ sin )dt——j t-sin(4nzt)dt
(zn

_ 1
= L 2 in in(L1
_%m[cos(znﬂt)}l o) 5| $n7tcos(4nzt) - Slﬂ(znﬂ't)l
=;—4(cos(2nﬂ)—cos(%nﬂ))
T

+%(ZH7Z'COS(2I’VZ') —sin(2nz) - nrcos(4nr) +sin(§n7z))

n’z

_4 4 4 L in (L

_mcos(Zn;z)+nﬂcos( nzz)+nﬂcos(2n7r) 0 n”cos( nz )+n2ﬂ23|n(2n7r)
3 :

=Ecos(%nn) pe (4n7)

Nar disse to bidragene legges sammen, far vi

bn:_—gcos(%mr) i (%nﬂ)+icos(§nn) >sin(inz) = 282 in(4nr).
T

Nz nrz nz nrz n

Fourier-rekka blir altsa

g+zn2 ——(cos(4n7)- l)-cos(n-%nt)+i >-sin(+nz)sin(n-Lxt)
n=1 n=1 N 7Z'
:%+%[2%(cos(%n7z)—l)-cos(n ixt)+ 2 sm(%nzz)sin(n-%;zt)j

For a finne de farste leddene i Fourier-rekka, benytter jeg at:

n cos(n%)-1 sin(nz)

1 0-1=-1 1

2 -1-1=-2 0

3 0-1=-1 -1

4 1-1=0 0

De farste leddene i Fourier-rekka blir da:

3 8(-1 -2 1 1 1
5 ?(1—005( 7rt)+2— COS(7T'[)+3—COS( mt)+ 1—S|n( 7zt)+0+3—sm( ”t)j
_g+%(5in(%ﬂ't)—COS(%E’[)—%COS(ﬂt)—%(Sin(%ﬂt)ﬁ—COS(%H’t)))
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Oppgave 3.3.2b
f(t)

| \ >

27 lo 27 4

Fourier-rekka er av formen

a, +ian cos(n -t)+ibnsin(n 1)
n=1 n=1
der

a, = L e =L [e’

27r 27

1cr lin-e
== t)dt==
a, ﬂjo e"'cos(n-t) ;;{

n®+1 n® + .
1(n-e?" e n-1 1 1 1
== 0- - 0+ 1l==. 1-g?
(n2+1 n“+1  n*+1  n*+1 J s n2+1( )

n®+1 n’ +

_n. -2z 27 .
zi[ n-e - € 0+ n-1 A+ 1 0]:1 n
T

12, . 1] -n-e* et | o
bn:;L etsm(n-t)dt:;[ cos(n-t)—— 1sm(n-t)}

2

7l n?+1 n®+1 n®+1 n®+1

Dette gir Fourier-rekka

1 =1 1 =1 n .
—(1-e? )+ ) =. 1-e?)cos(n-t)+ > —- 1—e?)sin(n-t
27r( ) perlV/ s n2+1( ) ( ) perl/ s n2+1( ) ( )
1 o2 1 & = n .
=—(1-e“")| = cosnt sin(n-t
Lo 3+ S eos(n 0+ S sin(n |
Oppgave 3.3.2c
4 A0
2 9 <
F(t) = t nectr 2<t<0
0 nar 0<t<?2
f(t+4)=f(1)
A L R Y
Ser at funksjonen har periode p=2L=4 < L=2.
Da blir:
1 1 (0 2 11,7 1 5y 2
a, =— f(t)dt_ ( t2dt + Odt)z—[—ts} =—0°-(-2)")==.
° oL 2.2 I—z Io 413 1, 12( ) 3
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a, =£J-L f(t)cos(nzt)dt:ljotzcos(nztjdt
Lt L 2°2 2

1
(3n7)

= %(O +0-nxz(-2)cos(-nz) - (Ln?z? - (-2)° - 2)sin (—n;r))
n’r

0

- [2.%n7[tcos(%n7rt) + ((%n;z)zt2 - 2)sin(§n7rt)12

L
2

4 . 8(-1)"
=W(2n7r(—l) +O)=W
1.t . T 10, . T
b, =EL f (t)sm(nttjdt :Ejztzsm(ngtjdt
1 -1 2 . 0
=E(;n—;;)3[((%m) t? —2)005(%nﬂt)—Z%n/z*tsm(%nﬂ*t)L

_n323( —2c0s0—0— ((gnﬂ)z(—Z)z—2)cos(—n7z)—2n7rsin(—nrr))

_ 4 _(-2-(n?z% - 2)cos(nz) - 2nz -0)

n®z®
4 " 4(-1" )
=502 -2 (1" +2) = (n )+n383(1-<_1>)

Rekka blir:

a+2a cos( j+ bnsin(nztj
P

3

Oppgave 3.3.2d
cost nar 0<t
‘ (t) :{ <

0 ndr 7<t<2r'

Seratfharperiode p=2L=27 < L=rx.
Fourier-rekka blir

a0+Za cos(n-t)+ Zb sin(n-t)

n=1
der

1 ¢» 1. 7
a,=——/[ f(t)dt :ZL costdt :2—[smt]o =0.

T
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:_I )cos(n-t)d :l(j_o 0dt+rcost-cos(n-t)dt)

1[2 L ((n+1)sm((n Dt))+(n- 1)5|n((n+1)t)}

fordi alle sinus- faktorene blir lik null nar n er et helt, positivt tall.
Men uttrykket gjelder ikke for n =1. Nar n =1 blir

1, 1{1 1. 11 1

=—| cos“tdt=—- —t+—sm(2t)} :—-(— —O):—.

% ﬁ'[o T L2 4 0o T 27z 2
Videre blir

:—J -sin(n-t) dt——J' cost-sin(n-t)tdt

T

—1[2 7 ((n+1)cos((n Dt)+(n- 1)cos((n+1)t))}

forutsattat n=1. Benytter na at

0

cosO0=1
og at
cos((n-1)7)=cos((n+1)z)=(-1)"" ndr n=2,3,---.
Dermed blir
b= ((n+1)( )™ +(n—1)-(—1)"71—((n+1)+(n—1)))
(n -1)
—1 n-1
—m(Zn-(—l) —2n) m(l (-)" )
2 2n nar n=24,6,---
=<7 n°-1

0 nar n=3,57,--
Ogsa her ma tilfellet n =1 spesialbehandles:
1 ¢n . 1[ 1 S
==|"cos(t)-sin(t)dt=— ——cos(2t)} -——(1-1=0.
& 7Z"|-0 () () 7[[ 4 o 4r -
Fourier-rekka blir altsé:

F(t)——cos(t) Zi(zék sin(2k -t).

Oppgave 3.4.1a
f(t)=sint nr —%sm%, f(t+x)=f(t).

Grafen til funksjonen blir omtrent slik:
14

Perioden blir
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p=2L=7 < L
Da blir
T_Z_»,
L 2

Siden sin(—t) = —sint er f en odde funksjon. Daer a, =0 for alle n, slik at Fourier-rekka blir

ibn sin(n%tj = ibn sin(2n-t)
n=1 n=1

der

Mol

b, = ij.%”sint -sin(2n-t)dt = i[g(sin((l— 2nt) —sin (@+ 2n)t)ﬂ
1.Jo 2

b 1-2n 1+2n 0
~ z(sin((l—Zn)-gzz)—sinO sin((l+2n)-;7z)—sin0j
Tz 1-2n B 1+2n
z(sin(én—nﬁ) sin(17 +nr)
"z 1-2n 1+2n

Na benytter vi at sin(—v) =—sinv, og at sin(v+17)=+cosz. Da blir

b :E(Sin(;ﬁ—nﬁ)_sin(§ﬁ+n7z) :E(cos(nﬂ)_cos(nﬂ)j
" 1-2n 1+2n z\ 1-2n 1+2n
_2( (2n+1)cos(nz) (2n—1)cos(n7z)j_2 —4.(-1" 8 n(-1)""
20 (2n-D(2n+1) (2n+D(2n-1)) 7 4n°-1 1z 4n’-1
Rekka blir da

—Z M 1sm(2n t).

Oppgave 3.4.1b
1) f(t)=1-1 néro<t<2r, f(t+27)=f(t)

T
NN
’»275 ’ZR ’éln >t
-1
Ser av grafen at dette er en odde funksjon med periode

p=2L=2r < L=r,
slik at Fourier-rekka blir av typen

:ibnsin(nt)
n=1

der
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b, :Ejﬂ(l—l]sin(nt)dt :3{—£cos(nt)—i(—izj(ntcos(nt)—sin(nt))}
o0 VAN

T T n

T

0

:3[_1(Cos(nﬂ) @’s_qj+i(n7rcos(n7z) 0- sm(n7r)+smon

7| n ~ n°z ~
(1 -1 i =0 =0

2 1 n
:—(——((—1) ~1)+ —( 1))
7\ n
Altsa er Fourier-rekka

nz

o0

Zb sin(nt) Z

:l

b) Skriver ut de forste leddene i rekka:
F (1) =£(smt ,sin(2t) sin(3t) sin(4t) sin(5t) J

1 2 3 4 5
Dersom vi velger t =27, blir

F(Aﬁ):z(sm(gﬂ)gmmsm(z ) , sin(2r) ()J

2 — + +
V4 1 2 3 4 S)
2(1 0 -1 0 1 2( 1 1 1 j
= —t—+= =—|l-—+=—=+
z\1 2 3 4 T 3 5 7
Men
1
ST

Oppgave 3.4.1c
1) f(t)=t* ndr —-1<t<1, f(t+2)=f(t).
2/\0/1\2/3\4 t>

Siden f(~t)=(~t)*=t%>= f (t), er dette en jamn funksjon med periode
p=2L=2 < L=1,
slik at Fourier-rekka blir av formen

=a, +ian cos(nzt)
n=1
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2 1 1 ) 1
8, = IJ'OtZ cos(nt)dt =2 N | (#*n** —2)sin(nat) + 2zntcos(nt) | 0
= 2 (7%n? —2)sin(nrr)+27mcos(n;z)_o_o - 4(_1)n
7z3n3 - ) n272'2

=0 =(-D"
Dette gir Fourier-rekka

4 & (-1)
F(t):§+?n_l( n2) cos(nzt)
2) Nar t=1, blir cos(nzt)=cos(nz)=(-1)" slikat
4 &(-1)" 4&1
R )
Men f(1)=1slik at
41 4 &1 =1 7
Tkt piwTh Y Lyt
Oppgave 3.4.2a

Nedenfor ser du grafen til den jamne halvperiodiske utvidelsen av
f(t)=t(z—t) for O<t<z:

»

- of n 27 art
Velger a la perioden til f (t) veere 27 (vi far faktisk lettere regninger ved a la perioden veaere

bare ), slikat L =3 p=x. Da blir Fourier-rekka av formen

f(t)=a,+ iam cos(nt)
n=1

der
1 L 1 a l .4 1
ao:ffo f(t)dt=;fo (nt-tZ)dt=;[n-§t2—§t3]0 =;(%7r-7z2—%7r3—0+0)=%_712.
a, :EJ‘L f (t)cos(nt)dt :Ejﬂ(nt—tz)cos(nt)dt
Lo o0
of 1 . 1 ey g
= 2| z-=(cos(nt) + ntsin(nt)) - =(2ntcos(nt) + (n’ —2)sm(nt))}
T n n 0
_2 % cos(nz)+nzsin(nz)—cos0—-0 —% 2nzcos(nz) + (n?z2 = 2)sin(nz) -0+ 0
a2 =(-D" =0 = n =(-)" =0
“2[ 2 (e _1)_i3(zm.(—1)“)j 2 (0 -)-2 =201 (-D")
n n n n

3

n

Siden a, =0 nar n=1,3,5, ---, setter jeg n=2k og far
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F(t)=a, +ian cos(nt) =17% + i(z_kz)z (1+(=2)*)cos(2kt)

0

=1
=1 — > —cos(2kt)
° k=1 (2K kZ:;kz
Setter t =2 7. Daer
f(%zr)=%7z(7r—%7z)=%_2
mens Fourier-rekka blir
1 1,2 S 1 1 12 ~ 1 1.2 - (—1)k
F(Eﬂ')zgﬂ' —Z—ZCOS(Zk'Eﬂ'):Eﬂ' —Z—ZCOS(kﬂ'):Eﬂ' —z 2
1 K i K o K
Siden Fourier-rekka konvergerer mot f (t), blir
%72_2_ (];) =%7[2 PN gzéﬂ_z_%ﬂzzéﬂzl
o K o K
Oppgave 3.4.2b

f(t)=1-t*, 0<t<1.
\ 1\ \
NN
-1
Den halvperiodiske utvidelsen har periode p=2L =2 < L =1. Fourier-rekka til den odde
halvperiodiske utvidelsen blir av formen

ibn sin(n%tj = ibn sin(nzt)
n=1 n=1

der

=—j sm( —tjdt 2] (1-t*)sin(nzt)dt

1

~((n?z%? - 2)cos(nzt) — 2ntsin (nﬂt))}
nrz nrz

_—(cos(nzr) - @SPJOJ

=(-D" -1

0

! ((nn —2)cos(nz)—(0- 2)cosoj 2n7zsin(n;z)+OJ
T — -

=" =0

|
[ v

~o A e Lot 2wy 2
(

nt  nr o nrx 7  n’r
1 5 2 nar n=2,4,6,---
=2l —+— 3(1—(—1)”)j= 7N
nt n'z 2 8 o
—+—— har n=135,--
zn  z°n
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Rekka blir altsa

Zb sin(nzt :22(
n=1

2_(1-(-1y )jsin(nﬂt).

7Z'

Oppgave 3.4.2c
Nar vi har en odde, halvperiodisk utvidelse, vil Fourier-rekka kun inneholde sinus-ledd.
Nar A

f(t)=t+1, 0<t<1 / 2r / / /

blir L =1. Rekka er derfor av formen
ibnsin(n%q:ibnsin(nﬂt) ——r
n=1 n=1 1

der / /2 / / /

b, = %J.OL f (t)sin(n%tjdt = %[:(t +1)sin(nzt)dt

S eso)]
n7Z' V4 0

=2(n;1 (I’VZ'COS(I’VZ’) sin(nz) - O+sm0)—i(cos(n7r) cosoj]
. -, ——

~ nr| ——
1" =0 =0 a =1

_ z(‘_l(-l)” BENEY, +ij ~ 2 (1-2(-0)
Nz

14 nz 14

in.%lr n=135,---
nz

_—Znér n=24,6,-
nz

Rekka blir altsa

—z (1 2(-1)" )sm(nm)

nln
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