Forelesningsnotater i matematikk.
Kjeglesnitt. Side 1

Kjeglesnitt.
1. Innledning.

Dersom en rett kjegle skjeres av et plan, kan det oppsta
ulike kjeglesnitt avhengig av hvordan planet skjeerer
kjeglen. Dersom planet skjerer vinkelrett pa kjeglens
akse, far vi en sirkel. Dersom planet skjeaerer litt skratt,
far vi en ellipse. Dersom planet skjeerer parallelt med en
sidekant, far vi en parabel. Og dersom planet skjearer
parallelt med kjeglens akse, far vi den ene greina av en
hyperbel. Dessuten far vi et punkt dersom planet bergrer
kjeglens toppunkt, og en rett linje dersom planet
tangerer kjeglens overflate.

Slike kjeglesnitt har veert studert siden matematikkens spede barndom, og man har funnet
mange interessante egenskaper ved kjeglesnittene. Den mest kjente egenskapen er kanskje at
banene til planeter og meteorer er kjeglesnitt.

| dette lille notatet skal jeg ta for meg noen av de viktigste egenskapene ved sirkelen, ellipsen,
hyperbelen og parabelen. Jeg skal organisere stoffet slik at jeg i hoveddokumentet presenterer
likningene for de ulike kjeglesnittene, med lenker til vedlegg med en mer utfyllende omtale.

2. Sirkelen.
En sirkel bestar av alle punkter som har samme avstand
fra et punkt som kalles sirkelens sentrum. Avstanden fra
T sentrum til punktene kalles sirkelens radius.
|
| . : .
y R | Dersom vi legger sirkelens sentrum i origo for et
! kartesisk koordinatsystem, ser vi av figuren til venstre at
X
XZ + y2 — RZ
Dette er likningen for en sirkel med sentrum i origo.
A Dersom sirkelen ikke har sentrum i origo, blir likningen
litt mer komplisert. Sirkelen pa figuren til venstre har
T sentrum i (X,,Y, ). Vi legger da inn et nytt koordinat-
|
, XH - system med sentrum i (X,.y, ). Vi ser da at
' X=X +X < X'=X-X,
y°{ X / R Y=Yo+y & Y'=Yy-Y.
“ Likningen for en sirkel med sentrum i (x,,y,) blir da
(X')2 +(yl)2 = R2

(x—x0)2 +(y- yo)2 = R?
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Vi har altsa funnet at:

Likningen for en sirkel med radius R og sentrum i (x,,y,) er
(x—xo)2 +(y- yo)2 =R?

Eksempel 2.1: Vis at
X*+y>—4x+6y=3
er likningen for en sirkel.

Lesning: Vi omformer likningen ovenfor litt:
y A (x*—4x+ )+(y*+6y+ )=3.

] Planen er a fylle ut de apne feltene med tall slik at vi far
-+ fullstendige kvadrat. | den farste parentesen ma vi da foye

X il (%-4)2 =4, og i den andre parentesen ma vi faye til

(%-6)2 =9. Men da ma vi ogsé faye til 4+9=13 pé den
andre siden av likhetstegnet. Vi far altsa:

(x2—4x+4)+(y?> +6y+9)=3+13
(x=2)" +(y+3)" =42

8-+
Dette viser at vi har en sirkel med radius R =4 og sentrum i (X,,Y,)=(2,—3).

Oppgave 2.1

3. Ellipsen.

Figuren til venstre viser en ellipse som er plassert
”midt” i et koordinatsystem. Likningen for en slik
ellipse er

2 2
XY 4

2 0
Merk 1-tallet pa hgyre side av likhetstegnet.

Ellipsen skjerer x-aksen nar y = 0. Da blir
2

AY
bﬂy X
a
- Pa tilsvarende mate finner vi skjaering med y-
}\/a X
-b

aksen:
2

x=0 & y—:1 < y=+b.

b2
Se figuren til venstre.
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Det starste av tallene a og b kaller vi ellipsens store halvakse. Det minste av tallene blir da
ellipsens lille halvakse.

Slik ellipsen er plassert, faller origo sammen med ellipsens sentrum.

Eksempel 3.1: Vis at
X +4y° =9
er likningen til en ellipse.

Lasning: Vi ma farst skaffe oss et 1-tall pa hgyre side ved a
dele pa 9:
2

2
X +4L=1.

9 9

S& ma vi fa kvadrat-tall i nevnerne:
2 2 2 2

XY s XY

— L = —

2 2 2
S 5 (%)

Dette er likningen for en ellipse der store halvakse

er a=3 langs x-aksen, og lille halvakse er b =3
langs y-aksen.

Oppgave 3.1.

Dersom ellipsens sentrum ikke faller i koordinatsystemets origo, blir likningen for ellipsen
mer komplisert. Denne situasjonen er behandlet i et lite tillegg.

Du kan lese mer om ellipsen i et annet lite tilleggsnotat, der vi viser hvordan likningen for
ellipsen utledes, og viktige begrep som brennpunkt og eksentrisitet tas opp.

4. Hyperbelen.

A
y . . .
Figuren til venstre viser en hyperbel som er plassert
“midt” i et koordinatsystem. Likningen for en slik

hyperbel er
X2 y2
PO

Merk 1-tallet pa hgyre side av likhetstegnet.

Merk ogsa likheten med ellipse-likningen, men at det
na er et minustegn mellom de to kvadratleddene.

P& samme maten som for ellipsen finner vi skjeeringen med x-aksen ved a sette y = 0. Da blir
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Men dersom vi setter x =0, far vi
—é:l o y=-b' o y=tib
der i =~/—1. Vi far altsa ingen skjering med y-aksen, noe vi ogsa ser av figuren.

Vi kaller a for hyperbelens reelle halvakse, mens b er hyperbelens imaginare halvakse.

y A Figuren til venstre viser en annen hyperbel. Likningen
for denne er

W
—? + b_2 = 1
I I denne likningen er det y-leddet som er positivt, mens

x-leddet er negativt.

Vi gar fram pa samme mate som ovenfor, og finner at
denne hyperbelen skjarer y-aksen nar y = +b . Det blir
ingen skjeering med x-aksen. Dette medfgrer at den
reelle halvaksen er b, og den imaginere halvaksen er a.

Nar vi skal tegne grafen til en hyperbel, ber vi starte med a finne hyperbelens asymptoter.
Dette er rette linjer som grafen naeermer seg mot nar vi kommer langt bort fra origo.

Vi omformer hyperbel-likningen, og far enten

X2 2 2 X2
Z-tat e L2
a- b b a

eller
X2 y2 y2 XZ
—g'i‘F:l = F:¥+1.

2
For begge likningene skal vi na komme sa langt bort fra origo at x >>a. Da blir — >>1, slik
a

at begge likningene reduseres til
y2 X2

De to rette linjene

yzigx
a
er da likningene for hyperbelens asymptoter. Skjeeringspunket mellom asymptotene kalles

hyperbelens sentrum. Huskeregel: Erstatt 1-tallet i hyperbel-likningen med 0, og lgs y.

Dermed har vi en forelgpig oppskrift for a tegne grafen til en hyperbel med sentrum i origo:
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. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten.

a) Denne likningen er allerede pa standard form.
Dette ser vi tydeligere dersom vi skriver den pa
formen

X2 y2
o2
Da ser vi at den reelle halvakse er a=1, og at vi
far skjeering med x-aksen nar x =+1. Det er
ingen skjaering med y-aksen.
Asymptotene blir
XZ y2
1—2 = 1—2 =0 & y= X.
b) Vi ma farst dele pa 36 for a fa standardform:
y A ) DU .
N g 36 36 4 9
~ - P - XZ y2
< TEtE
AN PR g Da ser vi at den reelle halvakse er b =2, og at vi
5 4 5 5 2 Na 3 5 4 & farskjering med y-aksen ndr y = +2. Det er
P N - X ingen skjaring med x-aksen.
e g o~ - Asymptotene blir
AL x* y? 9 L2
- -——+==0 & y=t—xX.
¥ 2 U 3
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Prgv deg selv pa Oppgave 4.1.

Dersom asymptotene ikke skjeerer hverandre i koordinatsystemets origo, blir likningen for
hyperbelen mer komplisert. Denne situasjonen er behandlet i et lite tillegg.

Du kan lese mer om hyperbelen i et annet lite tilleggsnotat.

5. Parabelen.

Ved siden av sirkelen er nok parabelen det kjeglesnittet
som du Kjenner best fra fgr. Grafen til en parabel er ikke
noe annet enn en vanlig andregradskurve.

Parabel-likningen pa standardform er

y> =4px.
Her er p avstanden fra origo til parabelens brennpunkt,
som har den egenskapen at alle straler som kommer inn
parallelt med parabelens akse (som her faller sasmmen med
x-aksen) vil reflekteres til brennpunktet. Dette benyttes bl.a.
i parabolske antenner. Eller omvendt: Alle straler som gar
ut fra brennpunktet, gar ut parallelt med aksen. Dette
benyttes bl.a. i billykter der paeren plasseres i brennpunktet.

Parabel-likningen ovenfor farer til at parabelens topp-punkt faller i origo, med positiv x-akse
som parabelakse. Vi har imidlertid tre andre former for denne standard-likningen. Disse
formene summeres opp nedenfor:

Likning y® = 4px y® = —4px X’ =4py X’ =—4py
Brennpunkt (p,0) (-p,0) (0,p) (0,-p)
Akse Positiv x-akse Negativ x-akse | Positiv y-akse | Negativ y-akse

Eksempel 5.1: Angi brennpunktets plassering og skisser grafen til disse parablene:
a) x*—4y=0

b) y*+8x=0
Lasning:
a) Omformer likningen slik:

X —4y=0 < x*=4-1y.

Av tabellen ser vi at dette svarer til en parabel med
brennpunkt i (0,1) og topp-punkt i origo.

Se figuren til venstre.
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b)
Omformer likningen slik:

Y’ +8x=0 < y’=-4.2x.

Av tabellen ser vi at dette svarer til en parabel med
brennpunkt i (-2,0) og topp-punkt i origo.

Se figuren til venstre.

Prov deg selv pa Oppgave 5.1.

Dersom parabelen ikke har topp-punkt i origo, blir likningen for parabelen litt mer komplisert.
Denne situasjonen er behandlet i et lite tillegg.

Du kan lese mer om parabelen i et annet lite tilleggsnotat. Der utledes likningen for en
parabel, og refleksjonsegenskapene bevises.
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